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ВВЕДЕНИЕ 


Вопросы, рассматриваемые в предлагаемой книге, появились 
при развитии теории алгебраических чисел и (позднее) алгеб- 
раической геометрии (см. исторический очерк). Большое сход- 
ство этих теорий обнаружилось еще в XIX веке. В процессе. 
работы над возникшими в них проблемами был сформулирован. 
ряд общих идей, область применения которых не ограничивается. 
кольцами алгебраических функций, и, как обычно, чтобы’ 
глубже понять истинное значение и связи объектов, лучше всего 
рассмотреть их в наиболее общей форме. Поэтому в нашей 
книге обсуждаются понятия, которые можно применить в прин- 
ципе ко всем коммутативным кольцам и модулям над ними. 
Следует, однако, подчеркнуть, что результаты часто получаются 
при предположениях о конечности (всегда выполняющихся в. 
классическом случае), например при условии, что модули имеют. 
конечный тип или рассматриваются над нётеровыми кольцами. | 

Изложение первых глав группируется в основном вокруг сле: 
дующих понятий. | 


Ι. Локализация u глобализация. Обратимся, BANDHMED, KcH- 
стеме диофантовых уравнений 2 


Dis πανε, ey 


где Р; — многочлены с целыми рациональными коэффициен- 
тами и где требуется найти решения (X;), образованные целыми 
рациональными числами. К этой задаче. можно приступить, .ΟΤΡΙ-.. 
скивая решения, образованные рациональными числами. Такой” 
подход приводит к аналогичной задаче, где коэффициенты мно- 
гочленов Р; рассматриваются как элементы поля частных Ὦ 
кольца Z и надо найти решения в поле Ω. Следующий этап 34- 
ключается в выяснении вопроса‘ о ‘существовании рациональных 
решений, знаменатели которых не делятся на заданное. простое 
число р (очевидно, что целые решения этому условию удовле- 
творяют). На этот раз мы приходим к подкольцу Zp) в поле Q, 
состоящему из рациональных чисел ‘указанного вида; OHO: HA3HI- 
вается локальным кольцом кольца Z, соответствующим про: 
стому числу р. Ясно, что переход от кольца Z K полю Q и nepe-. 
ход от кольца Ζ к кольцу Zip) имеют одинаковую природу: 
в обоих случаях в знаменатели допускаются только те числа, .. 
которые не принадлежат некоторому простоми идеалу (в данном. 
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случае — идеалу (0) или идеалу (р)). Само понятие ‹«ло- 
кальное кольцо» происходит из алгебраической геометрии, где 
оно возникает наиболее естественным образом: например, 
в кольце С(Х) рациональных функций от одной переменной 
с комплексными коэффициентами локальное кольцо, соответ- 
ствующее простому идеалу (À — x), является кольцом рацио- 
нальных дробей, регулярных в точке & (т. 6. не имеющих в этой 
точке полюса). 

Всякая диофантова задача и, если говорить более общим 
языком, задача об А-модулях (А — коммутативное кольцо) мо- 
жет быть разложена на две части: в первой надо найти решение 
в локальных кольцах Ay, соответствующих различным простым 
идеалам у кольца А («локализация»), а во второй — выяснить, 
следует ли из существования решения «локализованной» задачи 
при всяком у существование решения исходной задачи («пере- 
ход от локального случая к глобальному»). Именно этим двум 
процессам посвящена гл. II, где, впрочем, мы видим, что лока- 
лизация связана не только с простыми идеалами, но может 
иметь более общую природу. 

П. Пополнение локальных колец. Любое локальное кольцо À, 
подобно полю, обладает единственным максимальным идеа- 
лом M. С помощью этого факта задача об А-модулях сводится 
в некоторой степени к аналогичной задаче о векторных про- 
странствах: сведение состоит в переходе к факторкольцу A/m, 
являющемуся полем. Если, например, вернуться к диофантовой 
системе (x), то указанная идея станет не чем иным, как появив- 
шимся еще в первых работах по теории чисел принципом «pe- 
дукции по модулю р», согласно которому уравнения переводятся 
в сравнения mod р. 

Очевидно, однако, что нельзя ожидать получения на таком 
пути полных результатов для исходной задачи. Чтобы иметь 60- 
лее точные сведения об искомом ответе, надо рассматривать не 
только сравнения по модулю M, но и «высшие» сравнения по 
модулю М” при всевозможных целых п > 0: чем больше п, тем 
«ближе» мы, в некотором смысле, к данной задаче (возьмем, на- 
пример, случай À = Z: любое отличное от нуля целое число не 
может делиться на все степени р" заданного простого числа р; 
следовательно, если п будет взято достаточно большим, то 
после редукции mod р" целое число будет отлично от нуля). Ma- 
тематическое выражение этой идеи состоит в рассмотрении TO- 
пологии на ciple А (Общая топология, 1969, гл. III, 8 6')), 


1) Автором. книг, на которые делаются такого вида ссылки, является 
Н. Бурбаки. Ссылки цитируются по-русски или по-французски в зависимости 
от того, вышел ли уже соответствующий русский перевод или нет. В послед- 
нем случае мы по возможности старались помочь читателю подстрочными se 
мечаниями, — Лрим. перев. 
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в которой идеалы Ш” образуют фундаментальную систему ок- 
рестностей нуля. Дело в том, что если, например, система срав- 
нений 


Pl... х) = 0 (од p*) (I<i<n) (+x) 


решена при всех целых k > 0, то отсюда еще не следует, что 
система уравнений (+) имеет решение в локальном кольце Zip); 
отсюда можно лишь сделать заключение о существовании реше- 


ния этой системы в пополнении Zp) топологического кольца Zp). 

Ослабленная таким образом исходная задача свелась, нако- 
Hell, к аналогичному вопросу для локальных колец типа A/mr; 
они еще больше похожи на поля, чем локальные кольца общего 
вида, так как содержат лишь нильпотентный радикал. В клас- 
сической алгебраической геометрии это соответствует «диффе- 
ренциальному» изучению вопроса в окрестности заданной точки. 

В гл. Ш рассматриваются в общем виде эти приложения 
топологических понятий к теории локальных колец. В гл. VI 
изучаются более специальные. вопросы, связанные с более тон- 
кими рассмотрениями из алгебраической геометрии и, в особен- 
ности, с арифметикой полей алгебраических чисел; встречаю- 
щиеся там локальные кольца (такие, как Zp) принадлежат 
к наиболее простому классу «колец нормирования», в которых 
делимость является отношением совершенного предпорядка 
в множестве главных идеалов (Алгебра, гл. VI, $ 1). 

Сравнивая переход от кольца À к его локализации A, с пе- 
реходом от А к пополнению À, мы обнаруживаем сходство этих 
операций. Оба А-модуля — kak Ay, Tak и А — являются пло- 
скими. Тензорными произведениями таких А-модулей с произ- 
вольными можно оперировать в некотором смысле так же, как 
тензорными произведениями векторных пространств, т. е. без 
всяких предосторожностей, необходимых при рассмотрении тен- 
зорных произведений в общем случае. Вопросы, связанные 
с понятием плоского модуля, которое применимо, впрочем, и 
к модулям над некоммутативными кольцами, изучаются в гл. I. 

III. Целые элементы и разложение идеалов. Для исследова- 
ния делимости в полях алгебраических чисел с самого начала 
оказывается необходимым введение понятия целого элемента 
в таком поле К, обобщающего понятия целого рационального 
числа в поле Ω. Общая теория «целых алгебраических элемен- 
тов» связана, как мы это увидим, с очень строгими условиями 
конечности; она развивается в гл. У. Эта теория применяется 
при рассмотрении всевозможных коммутативных колец и пред- 
ставляет большой интерес не только для арифметики, но и для 
алгебраической геометрии и даже для современной теории «ана- 
литических пространств» над полем С. 
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_.Одна из основных трудностей, с которой приходилось стал- 
киваться при распространении классической арифметики на 
кольца целых алгебраических элементов, с давних пор заклю- 
чалась в том, что классическое разложение целого рациональ- 
ного числа на простые множители не переносится, вообще го- 
воря, на кольца указанного типа. Чтобы преодолеть эту труд- 
ность, ‘потребовалось создание теории идеалов; для идеалов 
снова имеется искомое однозначное разложение, причем, разу- 
меется, ‘понятие. простого числа заменяется понятием простого 
идеала. Это можно рассматривать как типичный случай, в ко- 
тором «переход. от локального к глобальному» приводит к удо- 
влетворительному результату: зная для некоторого x & К 3Ha- 
чения в х всех «нормирований» поля К, можно восстановить по 
ним -X с точностью до целого обратимого множителя. 

Однако результат об однозначном разложении идеала в про- 
изведение ‚ простых перестает быть верным в кольцах более 
сложных, чем кольца алгебраических чисел (и даже, кстати 
сказать, в кольцах многочленов от нескольких переменных). 
Тем не менее с каждым идеалом можно связать некоторым ка- 
ноническим образом множество вполне определенных простых 
идеалов; в алгебраической геометрии, например, если рассма- 
тривать в й-мерном аффинном пространстве К” (К — какое-ни- 
будь поле) подмногообразие, определенное системой полиноми- 
альных. уравнений P, = 0, TO неприводимые компоненты этого 
подмногообразия взаимно. однозначно соответствуют минималь- 
ным. элементам множества простых идеалов, которые упомяну- 
тым. образом связаны с идеалом, порожденным  многочле- 
нами Ро. Можно, кроме того (если ограничиться нётеровыми 
кольцами), ‘для каждого идеала задать «разложение», не столь 
точное,. как в произведение простых идеалов; произведения 
в этом случае заменяются пересечениями, а степени простых 
идеалов — идеалами «примарными», связанными с теми про- 
стыми идеалами, которые в свою очередь ассоциированы C рас- 
сматриваемым идеалом (примарные идеалы, однако, не яв- 
ляются прямым обобщением степеней простых). Введение про- 
стых идеалов, ассоциированных с данным идеалом, и изучение 
их свойств составляют содержание гл. IV; там же устанавли- 
вается существование упомянутого выше «примарного разложе- 
ния» и рассматриваются некоторые свойства его единственности: 
В настоящее ‘время, однако, уже ясно, что это разложение 
играет. в приложениях лишь второстепенную роль, а главным 
объектом является простой идеал, ассоциированный с данным 
идеалом. 
ue Dal VE более детально изучаются кольца, которые в том, 
что касается разложения в произведение простых идеалов, еще 
больше похожи на кольца целых алгебраических чисел; кроме 
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того, в этих кольцах оказывается возможным ввести понятие 
дивизора, которое дает геометрическую интерпретацию указан- 
ного разложения и играет важную роль в алгебраической гео- 
метрии. 

Наконец, гл. VIII и следующие будут посвящены вопросам, 
представляющим для алгебраической геометрии больший инте- 
рес, чем для арифметики (в которой они становятся тривиаль- 
ными), а именно вопросам размерности. 

Эти понятия находятся на границе алгебраической геометрии 
в собственном смысле — границе, которая всегда подвижна и 
которую трудно провести. Дело в том, что коммутативная ал- 
гебра является чрезвычайно важным инструментом для разви- 
тия алгебраической геометрии во всей ее общности; и наоборот 
(как это уже можно было заметить выше), язык геометрии ока- 
зывается необыкновенно удобным для теорем коммутативной 
алгебры и очень полезным для создания некоторой интуиции, 
которая, по понятным причинам, в значительной мере отсут- 
ствует в абстрактной алгебре. Вместе с современной тенденцией 
все большего и большего расширения рамок алгебраической гео- 
метрии наблюдается как никогда сильное стремление к слиянию 
алгебраического и геометрического языков. 


vette 
te 


ГЛАВА Г!) 
ПЛОСКИЕ МОДУЛИ 


В этой главе, если не оговорено противное, предполагается, 
что все рассматриваемые кольца содержат единичный элемент, 
а все гомоморфизмы переводят единичный элемент в единич- 
ный. Подкольцом кольца А считается такое подкольцо, KOTO- 
poe содержит единичный элемент из À. 

Если А — кольцо, М — левый А-модуль u ‘U (соответ- 
ственно V) — некоторая аддитивная подгруппа кольца А (co- 
ответственно модуля М), то через UV или U-V обозначается 
аддитивная подгруппа модуля М, порожденная произведениями 
u-v, где ие Ц, ve V (Алгебра, ra. VIII, $ 6, n°1). Если a — 
идеал кольца À, το будем считать, что & = А. Для всякого мно- 
жества Е через |e (или через 1, если не грозит путаница) обо- 
значается тождественное отображение множества Е на себя. 

Напомним, что аксиомы модулей включают в себя требо- 
вание о том, что если Е — левый (соответственно правый) А-мо- 
дуль над кольцом А и если | — единичный элемент кольца А, 
то |.х =x (соответственно х.| =x) для всякого xEE (Al- 
gébre, chap. II, 3° éd, $ 1, n° 1)?). Если E u Е — два левых (co- 
ответственно правых) А-модуля, то через Homa (Е, F) (или 
просто через Hom(E, F)) обозначается аддитивная группа го- 
моморфизмов модуля Е в модуль Е (loc. cit., ἃ 1, n° 2) 3). Для 
краткости через 0 обозначается модуль, состоящий только из 
одного нулевого элемента. 


$ 1. Диаграммы и точные последовательности 


1. Диаграммы 


Пусть, например, А, В, С, D, Е — пять множеств, и пусть 
{ — отображение из A в В, g — отображение из В в С, h — ото- 
бражение из DBE, и — отображение из BBD u v — отображение 


1) Материал этой главы, за исключением § 4, не зависит ни от одной 
другой книги второй части. 

2) См. также Алгебра, ra. II ἃ 1, n°2. — Прим. перев. 

3) См. также Алгебра, гл. Il, $ 2, n° 1, где гомоморфизм называется ли- 
нейным отображением, — []ριιλι. перев. 
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— 


из Св Е. Для того чтобы кратко описать такую ситуацию, 
часто используют диаграммы; в частности, наш пример может 
быть описан с помощью следующей диаграммы (Теория мно- 
жеств, гл. 11, § 3, n° 4): 


u| | (1) 


В такой диаграмме запись À {> В схематически выра- 
жает тот факт, что f является отображением множества A 
в множество В. Когда речь идет только об отображении Г, 
буква f опускается и пишут просто À — В. 

Когда А, В, С, D, Е — группы (соответственно коммутатив- 
ные группы) И f, 6, h, и, Ὁ — гомоморфизмы групп, то для крат- 
кости говорят, что диаграмма (1) есть диаграмма групп (соот- 
ветственно диаграмма коммутативных групп). 

Строго говоря, диаграмма не является математическим 
объектом; она всего лишь рисунок, предназначенный для того, 
чтобы облегчить чтение того или иного рассуждения. На прак- 
тике диаграммы часто вводятся как символы сокращения, из-. 
бавляющие от перечисления всех множеств и отображений, ко- 
торые требуется рассмотреть. Вместо того чтобы сказать «Пусть 
А, В, С, D, Е — пять множеств... U Ὁ — отображение из С в E», 
часто говорят: «Рассмотрим диаграмму (1)» (см., например, 
формулировку предложения | n°4). 


2. Коммутативные диаграммы 
‘Рассмотрим для ‘примера следующую диаграмму: 
ABS En | 
Е a a (2) 
у у у у 
А’ > В’ a —> D’ 


Каждому пути, составленному из некоторого числа отрезков 
диаграммы и пробегаемому в том направлении, которое указано 
стрелками, ставится в соответствие отображение множества, 
стоящего в начале первого отрезка, в множество, стоящее 
в конце последнего, а именно композиция отображений, пред- 
ставляемых пробегаемыми отрезками. При этом считается, что 
для любой вершины диаграммы, например вершины В, имеется 
путь, состоящий из одной этой вершины, и ему соответствует 
тождественное отображение |g. 
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В диаграмме (2), например, есть три пути, начинающиеся 
в Ди кончающиеся в С’; им соответствуют отображения Cog of, 
g’obof и g’of’ca. Говорят, что диаграмма коммутативна, если 
для любых двух ее путей, имеющих общее начало и общий ко- 
нец, соответствующие отображения равны; например, если 
у кого-то пути совпадают начало и конец, то соответствующее 
отображение должно быть тождественным. 

Для того чтобы диаграмма (2) была коммутативна, необхо- 
димо и достаточно, чтобы выполнялись следующие соотношения: 


Poa=bof, g'ob=cog, h'oc=dch: (3) 


иначе говоря, необходимо и достаточно, чтобы три квадратные 
диаграммы из диаграммы (2), взятые порознь, были коммута- 
тивны. Действительно, из соотношений (3) следует, что соб οἷ = 
= g’obo/[, так как Cog = g’0ob, и ЧТО g’obof = g’of’oa, так 
Kak bof =f’ oa; следовательно, все три пути, начинающиеся в A 
и заканчивающиеся в С”, дают одно и то же отображение. Tak 
же проверяется, что четыре пути с началом в À и с концом в D’ 
(соответственно три пути с началом в В и с концом в D’) дают 
одно и ΤῸ же отображение. Соотношения (3) означают, что 
отображения, соответствующие путям с началом в А (соответ- 
ственно В В, С) и концом в В’ (соответственно в С’, D’) оди- 
наковы. Все другие пары вершин диаграммы (2) могут быть 
соединены только одним путем, так что она коммутативна. 

В дальнейшем мы будем представлять читателю формули- 
ровку и проверку аналогичных результатов для других видов 
диаграмм. | Des 


3. Точные последовательности 


Напомним (Algébre, chap. II, 3° ἐά., $ 1, n° 4) следующее on- 
ределение: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ, Пусть А — кольцо, Ε, G, H — три правых (co- 
ответственно левых) А-модуля, | — гомоморфизм модуля Ев G 
и g — гомоморфизм модуля G в Н. Говорят, что пара (|, 5) co- 
ставляет точную последовательность, если g'(0)=/(F), τ. e. 
если ядро гомоморфизма в равно образу гомоморфизма À. 

В этом случае говорят также, что диаграмма 


Е -№ в-=Н (4) 
является точной последовательностью. 


Рассмотрим аналогичным образом диаграмму, образованную 
четырьмя модулями и тремя гомоморфизмами: 


ELLE EG SH 25 (8) 


Sea ee, ee ΚΑ νὰ. г фт. № ΄ "Ἢ < д 
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Эта диаграмма называется точной в члене F, если диаграмма 
E F-£s:¢ представляет собой точную последовательность; 


если же диаграмма F —> G —*> H — точная последовательность, 
то данная диаграмма (5) называется точной в члене G. Если 
она точна и в члене F, и в члене G, то говорят, что диа- 
грамма (5) точна или что она является точной последователь- 
ностью. Тем же способом определяются точные последователь- 
ности с любым числом членов. 

Напомним также следующие результаты (loc. cit.). Пусть 
Е, Е, С — правые (соответственно левые) А-модули, стрелки 
обозначают гомоморфизмы и 0 — модуль, состоящий только 
из нулевого элемента. Тогда 


а) утверждение, что 0—E->F является точной последо- 
вательностью, равносильно утверждению, что гомоморфизм | 
инбективен; 


6) утверждение, что последовательность Е > Е->0 точна, 
эквивалентно утверждению, что гомоморфизм [ сюръективен; 

в) утверждение, что последовательность 0>E->F>0 
точна, эквивалентно утверждению, что гомоморфизм À биекти- 
вен, τ. 6. что | — изоморфизм модуля Е на модуль F; 

г) если F является подмодулем модуля Е, ἱ — канонический 
иньективный гомоморфизм модуля F в E, а р — канонический 
сюръективный гомоморфизм модуля E на Ε/Γ, то диаграмма 


0-»Ρ-:»Ε-Ρ5»ΕΙΕ-»0 (6) 


представляет собой точную последовательность; 
A) для произвольного гомоморфизма f: Е -» Е диаграмма 


0—1 (0) SES FFE) 0, (7) 


в которой Г — канонический инъективный гомоморфизм подмо- 
дуля [!(0) в Е, a р— канонический сюръективный гомомор- 
физм модуля F на F/j(E), есть точная последовательность; 

е) для того чтобы диаграмма 


E->F->G (8) 


была точной последовательностью, необходимо и достаточно, 
чтобы существовали такие модули $, Т и гомоморфизмы 
а: Е -»5, 6: S>F, с: Е» Ги 4: TG, что [--δοα, g=doe 
и три последовательности 

Ε-Ξ-»5-»0 


har See hae Fe (9) 


T d 
точны. 
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В заключение напомним, что для произвольного гомомор- 
физма А-модулей f: E—F приняты следующие обозначения: 
Ker(f)= |-:(0), Ιπι(ῇ) = КЕ), Coim(f)= E/f-'(0) и Coker(f) = 
= F/f(E). Соответственно в. диаграммах (9) можно взять $ = 
= пп (Г) = Ker(g) и T = Im(g) (этот модуль канонически изо- 
морфен модулю Coker (])). 


4. Змеевидная диаграмма 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Рассмотрим коммутативную диаграмму 
коммутативных групп 


αἱ "| sl (10) 


Пусть обе строки в ней точны. Тогда 
(i) если гомоморфизм с инзективен, TO 


[т (δ) ῃ Im (w’) = Im (и’оа) = {πι (δ > u); (11) 
(ii) если гомоморфизм а сюръжективен, TO 
Ker (b) + [т (и) = Ker (v’ οὐ) = Ker (соц). (12) 


Докажем (i). Очевидно, что 
[т (и’оа) = Пи (Бои) <= Im(b) П Im (м). 


Обратно, пусть x = Im(b)NIm(w’). Тогда существует такой 
элемент {ΕΞ В, что x = b(y). Ввиду того что ζ΄ ou’ = 0, имеют 
место равенства 0 = v’(x) = v’(b(y)) = c(v(y)), откуда u(y) = 0, 
так как с — инъективный гомоморфизм. Поскольку (и, v) есть 
точная последовательность, существует такой элемент 2 Е À, 
‚ что у = и(2), откуда x = b(u(z)). 

Докажем (ii), Так как vou = 0 и v’ou’ = 0, то совершенно 
ясно, что 


Ker (6) + [т (и) & Ker (v’ οὐ) = Ker (ο ου). 


Обратно, пусть х = Ker(v’ob). Тогда b(x)E Ker(v’) и суще- 
ствует такой элемент y’ ΕΞ A’, что и’ (у’) = 6(х) (в силу точности 
последовательности (и’, v’)). Поскольку гомоморфизм а сюръек- 
тивен, существует ÿ ΕΞ A, для которого а(у) = у’, откуда D(x) = 
u’(a(y)) = b(u(y)); следовательно, x — u(y) = Ker(b), что и за- 
вершает доказательство. 
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JIEMMA |. Пусть дана коммутативная диаграмма коммута- 
тивных групп - 


А-В 
al Je (13) 
Pig oe B’ 


Тогда существуют, и притом единственные, гомоморфизмы 
μι: Ker(a)— Ker(b) и us: СоКег (а) —> Coker(b), такие, что диа- 
граммы 


_ Кег (а) “> Ker (b) 


|| | (14) 
А ΠΕΝ В 
u га 
A —> В’ 
>| la | (15) 


Coker (а) —> Coker (b) 


коммутативны (здесь i и j обозначают канонические инъектив- 
ные, ари 9 — канонические сюръективные гомоморфизмы). 


‚ Действительно, если хе Кег(а), το a(x)=0 u Б(и(х)) = 
= и’ (а(х)) = 0; следовательно, и(х)е Ker(b) и потому суще- 
ствование и единственность гомоморфизма {| очевидны. Анало- 
гичным образом проверяется, что u’(a(A)) =6(и(А)) = (В); 
следовательно, гомоморфизм и’ определяет при переходе к фак- 
тормодулям некоторый гомоморфизм из: Coker(a)— Coker(b), 
который единствен в силу требования коммутативности диа- 
граммы (15). 

Обратимся теперь к коммиутативной диаграмме (10) комму- 
тативных групп; в силу леммы |, ей соответствует диаграмма 


Ker (a) ——*—» Ker (5) —“> Ker (c)--- 


;| | il à | : 
у у у 


(16) 


ВОО 


p| al ‚| 
у у 
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где i, j,  — канонические инъективные, а р, 4, г — канонические 
сюръективные гомоморфизмы и где Uy, из (соответственно UV, 
U2) — гомоморфизмы, канонически связанные в силу леммы | 
с гомоморфизмами и, и” (соответственно о, Vv’). Немедленно про- 
веряется, что эта диаграмма коммутативна. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Предположим, что в KOMML утативной диа- 
грамме (10) последовательности (u,v) u (и’, 5’) точны. Гогда 

(i) имеет место равенство Viol, = 0; если гомоморфизм и’ 
инъективен, то последовательность (ty, υι) точна; 

(ii) имеет место равенство ие из = 0; если гомоморфизм v 
сюръективен, TO последовательность (Uy, 92) точна; 

(iii) допустим, что и’ — инъективный, а U — сюръективный 
гомоморфизм. Тогда существует ‘и притом только один гомомор- 
физм d: Ker(c) — СоКег (а), обладающий следующим-свойством: 
если элементы X = Кег(с), y=B и t GA’ удовлетворяют соот- 
ношениям 9(у) = R(X) и u(t)= b(y), το а(х) = p(t’). Кроме 
того, будет точной такая последовательность: 


Ker (a) “> Ker (6) “> Ker (с) <> 
—> Coker (a) “> Coker (δ) > Coker (с). (+) 


Докажем (1). Поскольку гомоморфизмы и! и и! действуют 
как ограничения на Кег(а) и Ker(b) гомоморфизмов и и Ὁ co- 
ответственно, TO ош! = 0. Очевидно, имеют место следую- 
ze ‘равенства: Ker(v:) = Кег(5) П Ker(v) = Ker(b)N Im(u) = 
= Im(j)NIm(u). Но в силу предложения l(i) имеем Ker (v1) = 

ῬΑ ο μι) = Im(u,) при условии, что и’ -- инъективный гомо- 
морфизм. 

Докажем (ii). Поскольку гомоморфизмы из и Veg получаются 
из гомоморфизмов U и UV посредством перехода к фактормоду- 
JAM, совершенно ясно, что 92° из = 0. Пусть гомоморфизм v 
сюръективен; так как р и 4 также сюръективны, то в силу пред- 
положений и предложения 1 (11) 


Ker (92) = 9 (Ker (95° 4) ) = q(Ker (υ’) + Im(b)) = 
=9(Кег (v’)) =q(Im(w’)) = Пт (до μή) = 
= Im (изо р) = Im (wo). 


_ Докажем, наконец, Rue Ana любого x = Ker(c) существует 
такой y = В, что 9(у) = k(x), так как гомоморфизм о сюръек- 
тивен; с другой стороны, v’(b(y))=c(k(x))=0 u, следова- 
тельно, существует единственный элемент FE A’, для которого 
u (Е) = b(y) (в силу инъективности u’). Покажем, что элемент 
р(Ё) = Coker(a) не зависит от элемента уе В, для которого 
u(y) = k(x). Действительно, если существует второй такой эле- 
мент Y & В, что 9(у’) = R(x), то у’ = y + и(2), где 2G А; если 


u" LK λα Ὁ“ 


18 ПЛОСКИЕ МОДУЛИ FA 1,51 


для элемента #’ ΕΞ: А’ имеет место равенство и’ (Ё”) = b(y’), то 
t’ = t’+a(z), поскольку и’(Ё-+а(2)) =и’(Р) + u’(a(z)) = 
= В (и) + b(u(z)) = b(y + u(z)) =6(и’). Наконец, легко пока- 
зать, что р(Ё”) = p(t’) + p(a(z)) = p(t’). Следовательно, можно 
положить d(x) = p(t’), а это и определяет отображение 
4: Ker(c)— СокКег (а). 

_ Если теперь хи, X2— элементы модуля Ker(c) и x = x1 + х», 
то возьмем элементы у; и Yo из модуля В так, чтобы v(yı) = 
=А(х!) и 9(12) = (Χο), а в качестве y = В возьмем элемент 
Yi + Yo; тогда немедленно получится, что d(x) = а(х!) + а(х2), 
т. 6. d — гомоморфизм. 

Пусть x = v,(x’) для некоторого x’ = Ker(b), тогда в каче- 
стве y = В возьмем элемент ](х”). Так kak 6(1(х’)) =0, το 
d(x) = 0 и, следовательно, dev, = 0. Обратно, предположим, что 
d(x) = 0. Тогда в прежних обозначениях имеет место равенство 
{= a(s), где $ & À. Но в таком случае В (и) = u(t’) = u’(a(s)) = 
= b(u(s)), откуда вытекает, что В (у — u(s)) = 0. Следовательно; 
элемент Y—u(S) имеет вид j(n) для некоторого n = Ker(b) и 
справедливы соотношения k(x) = v(y) = v(u(s) + j(n)) = 
= v(j(n)) = k(v,(n)); благодаря инъективности гомоморфизма À 
выполняется равенство X = vı (N), что доказывает точность по- 
следовательности (+) в члене Кег (с). 

Наконец (по-прежнему в тех же обозначениях), #2(4(х)) = 
= из (р(Р)) = 9 (и (Ё)) = 9(6(и)) = 0; следовательно, изо4 = 0, 
Обратно, допустим, что элемент W = p(t’) модуля Coker(a) Ta- 
ков, что uo(w) = изг(р(Г)) =0 (где EA’). Тогда g(u’(t’)) = 0, 
и поэтому u’(f)= b(y) для некоторого уе В; так как 
ο’ (и (Г) ) = 0, то v’(b(y)) = 0 и, следовательно, c(v(y)) = 0; дру- 
гими словами, 9 (у) = R(x) при некотором x © Ker(c) и по onpe- 
делению W = 4(х), что доказывает точность последовательно- 
сти (+) в члене Coker(a). Мы уже показали в утверждении (1), 
_ что она точна в члене Ker(b), ав (ii) была доказана ее точность 
в члене Coker(b). Доказательство пункта (iii) завершено. 


Замечание. Если все группы в диаграмме (10) являются моду- 
лями (например, правыми) над кольцом А, а гомоморфизмы представ- 
ляют собой гомоморфизмы А-модулей, то немедленно проверяется, что 
гомоморфизм 4, определенный в предложении 2 (Ш), есть гомомор- 
физм А-модулей: достаточно заметить, что для X = Ker(c), AEA иэле- 
м 4 В, такого, что 9(у) = R(x), имеет место равенство U(ya) = 
= k({xa). 


Следствие 1. Пусть диаграмма (10) коммутативна и имеет 
точные строки. Тогда 

(i) если гомоморфизмы и’, а и с инзективны, το инъективен 
и гомоморфизм 6; 

(ii) если гомоморфизмы V, а и с сюрзективны, το сюрзекти- 
вен и гомоморфизм 6. 
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Утверждение (i) является следствием утверждения (i) из 
предложения 2. Действительно, Кег(а) = 0 и Кег(с) = 0, следо- 
_ вательно, Кег (5) = 0. 

Утверждение (ii) является следствием утверждения (ii) из 
предложения 2. Действительно, Coker (a) = ди СокКег (с) = 0, сле- 
довательно, Coker (b) = 0. - 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ 2. Пусть диаграмма (10) коммутативна и ee стро- 
ки точны. При этих условиях 

(i) если гомоморфизм b инъективен, а гомоморфизмы a u υ 
сюръективны, TO гомоморфизм с инъективен; 

(ii) если гомоморфизм b сюрзективен, а гомоморфизмы с u 
и’ инъективны, то гомоморфизм а сюрзективен. 


Для доказательства пункта (i) рассмотрим диаграмму 


и(А)--® B-—2>C 


а’ | b | с | 
у у 
UC 


в которой отображение а’ действует как ограничение гомомор- 
физма 6 на модуль U(A), a ши и’ — канонические инъективные 
гомоморфизмы. Очевидно, что эта диаграмма коммутативна и 
имеет точные строки. С другой стороны, гомоморфизм W’ инъек- 
тивен, а гомоморфизм о по предположению сюръективен. Сле- 
довательно, согласно предложению 2 (11), точна последователь- 
HOCTb 


0 = Ker (b) > Ker (с) —> Coker (a’)=0, 


в которой равенства объясняются тем, что D — инъективный и 
а’ — сюръективный гомоморфизмы; отсюда вытекает, что 
Кег (с) = 0. 

Для доказательства пункта (1) рассмотрим диаграмму 


А —> В —ъ>о(В) 


À 4 1 


Are Br о! (В’) 


где на этот раз отображение с’ совпадает с ограничением го- 
моморфизма с на модуль 9 (В), а отображения W и W’ действуют 
так же, как гомоморфизмы UV H Ὁ’ соответственно. Эта диа- 
грамма коммутативна, а ее строки — точные последовательно- 
сти. С другой стороны, гомоморфизм W сюръективен и по 
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предположению гомоморфизм и’ инъективен. Следовательно, 
в силу предложения 2 (iii), точна последовательность 
а | 
0 = Ker (c’) — Coker (a) > Coker (ὁ) = 0 


в которой равенства объясняются тем, что ὦ — сюръективный, 
а Ο΄-- инъективный гомоморфизмы. Отсюда вытекает, что 


Coker (а) = 0. 


Упражнения 


1) Предположим, что в коммутативной диаграмме (10) пара (uw, 9’) яв- 
ляется точной последовательностью и что vou = 0. Показать, что имеют ме- 
сто равенства 


Im (b)N Im (u’) = b (Ker (co v)) и Ker (ὁ) + Ker (v) = в! (Im (u’ oa) ). 
2) Рассмотрим коммутативную диаграмму коммутативных групп 
A—>B—>C 


а | 


| 
У 
ПРИ: 
я b’ | 
у у 
ΑΓ -»- eel 


u и 


Предположим, что: 1° пары (и, v) и (0, δ΄) являются точными последо- 
вательностями; 2° v’ou’ = 0 и а’°а = 0; 3° гомоморфизмыс и и’ инъективны, 
а гомоморфизм а’ сюръективен. Показать, что тогда инъективным является 


Ἢ гомоморфизм и”. 
3) Рассмотрим коммутативную диаграмму коммутативных групп 


Bias CD 
αν, 
Υ у У 
Де > dope À terne À D à 
PCR AS 
и 
А” и > В” er" С” 
sl Е | 
у 
AT MZ » Br 
Предположим, что в ней точны строки и столбцы, что гомоморфизмы d и u” 
инъективны, а гомоморфизм а” сюръективен. Показать, что тогда гомомор- 


физм ε΄’ инъективен. Обобщить полученный результат. 
4) Рассмотрим коммутативную диаграмму коммутативных групп 


Ae BR > C+D 
Е b À а 
Y у у у 
А’ —> В’ —> Cc’ —> D’ 


HM предположим, что в ней точны обе строки. 


_ Упр. ДИАГРАММЫ И ТОЧНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 9] 


а) Показать, что если гомоморфизм а сюръективен, а гомоморфизмы ὦ 
и 4 инъективны, то с — инъективный гомоморфизм. 

6) Показать, что если гомоморфизм d инъективен, а гомоморфизмы аи 
с сюръективны, то D — сюръективный гомоморфизм. 

5) Предположим, дана точная последовательность Α΄ — > Α.Ο» A” «0 

PURE, и 

и два сюръективных гомоморфизма Β΄ --6-» A’, В" “> A”, где A, A’, A”, 
В’, В” — модули над одним и тем же кольцом. Показать, что если модуль В” 
проективен!), то существует такой сюръективный гомоморфизм а: B’BB’—A, 
что коммутативна следующая диаграмма: 


fe 62.657 
er al 55 
/ 
А Ба “An А Dre EE A” 
(через i и р обозначены канонические отображения). 


6) Предположим, дана точная последовательность 0—5 A’ -H, A, 4” 


и два инъективных гомоморфизма A’ ot CA? LE С”, где À, A’, A”; C, 
С” — модули над одним и тем же кольцом. Показать, что если модуль С’ 
инъективен (Algébre, chap. Ц, 3° éd., $ 2, exercice 11) 3), то существует такой 
инъективный гомоморфизм а: А-— С’ С”, что коммутативна следующая 
диаграмма: 


а = 
у у 
с” je id с en Cc id С” | 


A’ eh о PA А” 
a’| 
у 


(через i u р обозначены канонические отображения). 

7) Пусть U, У, W— три коммутативные группы, a f: U>V, в: У W — 
некоторые гомоморфизмы. 

а) Рассмотрим следующую диаграмму: 


anne ies ee 
4 м Ξ 

у у À 
OV VE RES 


Здесь alu) = (u, f(u)), Blu, о) =v—f(u), y(v) = (g(v), о), 6(w, о) = 
=w—g(v), hu, о) = (g(f(u), v)). Показать, что эта диаграмма коммута- 
тивна и ее строки точны. 

6) Построить с помощью а) и предложения 2 n°4 точную последова- 
тельность 


1 0-> Ker (f) -> Ker (gef) > Ker (g) > Coker (f) > Coker (go |) > Coker (g) > 0. 


Дать непосредственное описание этой точной последовательности. 


- 1) См. Маклейн С., Гомология, «Мир», M., 1966, стр. 125, 134, или 
`Ленг С., Алгебра, «Мир», Μ., 1968, стр. 112, 113. (В дальнейшем мы эти 
книги будем обозначать [М] и [Л] соответственно.) — Прим. перев. 
‚ 2) См. [M], стр. 134, или [Л], стр. 113. — Прим. перев. ue à ne 
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§ 2. Плоские модули !) 
1. Тензорные произведения 


Пусть А — кольцо, Е — правый и М — левый А-модули. Тогда 
определено (Algébre, chap. II, 3° éd., $ 3, n° 1) 2) тензорное про- 
изведение Е® Μ, являющееся Й-модулем. Если Е” (соответ- 
ственно M’) — правый А-модуль (соответственно левый А-мо- 
дуль) ии: Ε-» Е’ (соответственно v: М — М’) некоторый romo- 
морфизм, то определен (loc. cit., n° 2) 3) -гомоморфизм 


и Фи: Е® М> Е’ @ M. 


JIEMMA 1. Пусть M’—> М—М”—>0 — точная последователь- 
ность левых А-модулей, и пусть Е — правый А-модуль. Тогда 
последовательность 


E8,M SZ Е.М 2% Е ®. М”—>0 


является точной последовательностью коммутативных групп. 


См. следствие предложения 5 из Algébre, chap. II, 3 éd. 
зп 09. 


Из сказанного ясно, что для всякого гомоморфизма левых 
А-модулей u: MN группа E®,(Coker(u))  канонически 
отождествляется с Coker(lz®u). Это показывает лемма |, при- 
мененная к точной последовательности 


М —> N > Coker (и) > 0. 


Как известно (loc. cit.), если гомоморфизм и инъекти- 
вен, т. е. если (в прежних обозначениях) последовательность 


0-» ΛΙ’ —> М —> M” -> 0 точна, то отсюда еще не следует, что 
инъективен гомоморфизм |к®о и, следовательно, вообще го- 
воря, Е® АМ” нельзя отождествить с подгруппой в Е®АМ. Ha- 
помним, однако (Algébre, chap. II, 3° ἐά., $ 3, n° 7, corollaire 5 
de la prorosition 7°)), следующий результат: 


1) Обратим внимание читателей, уже знакомых с гомологической алгеб- 
рой, что в $ 4 они найдут другое описание плоских модулей. 

2) См. также Алгебра, гл. III, $ 1, п°2. — Прим. перев. 

3) См. также Алгебра, гл. Ill, $ 1, n° 4. — Прим. перев. 

4) См. также [Л], предложение 6, гл. XVI, $ 2, или Картан А., Эйлен- 
берг С., Гомологическая алгебра, ИЛ, Μ., 1962 (сокращенно [K9]), предло- 
жения 4, 5, гл. Il. — Прим. peo. 

5) См. также Алгебра, гл. Ш, $ 1, n° 3, предложение 7. — Прим. перев. 
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JIEMMA 2. Если гомоморфизм v: M’— M инъзективен u MO- 
дуль v(M’) является прямым слагаемым модуля M, то инъек- 
тивен и гомоморфизм 18 @V, а его образ является прямым сла- 
гаемым в Е®АМ. 


2. М-плоские модули 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Шусть А — кольцо, Е — правый и М — ne- 
вый А-модули. Модуль Е называется плоским относительно мо- 
дуля М (или М-плоским), если для всякого левого А-модуля М’ 
u любого инъективного гомоморфизма о: М’ — М гомоморфизм 
1. Фо: ΕΦΑΛ'’ > Е®АМ инъективен. 


Аналогичным образом для произвольного правого А-модуля 
N определяется левый М-плоский модуль. Утверждение, что пра- 
вый А-модуль E является плоским относительно левого А-мо- 
дуля М, равносильно утверждению, что модуль Е, рассматри- 
ваемый как левый 4°-модуль (напомним, что через À° обозна- 
чается кольцо, антиизоморфное кольцу A!)), является плоским 
относительно правого А“-модуля М. 


JIEMMA 3. Для того чтобы правый А-модуль Е был М-пло- 
ским, достаточно, чтобы для любого подмодуля М’ конечного 
типа модуля М канонический гомоморфизм 


1 Е© |: Е®4 М’ -»ΕΘ ΛΜ 


(j — каноническое вложение М’ — М) был инзективен. 
B самом деле, предположим, что это условие выполнено, и 
пусть N — произвольный подмодуль модуля М. Допустим, что 


канонический образ элемента z= 2 χι ФиеЕЕ®АМ (rae 


L 
X ЕЁ, у; Е N) в модуле Е®АМ равен нулю, и обозначим ue: 
рез М’ модуль конечного типа модуля N, порожденный элемен: 
тами y;. Ввиду того что по условию композиция отображений 


Е® АМ’ — Е® М — Е®АМ инъективна, сумма 2’= Σ χι © и, 


как элемент модуля ΕΦ ΑΛ’ равна нулю. Но поскольку 2 яв- 
ляется образом элемента 2’, то 2 = 0, откуда и следует утвер- 
ждение леммы. 


JIEMMA 4. Пусть Е — правый А-модуль, а М — такой левый 
А-модуль, что Е является М-плоским. Если N — подмодуль или 
фактормодуль модуля М, то модуль Е является N-naockum. 


1) В Алгебре, гл. I, $ 8, n° 1, такое кольцо называется противополож- 
ным. — Прим. ред. 
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Случай, когда N является подмодулем, разбирается легко: 
если № — подмодуль в N, то композиция гомоморфизмов 


E®,N'>E®,N>E®,„M 


инъективна, а потому инъективен и гомоморфизм E @ AN’ — 
-»Ε ®АМ. Предположим, таким образом, что N — фактормо- 
дуль модуля М, т. е. существует точная последовательность 
O+>R—>M— > М->0: Пусть N° — подмодуль модуля N и 
М’ = р! (№). Обозначим через i” отображение модуля RBM’, 
действующее так же, Kak i, через p’ — сюръективный гомомор- 
физм М” -» №, действующий как ограничение на М’ romomop- 
физма р, через г — тождественное отображение модуля R на К, 
через т — канонический инъективный гомоморфизм M—>M и 
через ἤ — каноническое вложение № --» N. Диаграмма 


OR—“>M—E>N -—0 


коммутативна, а ее строки точны. 

Для упрощения записи положим T(Q)= E@1Q для всякого 
левого А-модуля Q u T(v) = 1еФо для всякого гомоморфизма Ὁ 
левых А-модулей. Диаграмма 


PIR Fi SF 0 
T (r) T ου] Т (п) 
У Y 


(Ra TM) > Т(М) > 0 


коммутативна, и ее строки точны в силу леммы 1 n°1. Кроме 
того, поскольку E является М-плоским модулем, гомоморфизм 
Г(т) инъективен. Так как гомоморфизмы T(r) и Т(р’) сюръек- 
тивны, то следствие 2 из предложения 2 $ 1, n°4, доказывает 
инъективность гомоморфизма Т(п), а отсюда вытекает утвер- 
ждение леммы. 


JIEMMA 5. Пусть (Mi), =, — некоторое семейство левых А-мо- 


дулей М= ФМ, -— их прямая сумма и Е — правый А-модуль.. 
te 7 

Если при каждом ı & модуль Е является плоским относи- 

тельно модуля M,, то Е — плоский и относительно модуля М. 

а) Сначала предположим, что / = {1, 2}. Пусть М” --- какой- 
нибудь подмодуль прямой суммы М = М, ФМЬ, причем М, и М. 
каноническим образом отождествлены с подмодулями модуля М. 
Обозначим ‘через М, пересечение ΛΙ’ ῃ M,, а через М; образ мо- 
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ayaa М’в модуле My при канонической проекции р модуля М 
на Mo. Тогда получается диаграмма 


в которой Uj, 5, Uo, i, Г — канонические вложения, а р’ — сюръек- 
тивное отображение, действующее как ограничение р на М’. He- 
медленно проверяется, что указанная диаграмма коммутативна 
и что ее строки точны. Сохраняя за обозначениями T(Q) и T(v) 
тот же смысл, что и в доказательстве леммы 4, получаем сле- 
дующую коммутативную диаграмму: 


T(Mı) u T(M) EL T(M)) 
To) To) Τον) 


T (M) coups Teri Е TM) 


В силу леммы | n° 1 обе строки в этой диаграмме точны. Так 
как модуль Ё является плоским относительно М, и М», το οτοῦ- 
ражения T(v;) и T(V2) инъективны; кроме того, в силу лем- 
мы 2 n° | инъективным является отображение T(i). Поэтому 
следствие | из предложения 2 $ 1, n° 4, показывает, что отобра- 
жение 7(v) инъективно и, следовательно, MOVIE Е является 
М-плоским. 

6) Если / — конечное множество из п элементов, то резуль- 
тат получается из пункта а) с помощью индукции по N. 

в) Рассматривая общий случай, предположим, что М” — под- 
модуль конечного типа модуля M. Тогда существует такая Ko- 
нечная часть J множества индексов /, что M” содержится в пря- 
мой сумме М, = ФМ.. Согласно пункту 6), модуль Е является 

te 7 

плоским относительно My; канонический гомоморфизм Е® АМ’ > 
— Е® М. будет, следовательно, инъективным. С другой сто- 
роны, так как М, служит прямым слагаемым модуля М, инъек- 
тивен канонический гомоморфизм Ελ; — Е®АМ (лемма 2 
n° 1). С помощью композиции получается инъективный гомомор- 
WEITE E®,M’> Е®АМ, откуда, в силу леммы 8, следует, Что 
Е — плоский модуль относительно М. 


3. Плоские модули ESS 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть E — правый А-модуль. Следующие 
три свойства эквивалентны: . 
а) модуль Е является плоским относительно А. a2 (иначе 


1). Определение см. в Алгебре, гл, И, $ 1, n° 1, — Прим. ped. 


=; ПЛОСКИЕ МОДУЛИ ГЛ. t, § 2 


говоря, для всякого левого идеала а кольца А канонический 
гомоморфизм E @ 4 a — E @ 1 À, = Е инъективен); 

6) Е является М-плоским модулем для любого левого А-мо- 
дуля М; 

в) для всякой точной последовательности левых А-модулей 
и гомоморфизмов | 


ΛΙ’ —-> М —> М! 
последовательность 
1 
E8,M —»>E8,M-—>E8,M” 
точна. 


Очевидно, что 6) влечет за собой а). Обратно, предположим, 
что выполнено условие а). В силу леммы 5 n°2 модуль E яв- 
ляется плоским относительно любого свободного левого А-мо- 
дуля; поскольку всякий левый А-модуль изоморфен некоторому 
фактормодулю какого-то свободного модуля (Algébre, chap. II, 
3° ἐά., $ I n°11, proposition 20) !), то из леммы 4 n°2 следует, 
что Е — плоский относительно М. 

Покажем, что в) влечет за собой 6). Если 9: М’—> M — 


инъективный гомоморфизм, TO последовательность 0 --» М’ —> M 
точна; в силу свойства в) последовательность 0 —> Е @ 4 M’ — 
—@°, E®,M также точна. Это означает, что | QU — инъектив- 
ный гомоморфизм или, другими словами, что E является М-пло- 
ским модулем. 

Наконец, импликация 6)=>> в) вытекает из следующей более 
точной леммы: 


JIEMMA 6. Если М’ —> М --5» М” — точная последователь- 
ность левых А-модулей и если Е — правый А-модуль, плоский 
относительно М”, το последовательность 


E@,M—*>E@,M—2 1@w ΕΘ, ΛΙ” 
точна. 


Воспользуемся обозначениями T(Q) и T(v), имеющими тот 
же смысл, что и в доказательстве леммы 4 n°2. Положим 
М’ =\(М); пусть i: М, — М” -- каноническое вложение и 
р — отображение модуля М в M}, действующее так же, как W. 


7 и 
В виду того что последовательность М. —> М —> М, — 0 точна, 
из леммы 1 n°1 следует, что точна последовательность 


T (M’) > T (M) > Т(М") 0. 


1) См. также Алгебра, гл. Il, $ 1, n°8, предложение 10. — Прим. перев. 
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Кроме того, так как Е есть М”-плоский модуль, отображе- 
ние T (i): T(MY)—>T(M”) HHbeKTHBHO и в силу равенства 


T (i) οΤ(ρ) = T(w) последовательность 
Е (M) РАМ”) 
точна (8 1, π79). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Говорят, что правый А-модуль Е является 
плоским, если выполняются эквивалентные требования из пред- 
ложения |. 

Таким же способом определяются плоские левые А-модули. 
Для того чтобы правый А-модуль Е был плоским, необходимо 
и достаточно, чтобы он был плоским как левый 4°-модуль. 


Замечания. 1) В силу леммы 3 n°2, для того чтобы пра- 
вый А-модуль E был плоским, необходимо и достаточно, чтобы 
для всякого левого идеала а конечного типа в А каноническое 
отображение Е® а — E (предложение |), образом которого 
служит Ea, было инъективным. 

2) Пусть Е — плоский правый А-модуль. Если М” — подмо- 
дуль некоторого левого А-модуля М, то каноническое вложение 
Е® АМ’ -» Е®АМ позволяет отождествить ΕΘ АМ’ с некоторой 
подгруппой в Е®АМ. Учитывая это, рассмотрим левый А-мо- 
дуль N и гомоморфизм и: М — №. Обозначим К = Ker(u), / = 
= п (и). Тогда из точности последовательности 


0>K>M->N 


немедленно получается, что E@A(Ker(u)) отождествляется 
с Ker(12®u). С другой стороны, обозначая через и’ сюръектив- 
ный гомоморфизм M — 1, действующий так же, как и, а через 
i— каноническое вложение /—N, можно утверждать, что 
1=@и’ — сюръективный гомоморфизм (n° 1, лемма 1), а 1~®i— 
инъективный гомоморфизм (поскольку Е — плоский модуль). 
Так как 1е®и = (1=®1 о (1g@u’), το E®,(Im(u)) отождест- 
вляется с 1т(1=®и). | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. (i) Пусть (Е), _ , — семейство правых А-мо- 
дулей. Для того чтобы модуль Е= ФЕ, был плоским, необхо- 
te] 


димо и достаточно, чтобы каждый модуль Е, был плоским. 

(ii) Пусть | — упорядоченное множество и (Ex, в.а) — ин- 
дуктивная система правых А-модулей (Algébre, chap. II, 3° éd, 
$ 6, n°6) !). Если каждый Ey является плоским, то плоским бу- 
дети Е = lim Ein | 


1) См. также Годеман P., Алгебраическая топология и теория пучков 
(в дальнейшем обозначается [T]), ИЛ, M., 1960, гл. 1, 8 1.6. — Прим. перев. 
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Пусть М’ --» М — инъективный мой левых А- `моду- | 
лей. | 
(1) Для того чтобы гомоморфизм прямых сумм 


®, ® (Е. @ 4 MIS (Е. Qa M) 


был инъективным, необходимо и достаточно, чтобы инъектив- 
ным был каждый гомоморфизм Е, ® АМ" > Е. ®АМ (Algebre, 
chap. II, 99 éd., $ 1, n° 6, corollaire | de la proposition 7). Этим 
доказывается утверждение (i), так как прямая сумма 
0, (Ει @ 4 M) каноническим образом отождествляется с MOAY- 


da Е®АМ (Algébre, chap. II, 35 éd., $ 3, n° 7, proposition 7) δ Ἐν 
(1) По предположению каждая последовательность | 


0 =» р © д М’ > В: © д М 
точна; поэтому будет точной и последовательность 
0-»Ε © À М’ = Е © à M 


ибо переход K HHAYKTHBHOMY пределу коммутирует с тензорным 
произведением (Algébre, chap. Ш, 3° ἐά., $ 6, n° 7, proposition 12) 
и сохраняет точность последовательностей (loc. cit.) 2). 


4. Примеры плоских модулей 


1) Для любого кольца А, очевидно, Αα" ) будет плоским 
А-модулем (Algébre, chap. II, 3° éd., $ 3, n°4; proposition 4). 
Следовательно, любой свободный правый _ `А-модуль и, более 
общо, любой проективный правый А-модуль (igébre, chap. H, 
3 &d., $ 2, n° 2) 4) являются плоскими. 

2) Если А — полупростое кольцо (Алгебра, гл. VII, N 5, 
n° |, определение 1), то полупрост и всякий правый А-модуль Ε, 
т. 6. представляет собой прямую сумму’ простых модулей; так 
как каждый модуль из числа этих последних изоморфен неко- 
торому прямому слагаемому модуля Аа (loc. cit., $ 5, n° 1, пред- 
ложение 6), то Е проективен и, следовательно, является плоским 
(пример 1) (см. упражнение 16). 

*3) В гл. Пи ПГ мы детально изучим два важных примера 
плоских, А-модулей: это кольца частных SA и отделимые по- 


= 


полнения. ‘À кольца А относительно %-адических топологий.» 


1) Cu. также ale Приложение Il к гл. Ш, n°6, предложение 9. ---. 
Прим. перев: 
2) См. также [Г], гл. I, $ 1.6. — Прим. перев. 
8) См..Алгебра, гл. И; N 1, п”. 1..— Прим. ред. 
4) См. также [КЗ]; гл. 5 2. — Прим. ред. 
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ΓΙΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 3. Пусть А — кольцо и Е — правый А-модуль. 

(1) Предположим, что модуль Е плоский. Для всякого Ἐν 
мента AE À, не являющегося правым делителем нуля '), 
соотношений x = E, ха = 0 следует, что x = 0. 

(ii) Допустим, что А — целостное коммутативное кольцо”), 
в котором всякий идеал конечного типа является главным (на- 
пример, кольцо главных идеалов (Алгебра, ra. УП, $ 1, n° 1)). 
Тогда, для того чтобы Е был плоским модулем, необходимо и 
достаточно, чтобы Е был модулем без кручения. 


Докажем (i). Пусть 9: А. +» А. — гомоморфизм t— {a левых 
А- -модулей. Из нашего предположения следует, что о — инъек- 
тивный гомоморфизм. Поскольку Е плоский, гомоморфизм 
1=Фо: Е®АА, > Е®АА, также будет инъективным. После ка- 
нонического отождествления модулей ΕΘ. и Е отображе- 
ние lz @ о переходит в эндоморфизм x— xa модуля Е. Следо- 
вательно, из соотношения ха = 0 вытекает, что х = 0. 

Докажем (ii). Согласно утверждению (i), если Е — плоский 
модуль, то он без кручения. Обратно, пусть А-модуль Е — без 
кручения. Проверим, что для идеала а конечного типа в А кано- 
нический гомоморфизм Е®да-—Е инъективен (замечание | 
n° 3). Этот факт очевиден при а = (0), в противном случае по 
предположению а = Αα, где AHA и a 0. Тогда {— а пред- 
ставляет собой некоторый изоморфизм Ὁ модуля А на а; если 
Через i обозначено каноническое вложение 4 —> А, TO ἰοῦ есть 
гомотетия в A, соответствующая элементу а. Поэтому гомомор- 
физм | ® (1°9) является гомотетией в E, соответствующей эле- 
менту а, и он инъективен, так как по предположению E — мо- 
дуль без кручения. Но поскольку 1к® (icv) =(1r@i) о (1g@v) 
и |. © v есть изоморфизм, то гомоморфизм |, Wi инъективен. 
Это завершает доказательство. | 


‚ Пример. Применяя предложение 3 к кольцу Z, мы видим, что Q 
является плоским Й-модулем, а Z/nZ (прип > 2) — нет. 


5. Плоскостность фактормодулей 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть Ex: правый А-модуль. Следующие три 
свойства эквивалентны: 

а) Е — плоский модуль; | 

6) Оля всякой точной последовательности правых А-модулей 
вида Е | 
Е ER τ; κατ CH) 

1) Напомним, что правым (соответственно ‘лёвым) ΤΝ нуля в коль- 
це À называется такой элемент b ΕΞ А, что ge xoxb ОТВ 
но х— bx) не инъективно. 


2) Часто говорят область целостности» или «кольцо целостности». — 
Прим. ред. 
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и всякого левого А-модуля Е последовательность 
O0 GOuF “25H @,F DE ®,F—-0 (2) 


точна; 

в) Существует такая точная последовательность (1) с пло- 
ским модулем Н, что последовательность (2) точна для всякого 
левого А-модуля Е вида Аа, где a — левый идеал конечного 
типа в А. 


Сначала покажем, что из а) следует 6). Левый А-модуль F 
изоморфен фактормодулю некоторого свободного модуля 
(Algébre, chap. II, 85 ἐά., $ 1, n° 11, proposition 20). Иначе го- 
воря, имеет место точная последовательность 


0—>Ю—> 1-2 Е->0, 


в которой модуль Ё свободен. Рассмотрим диаграмму 


GER Нок Е®К 
ιο 1 rei soil 
Y 
CDI EN HO let OL (3) 
‘ое 18») 
У 
а @ Fei; Н®Е 


Немедленно устанавливается ее коммутативность, ее строки и 
столбцы точны в силу леммы | n° 1. С другой стороны, поскольку 
отображения 1‹®р и 1н®р сюръективны (лемма 1 n° 1), το 
G ®Е = СоКег (1 @i), Н®Е= СоКег(1н Qi); гомоморфизм 
w®lp сюръективен лемма | n° 1); наконец, так как Mo- 
дуль L свободный, а потому плоский, то гомоморфизм v @ 1, 
инъективен. Следовательно, можно применить змеевидную диа- 
грамму (предложение 2 (iii) $ 1, n° 4), которая устанавливает 
существование точной последовательности 


Ker (1, ®д-—> Кег (1: @)-> СЕ" Н®Е. (4) 


Если Е — плоский модуль, то lg ® i— инъективный гомомор- 
физм; другими словами, Кег(1к Ὁ 1) =0, и точная последова- 
тельность (4) показывает, что отображение Ὁ ® |1» инъективно; 
поэтому (2) — точная последовательность (следует принять во 
внимание лемму | n° 1). | 

Так как, очевидно, из 0) следует в), то нам остается лишь 
доказать, что из в) следует а). Рассмотрим диаграмму (3) 
в случае А = a, L = Αι, F = А./а и применим точную последова- 
тельность (4). По предположению Ὁ ὃ IF — инъективный гомо- 


v@Ir 
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морфизм; следовательно, п (4) = 0. С другой стороны, так как 
Н — плоский модуль, Кег(1н ® 1) =0. Из точности последова- 
тельности (4) получаем, что Кег (1: @ i) = 0, τ. е. 1+ @i— инъ- 
ективный гомоморфизм, а это доказывает, что Ё является пло- 
ским модулем (замечание | n° 3). 


ПрРЕдложЕНИЕ 5. Пусть 0>E’—>E—>E” —0-— точная 
последовательность правых А-модулей. Предположим, что мо- 
дуль Е” плоский. Тогда, для того чтобы модуль Е был пло- 
ским, необходимо и достаточно, чтобы плоским был модуль Е’. 


Пусть и: F’— Е — инъективный гомоморфизм левых А-мо- 
дулей. Рассмотрим диаграмму 


Боб Е @ РР Е" © Е’ 


gel seul кие 


E’ @F er EOF РЕГ 

Она коммутативна и строки ее точны (лемма 1 n° 1). Так как 
модуль Е” плоский, гомоморфизм ΙΕ» @ и инъективен; с другой 
стороны, предложение 4 доказывает, что 9 ® Ir и vB Ir — 
инъективные гомоморфизмы. Поэтому если модуль E плоский, то 
гомоморфизм 1: © и инъективен, а тогда инъективно и отобра- 
жение (1. © и) ° (9 ® 1r)=(0 ® 12) ° (1Е' ® и); отсюда следует, 
что инъективно отображение Ile’ @и и, тем самым, что Е’ — 
плоский модуль. Обратно, если модуль Е’ плоский, то гомо- 
морфизм le 6 u инъективен. Тогда из следствия | предложе- 
ния 2 $ 1, n° 4, получается, что инъективен гомоморфизм 1х ® и, 
и, следовательно Е — плоский модуль. 

Замечания. 1) Может оказаться и так, что модули Е 
и Е’ плоские, но Е” плоским не является. Это показывает сле- 
дующий пример Й-модулей: E = 7, E’ =nZ, Е” = Z]nZ (nz 2). 

2) Подмодуль плоского модуля не обязан быть плоским 
(упражнение 3). 


6. Свойства пересечения 


JIEMMA 7. Пусть Е — правый А-модуль, Е — левый А-модуль 
и РК’, Е" — такие подмодули в Ε, что Е = F’+ РЕ”. Тогда пере- 
сечение канонических образов модулей Ε ® F’ ἡ ΕΘ Ε” в мо: 
дуле Е ΘΓ равно каноническому образу модуля Е ® (ЕП Ε΄). 
Действительно, рассмотрим диаграмму 


0>F’NF” I ых Ε’ΚΕ’ῃ Ε΄) -»0 


| | 


0-»Ρ” — > Е" ---»(Ε' + F”)/F” +0 
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в которой | — канонический изоморфизм, а остальные стрел- 
ки — канонические инъективные и сюръективные гомоморфизмы 
(Алгебра, гл. I, $ 6, n° 13, теорема 6). Эта диаграмма комму- 
тативна и строки ее ‘точны. Отсюда получается (поскольку 
F = F'+ F7) следующая коммутативная диаграмма: | 


E®(FNF)>EBF>ERB(FIFNF”)) 
zei 
Y 
E®F" —E@F—  E@(F/F") 


В этой диаграмме строки точны (лемма 1 n° 1), а отобра- 
жение lz ©] является изоморфизмом. Теперь наше утвержде- 
ние стало частным случаем предложения | (i) $ 1, n° 4. (См. 
упражнение 5.) 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΗΕ 6. Пусть Е — правый А-модуль, F — левый 
А-модуль, причем Е плоский относительно Е. Для всякого под- 
модуля F’ CF обозначим через φ(Γ΄) образ модуля Е ® Е’ при 
каноническом отображении группы Е®Е' в E @F (которое 
инъективно согласно определению | n° 2). Тогда если F’, Е" — 
два подмодуля в F, το 

(FA Е”) = @(F) Ne (F”). 

В самом деле, ввиду Toro, что модуль E является ЁР-плоским, 
модуль p(F’ + Ε΄) отождествляется с Е ® (Р’+ Е”), а подмо- 
дули p(F’), g(F”) и Ф(Ё’П ЕР”) отождествляются с канониче- 
скими образами в модуле Ε @(F’ + Γ΄) модулей ΕΘΡ’, Е® Е" 
и E @(F’(\F”) соответственно. Теперь предложение 6 следует 
из леммы 7. | | ? 


Замечание 1. В условиях предложения 6 модуль E ® F’ 
отождествляется, как обычно, с модулем @(F’) для каждого 
подмодуля F’ c F, откуда получается формула 


Е ® (Е ПЕ”) = (Е @ 4 FINE Θα F7). 


ΠΡΕΠΠΟΧΕΗΗΕ 7. Пусть Е — правый, а Е — левый А-модули. 
Пусть Е’— подмодуль модуля Е, а Р’— подмодуль модуля Е. 
Предположим, что один из модулей E/E’ или Е|Е’ плоский. 
Тогда канонический образ модуля Е’ ® F’ ϐ Е ὃ Е равен nepece- 
чению канонических образов модулей Ε΄’ @ Fu ΕΘΕ вЕ®Е. 


Пусть, например, Е/Е” — плоский модуль. Рассмотрим диа- 


грамм | 
Ἔτη, ES Е’ > Е @ F’> (E/E’) ® F’ 


и 


у Y Y 
E®F>EBF -»(ΕΙΕ ΘΕ 
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о 


_в которой стрелками обозначены канонические гомоморфизмы. 
Эта диаграмма коммутативна, и ее строки точны (лемма 1 
n° 1). Поскольку Е/Е’ — плоский модуль, гомоморфизм и инъек- 
тивен. Наше утверждение стало теперь частным BIER пред- 
ложения | (i) § 1, n° 4. 


Следствие. Пусть Е — правый А-модуль u Е’ — его noo- 
модуль. 


(1) Предположим, что Е/Е’— плоский модуль. Тогда для 
каждого левого идеала «< А имеет место разенство 


Е’а = ЕП Ба. . (5) 


(11) Обратно, предположим, что модуль Е — плоский и что 
для всякого левого идеала à конечного типа в кольце А выпол- 
няется соотношение (5). Тогда E/E’ — плоский модуль. 


(i) Достаточно воспользоваться предложением 7, где F = Ay, 
ЕР’ =. 
(ii) Чтобы проверить, что модуль E/E’ плоский, применим 
критерий в) предложения 4 n° 5; нам нужно, таким образом, 
установить, что последовательность 


ϱ-» ΕἠΕ/α-» EJEa > ENE’ + Εα)--» ὁ 


точна в члене E’/E’a для каждого левого идеала а конечного 
типа в кольце А. Но именно это выражает состношение (5). 


Замечание 2. Утверждение предложения 7 остается вер- 
ным, если предположить лишь, что E/E’— плоский модуль OT- 
носительно F или что Р/Е’— плоский модуль относительно Е. 


7. Тензорные произведения плоских модулей 


Пусть А, В — два кольца, Е —- правый А-модуль, F — неко- 
торый (А, В)-бимодуль (Algébre, chap. II, 35 éd., $ 1, n° 14) 1. 
Напомним (Algébre, chap. II, 3° éd., $ 3, n° 4), что тензорное 
произведение Е ® ΑΓ каноническим образом снабжается струк- 
турой правого В-модуля, причем 


(x @y)b=x® (и) для xe FE, yeF,beB. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть А, В — два кольца, Е — правый А-мо- 
дуль и Е— некоторый (A, В)-бимодуль. Предположим, что Е — 


плоский модуль и Е как В-модуль тоже является плоским. 
Гогда плоским будет u В-модуль E®, F. 


Действительно, пусть С — левый В-модуль и С”’— его под- 
модуль. Поскольку Γ как правый В-модуль является плоским, 


_1) См. также [K9], гл. Il, $ 3. — Прим. перев. 


2 H. Бурбаки 
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канонический гомоморфизм Е®в С’ —>Е®в С инъективен. Так 
как Е — плоский модуль, то канонический гомоморфизм 


E Qa(F ®в О’) >Е®д(Е®в G) 


инъективен. Так как модули Е®_(Е®в 0’) и Е®_(Е®в С) 
‘канонически отождествляются с (EOAF)®,G’ u (Е®АР) QG 
соответственно (Algébre, chap. II, 3 éd., $ 3, n° 8, proposi- 
tion 8)!), то канонический гомоморфизм (Е®АЕ) ®в С’ -» 
-+(Е® АР) ®вС инъективен, откуда следует, что Е®АЁЕ — пло- 
ский В-модуль. 


СЛЕДСТВИЕ |. Пусть С — коммутативное кольцо, Е, Е— два 
плоских С-модуля. Тогда E®. F является плоским С-модулем. 


В самом деле, F есть (С, С)-бимодуль; поэтому достаточно 
применить предложение 8 при В = А = С. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть р — гомоморфизм кольца A в кольцо В. 
Если Е — плоский ‘правый А-модуль, то правый В-модуль 
о* (Е) = Ев), полученный расширением кольца скаляров Oo В 
(Algébre, chap. II, 3° ἐά., $ 5, n° 1) 2) является плоским. 


В самом деле, по определению Ев =Е® 4 В, где В рассмат- 
ривается с помощью р как (А, В)-бимодуль. Так как правый 
В-модуль Ва плоский, то достаточно применить предложе- 
ние 8. 


СЛЕДСТВИЕ 3.Пусть Ю, $ — два кольца и ф: R—S — гомомор- 
физм колец. Если М — плоский правый $-модуль, а ф„($а)— 
плоский правый В-модуль, то p,(M) является плоским правым 
Ю-модулем. 


Напомним, что ф„(М)— это правый В-модуль, определяемый 
условием х.г=х-Ф(г) для всякого KEM и всех reR 
(Algébre, chap. II, 3 ἐά., ἃ 1, n° 13). Теперь применим пред- 
ложение 8 при 4 =$, В = КЮ, Е = Ми Е =$5, причем $ пред-. 
‘полагается наделенным структурой (δ, Ю)-бимодуля, определен- 
ной при помощи гомоморфизма φ. Тогда правый К-модуль 
М ὃ 35$ есть не что иное, как p (M). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть (Аз, pa) — фильтрующаяся?) индук- 
тивная система колец, А =ИтА,„— ее индуктивный предел, 


` u - 
(Е, бва)— индуктивная система правых À,-Mo0yrel, имеющая 
то же множество индексов, и Е = lim Εα — ее индуктивный пре- 


дел, представляющий собой правый ГА. модуль (Algébre, chap. II, 
1) См. также [КЗ], гл. 11, $ 5, предложение: 5.1. — Прим. перев. 


2) См. также Алгебра, гл. III, $ 2, n° 1. — Прим. перев. 
8) Направленная в иной терминологии. — Прим. ped. 
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35 éd., $ 6, n° 6) !). Если каждый E, является плоским А’-моду- 
лем, то плоским будет и А-модуль Е. 


/ 
Действительно, пусть Ео = Eu ΘΑ, A, где А рассматривается 


как левый А„-модуль относительно канонического гомоморфизма 
A,— A. Как известно, правый А-модуль Е канонически изомор- 


фен индуктивному пределу lim Eu (loc. cit., coroilaire 2 de la 


proposition 12). Из следствия 2 предложения 8 вытекает, что Ey 
есть плоский правый А-модуль при любом a; поэтому E— 
плоский А-модуль в силу предложения 2 n° 3. 


8. Конечно представимые модули 


Пусть А — кольцо. Представлением (или представлением 
длины 1) левого (соответственно правого) А-модуля Е назы- 
вается точная последовательность 


Г —> № — E —0 me: (6) 
левых (соответственно ΠΡ А-модулей, в которой Lo u Li — 
свободные ` модули. 

Любой А-модуль Е допускает представление. В самом деле, 
известно (Algébre, chap. II, 3° éd., $ 1, n° 11, proposition 20) 2), 
что существует сюръективный гомоморфизм и: Lo—E, где Lo — 
свободный модуль; если Ю — ядро гомоморфизма U, то сущест- 
вует сюръективный гомоморфизм о: Li —R, где Li — свободный 
модуль. Если рассмотреть о как ‚гомоморфизм модуля Li В Lo, 


то последовательность Li —> [»—> E — 0 точна по определению, 
откуда следует наше утверждение. 

Если p: ἃ-» В —гомоморфизм колец, то каждое представле- 
ние вида (6) модуля Е дает представление и модуля Ев) = 


= E®, 
АВ > 0®4В>Е®4В->0 (7) 


(в силу леммы 1 n° | и того факта, что B- -модуль L@ В свобо- 
ден, если свободен модуль L). 

Говорят, что представление (6) модуля E конечно, если CBO- 
бодные модули Li H Lo обладают конечными базисами. Совер- 
шенно ясно, что если представление (6) конечно, то конечным 
является и представление (7). Говорят, что Е есть конечно 
представимый А-модуль, если он допускает конечное представ- 
ление. | 


1) См. также [Г], гл. I, $ 1.6. — Прим. перев. 
?) См. также Алгебра, ra. II, 8 1, n° 8, предложение 10. — Прим. перев. 


.2# 
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JIEMMA 8. (1) Всякий модуль, допускающий конечное пред- 
ставление, является модулем конечного типа. 

(11) Если кольцо А нётерево слева, то всякий левый А-модуль 
конечного типа допускает конечное представление. 

(iii) Всякий проективный модуль конечного типа допускает 
конечное представление. 


Утверждение (i) тривиальным образом следует из опреде- 
лений. Если кольцо А нётерево слева и если существует сюръек- 
тивный гомоморфизм и: Lo—>E, где [о — свободный левый 
А-модуль с конечным базисом, то ядро Ю гомоморфизма и яв- 
ляется модулем конечного типа (Алгебра, гл. VIII, $ 2, n°1, 
предложение |, и n°3, предложение 7). Следовательно, суще- 
ствует сюръективный гомоморфизм о: L;—R, где Ё, — свобод- 
ный модуль с конечным базисом, и точная последовательность 


Li —> Lo —<+ Е — 0 является конечным представлением модуля E, 
откуда и следует утверждение (ii). 

Наконец, предположим, что Е — проективный модуль конеч- 
ного типа; он является прямым слагаемым некоторого свобод- 
ного модуля Lo конечного типа (Algébre, chap. II, 85 éd., $ 2, 
n° 2, corollaire de la proposition 4) !). 

Ядро Ю сюръективного гомоморфизма Lo—E будет в этом 
случае изоморфно фактормодулю модуля Lo, а потому имеет 
конечный тип. Завершается доказательство так же, как в пре- 
дыдущем случае. | 


ΠΈΜΜΑ 9. Пусть А — кольцо и Е — некоторый конечно пред- 
ставимый А-модуль. Для всякой точной последовательности: 


OF G~> Е.->0, 


в которой С — модуль конечного типа, модуль Е имеет также 
конечный тип. 


Пусть Г. —>Lo—<>E—0— какое-то конечное представле- 
ние. Если (е;) — некоторый базис модуля Lo, то для каждого i 
существует такой элемент g; = С, что p(g;) = $(е;). Определим 
гомоморфизм и: [1 -— С, положив и(е;) = Lg; при каждом ἱ; то- 
гда $ = pou. Так как Sor = 0, то и (7 (Ё1)) < Ker(p), а поскольку 
Кег(р) изоморфен F, то, очевидно, существует такой гомомор- 
физм v: L;— F, что диаграмма 


[1 -—>L,—> E — 0 


о 


A tal 
у Y 


F ES oe Et) 


') См. также [КЗ], гл. I, $ 2. — Прим. перев. 
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коммутативна. Поскольку | — инъективный, а $ — сюръективный 
гомоморфизмы, то можно воспользоваться змеевидной диаграм- 
мой (предложение 2 $ 1, n° 4); иначе говоря, существует точная 
последовательность | 


0 = Ker (1;) —@> Coker (v) > Coker (и) > Coker (1=) = 0. 


Этим доказано, что Coker(v) изоморфен G/u(Lo), a последний 
является модулем конечного типа по предположению. С другой 
стороны, имеет место точная последовательность 


0-»υ([ῃ)-» Е —> Coker (v) — 0, 


и так как U(L;) и Coker(v) — модули конечного типа, то таким 
же является и модуль F (Algebre, chap. IT, 3° éd., $ 1, n° 7, corol- 
_laire 5 de la proposition 9) 1). 


9. Расширение скаляров в модулях гомоморфизмов 


Пусть А и В — два кольца, Е — правый А-модуль, F — пра- 
вый В-модуль и С — некоторый (В, А)-бимодуль. Напомним, что 
может быть определен (Algébre, chap. II, 95 ἐά., $ 4, п°2) кано- 
нический гомоморфизм 2-модулей 


у: Е ®вНошд(Ё, @) > Hom, (Е, F ®в G), (8) 


при котором для у>ЕРиие = Homa, (Е, G) элемент ν (y®u) есть 
А-линейное отображение x —>y@u(x). 


ПРЕдложЕНИЕ 10. Пусть À, В— два кольца, Е — правый 
Д-модуль, Е — правый В-модуль, С — некоторый (В, А)-бимо- 
дуль. Предположим, что Е — плоский модуль. Тогда если Е есть 
модуль конечного типа (соответственно конечно представим), 
то канонический гомоморфизм (8) инъективен (соответственно. 
биективен). | 


_ Будем считать фиксированными` А, В, F, С и для всякого 
А-модуля Е положим 

T(E)=F © в Hom,(E, G), Τ’ (Ε) = Hom,(E, i 69 в G); 
через ук обозначим гомоморфизм (8); для всякого гомоморфиз- 
ма v: Ε-»Ε’ правых А-модулей положим T(v)=1lr@Hom(v, Ια) 


и T’(v) = Ном (у, 1.816). Пусть [1 —>L,—> Е — 0 — некоторое 
представление модуля Е; предположим, что свободный модуль 


1) См. также [Л], $ 1, предложение 2, стр. 167. — Прим. перев. 
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Lo (соответственно свободные модули ши Γι) есть HOCH KO- 
нечного типа. Имеет место диаграмма 


= 0 ae T (E) Т (w): 5 
“Е "Ed Ya (9) 


0-» T(E) ar Τ' (Lo) πο” T’ (Li) 


Диаграмма (9) коммутативна, причем ее вторая строка точна 
(Algébre, chap. II, 3° ἐά., $ 2, n° 1, théorème 1) !). С другой сто- 
роны, последовательность 


0 > Hom,(E, @) > Hom, (Lo, G) > Hom,(L;, G) 


является точной (loc. cit.) !), а так как модуль F плоский, то 
и первая строка в диаграмме (9) также является точной после- 
довательностью (предложение | n°3). В этой ситуации, как из- 
вестно, гомоморфизм V,, (соответственно гомоморфизмы v, и 


у,) биективен Пети Е биективны) (Algébre, chap. II, 


95 éd., $ 4, n° 2, proposition 2) 2). Если предполагать лишь биек- 
тивность гомоморфизма у, ‚то из (9) следует инъективность го- 
/ 
моморфизма v, οΤ(ω)-- Τ' (ω}9 Νε, а потому инъективен и гомо- 
морфизм νε. Если же допустить биективность гомоморфизмов 
У, И V,, TO из следствия 2 (ii) предложения 2 $ 1, n° 4, выте- 
кает, что ук сюръективен. Но поскольку только что была уста- 
новлена инъективность этого гомоморфизма, то он биективен, 
что и требовалось доказать. 


10. Расширение скаляров: случай коммутативных колец 


Пусть теперь А — коммутативное кольцо, В — некоторое 
кольцо, р: А» В — такой гомоморфизм колец, что P(A) содер- 
жится в центре В; другими словами, гомоморфизм р определяет 
на В структуру А-алгебры. Для всякого А-модуля Е правый 
В-модуль Ев = Е ©® Β отождествляется в этом случае с В®А Е, 
так как структуры А-модулей на р,(В:) и Ha 0x (Ва) тождествен- 
ны по предположению. Напомним, что для всякой пары А- -MO- 
дулей (Е, Е) определен канонический В-гомоморфизм 


ὦ: (Hom, (E, Р) (в) > Homa (E,a), F(8)), (10) 


при котором œo(uQl)=u@lr для uehHoma(E,F) (Algébre, 
chap. II, 3° éd., § 5, n° 3). 


1) См. также [КЗ], гл. II, $ 4, предложения 4.3a и 4.4. — Прим. перев. 
2) См. также [КЗ], гл. II, $ 4. — Прим. перев. 


ТЕ 
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ΠΡΕΛΠΟΧΚΕΗΗΕ 11. Пусть А — коммутативное кольцо, В — не- 
которое кольцо, р — гомоморфизм кольца А в центр В и Е, F— 
два А-модуля. Предположим, что. В — плоский А-модуль u E— 
модуль конечного типа (соответственно конечно представимый). 
Гогда канонический гомоморфизм (10) инзективен (соответ- 
ственно биективен). 


Поскольку гомоморфизм ὦ является композицией канониче: 
ского изоморфизма 


Hom, (Е, В ® 42) -> Homz(E(p), Р(в)) 
и канонического гомоморфизма (8) 


у: В @ 1 Hom,(E, BP Mow Ae, B®,F) 


(loc. cit.), то данное предложение является следствием ‚предло- 
жения 10 n°9. 


Предположим теперь, что кольца А и В коммутативны, и 
рассмотрим три А-модуля Ei, Eo, Es с А-билинейным отображе- 
нием j: Ει Χ δὲ-» Βα. Тогда существует, и притом единственное, 
В-билинейное отображение fp: Ецв) X Eas) > Exe), такое, что 
fa(1@x1, 1 @X2) = 19f(x1,%), me x EE, X&@E, (Алгебра, 
гл. IX, $ 1, n° 4, предложение 1). 

В последующем изложении мы будем считать, что В является 
плоским А-модулем, и для каждого подмодуля Е’в Е; (i= 


= |, 2, 3) мы будем канонически отождествлять модуль E(p 
с его образом в Еив) (замечание 2 n° 3). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть A, В — два коммутативных кольца, 
p— гомоморфизм из А в В, Εἰ, Es, E3— три A-mooyaa, f: E,xX Eo— 
— Е. — некоторое А- билинейное отображение и 


fp: ΕἸ (в) X Eo (в) > E3 (в) 


— его расширение. Рассмотрим какие-нибудь подмодули F2CE) 
и Е. < Ез и обозначим через Т подмодуль в Ει, образованный 
элементами x; ΕΞ Ει, удовлетворяющими соотношению f(x), х2) ΕΞ 
= F3 для всех хо = Fo. Предположим, что В —— плоский А-модуль, 
a Fa — модуль конечного типа. Тогда Тв, — это множество таких 
же, τὴν ЧТО li (Χ x) & Рук, OAR всех x) SF, ip. 


Действительно, пусть р — канонический сюръективный гомо- 
морфизм Ез — Ез/ЁЕз; с каждым элементом x, Е ΕΙ свяжем А-ли- 
нейное отображение хо —> p(f(xX1, X2)) модуля Fo в модуль E3/F3, 
которое будем обозначать через g(Xı). Следовательно, & — это 
А-гомоморфизм модуля ΕἸ 8 Homa(Fo, E3/F3), а его ядро — не 
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что иное, как Т. Так как В — плоский А-медуль, то имеет место 
точная последовательность 


=> (Hom, (Fo, Es/F;) )(B) 


(предложение 1 n° 3). В силу предложения 11, канонический го- 
моморфизм 


ὦ: (Hom, (Fo, E3/F3) (ву > Нотв (Fo (в), (Es/F3)(8)) 


0 — Tip) > Ει (в) 


инъективен. С другой стороны, благодаря тому что А-модуль В 
плоский, модуль (E3/F3)«# канонически отождествляется 
с Baral Pua. Взяв композицию ὦ и 1@g, мы получим TOMOMOP- 
физм и, для которого последовательность 


0—> Top) > Е, (в) ~> Home (Fo (в)» Es (в)/Ез (в)) 


точна. Из определений сразу же следует, что. и (x1), где x, = 

=1@x, SE, (в) ЯВЛлЯется линейным отображением, сопоставляю- 
/ / / 

щим каждому XXE Fy, , Класс элемента 2: (x, X;) по модулю 

Fae); В силу линейности, это. же верно и для любого x; ΕΞ ΕΙ (в. 


Поскольку ядром гомоморфизма и служит Г(в), предложение до- 
казано. 


СЛЕДСТВИЕ |. Пусть A, В— два коммутативных кольца, 

А—В — гомоморфизм, превращающий В в плоский А-мо- 
дуль, и Е — некоторый конечно представимый А-модуль. Для 
всякого подмодуля Ес Е конечного типа ортогональное допол- 
нение к F(p в модуле, сопряженном к модулю Еву равно 
(Р”) ‘в, где через Е’ обозначено ортогональное дополнение к Е 
в модуле E*, сопряженном к Е. 


Из предложения 11 следует, что (Е*)(в) канонически изо- 
морфно модулю (Ев))*, сопряженному к Ев). Поэтому доста- 
о точно применить предложение 12 к случаю Е, =Е*, Е. = Е, 
Ез = A, Fo = F, F3 = {0}, считая, что | — каноническая билиней- 

_ ная форма на E*XE. 


СледствиЕ 2. Пусть A, В— два коммутативных кольца, 
о: А >В — гомоморфизм, превращающий В в плоский А-модуль,. 
и Е некоторый А-модуль. Тогда для всякого подмодуля F CE 
конечного типа аннулятор модуля Ев) равен идеалу αΒ кольца В, 
где а — аннулятор модуля F в кольце А. 

Достаточно применить 1 dares 12 при 2,3 = À, Ey = Ез== 
= Е: FoF, Fz = {0}. 


Замечание. Когда абсолютно ясно, о каких модулях ΕἸ 
и билинейном отображении | идет речь, модуль, обозначенный 
в предложении 12 через Т, обозначают иногда через F3: Fo и 
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называют кондуктором модуля F2 в модуле F3. Вывод предло- 
жения 12 в этих обозначениях может быть записан так: 


Ез (в) : Fo py =(F3: Е) в). | (11) 


В частном случае, когда модули Е; совпадают с кольцом А, 
f является умножением, а F; представляет собой идеалы ᾱ;, по- 
лучается формула кондукторов 


В (аз k Яо) — Ba; à Bay, (12) 


справедливая, если В — плоский A- ‘модуль, а а› — идеал конеч- 
ного типа. 


11. Интерпретация плоскостности в терминах соотношений !) 


В этом пункте через А обозначается кольцо, через E — пра- 
вый А-модуль, а через F — левый А-модуль. 
Любой элемент модуля E®AF записывается, по крайней. 


п 


мере одним способом, в виде z= De, ® [, где ec ЕЁ, fi SF. 
i=] 


Следующая лемма дает условие для того, чтобы эта сумма была 
равна нулю. | 


JIEMMA 10. Пусть (f,), =, — семейство образующих моду- 
ACT à (ел); = ‚ — семейство элементов модуля Е с конечным 


| 1 
носителем?). Для того чтобы » ὁ) ®р=0, необходимо и do- 
AGL 


статочно, чтобы существовали конечное множество J, некоторое 
семейство (Xj), =, элементов из Е и некоторое семейство 


(an) ТЕТ, ЛЕГ) элементов из À, обладающие следующими 


свойствами: | 
1° семейство (а) имеет конечный носитель; 


. 2 anl1=0 для всякого | ΕΞ; 


3° € = 2 ха для всякого KEL. 
1 = ‘ 


Иначе говоря, система элементов €, должна быть линейной KOMÖH- 
нацией с коэффициентами в Е систем элементов из À, являющихся 
«соотношениями между элементами }л». 


η Результаты этого пункта не будут использоваться в оставшейся части 
этой главы, за исключением ὃ 3, n° 

2) Говорят, что семейство элементов модуля имеет конечный носи- 
тель, если в нем существует лишь конечное число ненулевых элементов. — 
Прим. перев, | 
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Действительно, рассмотрим свободный А-модуль A’, его 


канонический базис (и») и гомоморфизм с: А.Е, при кото- 
ром g(u,) = /, для всякого. À ЕЁ. Обозначая через А ядро гомо- 
морфизма g (и учитывая, что р, порождают F), nO ey TOU- 
ную последовательность 


R-> Ар ->0, 


где i— каноническое вложение. В силу леммы | n°1, отсюда 
получается точная последовательность 


E QAR LE @a AT IS EF @,F >). (13) 


Но модуль Е ®Ад А“ канонически отождествляется с EU) 


и при этом семейство е = (e,)= EU) переходит в > en © u, 
À 


(Algébre, chap. II, 3° éd., $ 3, n° 7, corollaire 1 de la proposi- 
tion 7) 1). Для того чтобы такое семейство принадлежало ядру 
гомоморфизма 1к®&, необходимо и достаточно, чтобы 


> e,@/,=0 в модуле ΕΘΑΡ. Как видно из точной последо- 
Ле, 


вательности (13), это эквивалентно тому, что е принадлежит 
образу гомоморфизма Ig@i, т. е. выполнению соотношения вида 


> a Om = 2 x @ilr;), .: (14) 
VEL jel 


где х, ЕЁ, г, ЕЮ u J—KoHeyHoe множество. Если положить 
ἱ (τη) = 2 али, то для всякого JE J условие г; = К превратит- 
NEL 


ся в соотношение à ар, = 0. С. другой стороны, равенство 
NEL 


(14) перейдет в соотношение e,= » ха) при любом AS L 
Ege 


] 
(Algébre, chap. II, 3° ἐά., $ 3, n° 7, corollaire 1 de la propositi- 
on 7) !), что и завершает доказательство. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Для того чтобы модуль Е был плоским 
относительно Е (определение | n° 2), необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось следующее условие: 

(К) Если (e),2, и (1), _,-— два конечных семейства 


элементов из Е и Е соответственно, для которых ai е; Ὁ = 
ie] 


=0 8 E®,F, то существуют конечное множество J, семейство 


1) См. также Алгебра, приложение II к гл. Ш, n° 6, следствие из пред- 
дожения 5. — Прим. перев. 


PTS RE 
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(Пе) элементов из Е и семейство (аз) (j=J,iel) элемен- 
тов из А, обладающие такими свойствами: 


1" 2 аз: =0 при всяком | ЕТ; 
c= 
ΡΝ «= à хан при всяком ie l. 


Предположим, что модуль Е является плоским относитель- 
но F. Пусть (е;) и (|+) — такие конечные семейства элементов, 


что De; @f,=0 в модуле ΕΘΑΕ, и пусть Е” — подмодуль мо- 
i : 
дуля F, порожденный элементами f;. Так как каноническое OTO- 
бражение E@,F’—E@,F инъективно, то — соотношение 
De; @f;=0 выполняется также в модуле E®aF', так что 
i 


можно применить лемму 10 к модулям E и F’. При этом полу- 
чатся семейства (х;) и (ἄγ), удовлетворяющие условию (ЮВ). 
Обратно, предположим, что условие (ΚΝ) выполнено. Пусть 


Е’ — подмодуль модуля F, и пусть y= У, ὢ f, — какой-то 
ie! 


элемент из ядра канонического отображения E®, F’>E®@, F. 


Поскольку имеет место (К), существуют -семейства (X;) и (а), 


удовлетворяющие условиям 1° u 2°. Отсюда следует, что в MO- 
дуле Е® AF’ | 


р =D (x, e > ай) =0. 
i, j - ie] ie] 


Таким образом, гомоморфизм E@, Р’>Е®АЕ инъективен, 
что и требовалось доказать. 


Следствие 1. Для того чтобы правый А-модуль Е был nao- 
ским, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось следующее 
условие: 

(КР) Если (e;),=, и (b;), -,- два таких конечных семей- 


ства элементов из Е и А соответственно, что > еб; =0, то 


te] 
существуют конечное множество J, семейство элементов (Xj), =; 


модуля Е и семейство (ἄμ) (j=J,iel) элементов из А, для 


которых У аб, =0 при любом | ЕТие = D хан при лю- 
‘EL: | jes 
bomiel. 


Действительно, условие (RP) представляет собой не что 


‘иное, как условие (К) предложения 13 применительно к мо- 
дулю F =А.. 


Иными словами, условие (КР) может быть выражено так: всякое 
«соотношение» между элементами D; с коэффициентами в E является 


un A Dé N ~~ ..; ve oR oe ee "ae ae. 7 | ee Oe eer ER eS Se ~<a eee "ИБ ТЕ ET Bug FIT ie I Den ET ee ae 
27 2 > roe 2 > DE М. oe ok le er I РИ ee ae a ЕЕ НЕХ ой ET gy oe 
= # ΄ ee 2 Fa en EE x + : Е A tet τ ᾱ- βίον So + oes 


PTE. TASS ЕЕ oa ea eed oe ee SS ae το Te era ASE US en ath eA CET MES CEE RS 
RE eae tee 


ΛΣ Γρ ET НЙ ee 
δ “à Dr Ἢ ᾿ - . e ; } Зы 
м - > 1 | = 
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линейной комбинацией (с коэффициентами в Е) «соотношений» между 
элементами D; с коэффициентами в À 


Рассмотрим, в частности, гомоморфизм кольца А в кольцо В, 
превращающий В в правый А-модуль. Мы знаем (предложение 1 
n° 3), что утверждение о том, что этот А-модуль плоский, экви- 
валентно утверждению, что он является плоским относительно 


всякого левого А-модуля As (т 2:1). Если применить условме 


(В) из предложения 13 к E = В, F= As, то получится следую- 
щее условие: 


СЛЕДСТВИЕ 2. Для того чтобы кольцо В было плоским пра- 
вым А-модулем, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
такое условие: 

£ = у 
(RP’) Любое решение (у,) Lyc, системы однородных ли- 


нейных уравнений 
> 
2 yon =0 (Sim о (15) 


с коэффициентами в А, состоящее из элементов кольца В, яв- 
ляется линейной комбинацией 


Ч ` 
= Lib (Sk<n) (16) 


с коэффициентами 6; +В решений (2;,), <y<„ системы (15), 
образованных элементами Zr Е À. 


Упражнения 


1) Привести пример такой точной последовательности левых А-модулей 
0-» №” > М №” —0 и такого правого А-модуля E, что относительно моду- 
лей N’ u N” модуль Е будет плоским, а относительно модуля. М — нет (взять, 
например, N = N” = 2/22). 

2) Пусть М, N — такие два подмодуля А-модуля Е, что модуль M + N 
плоский. Для того чтобы плоскими были М и N, необходимо и достаточно, 
чтобы был плоским модуль M N №. \ 

3) Пусть А — кольцо многочленов К[Х, У] от двух переменных над по- 
лем К. 

а) Рассмотрим в кольце А главные идеалы В = (Х) и с= (У), являющиеся 
свободными модулями, и их пересечение Б[с= (ХУ), также являющееся 
свободным модулем. Показать, что А-модуль a = - с не плоский, хоть OH и 
без кручения (ср. Алгебра, гл. III, $ 2, упражнение 4). а 

6) Пусть R— подмодуль А-модуля А?, образованный элементами вида 
(x, —x), где x ea. Пусть М, М — подмодули А-модуля А?/Ю, являющиеся 
образами прямых слагаемых модуля ΑΖ, Показать, что модули M и N uso- 
морфны A, но пересечение М [| М не является плоским А-модулем. 

4) а) Привести пример нерасщепляемой точной последовательности 


0—2’ -> Е -> Е” 0, 


КА FESTE: EEE 
+ ENT RES Be eet at Ae ee > Ate | 


А. aes SSS) Sa: ek Aa ESS ie ΝΡ, AE: = 
SS Fe rey ate ОИ ee 
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все члены которой являются плоскими модулями (ср. Алгебра, гл. VIII, 8 3, 
упражнение 86). 
6) Получить из а) пример такой нерасщепляемой точной последователь- 


ности 
0-> Е’ EE" 0, 


члены которой являются неплоскими правыми А-модулями, что для всякого 
левого А-модуля Е последовательность 0-— Е’ 69 Е— ЕФЕ-— Е" © Е-0 
точна (использовать лемму 2 n° 1). 

5) Привести пример правого А-модуля Е, левого А-модуля Е и двух 
таких подмодулей РЁ’ Ε΄ модуля F, что канонический образ модуля 
Е © (F’ ПЕ”) в модуле E @ F не равен пересечению канонических образов 
модулей E® F’ n E® F” (cp. упражнение 3a)). 

Ч 6) Пусть А — кольцо и М — левый А-модуль. Представлением длины п, 
или п-представлением, модуля М называют точную последовательность 


Ln>Ln-ı> ... Li -> Li > M -0, 


в которой L; — свободные левые А-модули (0 < i п). Говорят, что такое 
представление конечно, если каждый из модулей Li является свободным мо- 
дулем конечного типа. 

Если М — левый А-модуль конечного типа, то через A(M) будем обозна- 
чать верхнюю грань (конечную или равную + оо) таких целых чисел п > 0, 
что модуль М обладает конечным пП-представлением. Если М не является Mo- 
дулем конечного типа, то будем считать, что A(M) = —1. 

а) Пусть 0->Р-> М->М-—0— точная последовательность левых А-мо- 
дулей. Тогда A(N) > inf(A(P), A(M)). (Отправляясь OT п-представлений MO- | 
дулей.Р и М, получить п-представление модуля N с помощью упражне- 
ния 5$ 1.) 


u и 

n 0 
6) Пусть Mn? Mn-ı > ... > M ——> М — 0 — некоторое конечное 
п-представление модуля М. Показать, что если A(M)> п,то Кег(и») является 

Vn+1 | =>. ο 
А-модулем конечного типа. (Пусть Бин {Ιη-» ... >L,— > Ly, 2 
/ 
vy : о 


0 
> [и — Μ-»0-- какое-то (п + 1)-представление модуля М, и пусть Р = 
= Ker(vo); тогда получаем п-представление модуля Р 


о о о 
n+l > у 1 
cans SL, — eee >L, Ly > Р-> 0. 


Применяя метод пункта а) к точной последовательности Ο--Ρ-»[ῃ-» 
— M — 0, мы получаем точную последовательность 


Wn Dh. о Wo 
М, La+i a Mist Œ La PET Ts ME ve LU MOL, ra ” Led 


а также точные последовательности 0 —+ Ker(vi+,) — Ker(wi) —+ Кег(и;) -- 0 
(предложение 2 $ 1, n° 4). Наконец, надо обратить Е на то, что 
модуль Ker(w;) является прямым слагаемым модуля М; @ЭЁ: +1.) 

в) Показать, что в предположениях пункта а) имеет место неравенство 


A (М) > inf (A (N), A(P) +1). 


(Рассуждая так же, как в а), и используя 6), с помощью индукции по N 
показать, что если п < inf(A(N), ^(Р) + 1), το A(M) > п.) 
г) Показать, что в предположениях пункта а) имеет место неравенство 


A (Р) > inf (A (N), À (М) -- 1). 


(Способ тот же, что и в пункте в).) Вывести отсюда, что если λ(Ν) = | + 00, 
TO A(M) =A(P) + 1. 
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д) Вывести из a), в) и г), что если М = МОР, το 
А (№) = inf (A (M), À (Р)). 


В частности, для того чтобы модуль V допускал конечное представление, не- 
обходимо и достаточно, чтобы этим свойством обладали модули М и P. 

е) Пусть №, № — два подмодуля некоторого А-модуля М. Предположим, 
что № и № допускают конечное представление. Для того чтобы модуль 
Νι + No допускал конечное представление, ‘необходимо и достаточно, чтобы 
пересечение №, [] No было модулем конечного типа. 

7) а) Показать, используя обозначения упражнения 6, что если М — προ- 
ективный модуль, то или A(M) = —1, или A(M) = +00. Если кольцо А нёте- 
рово слева, то для всякого А-модуля М либо A(M) = —1, либо A(M) = + о. 

6) Если а — левый идеал кольца Α, не являющийся модулем конечного 
типа, TO А-модуль As/a моногенен !) и не допускает конечного представления; 
иначе говоря, A(As/a) = 0 (n° 8, лемма 9). 

‚ в) Привести пример такого левого моногенного идеала 4?) кольца А, что 
модуль, сопряженный к конечно представимому модулю As/a, не является пра- 
вым А-модулем конечного типа. 

| (№) 3 

г) Пусть К — поле, Е — векторное пространство Κ''', (Εμ) — канонический 
базис пространства E, Т — тензорная алгебра пространства Е, базис которой 
состоит, следовательно, из конечных произведений Jd Pe (k>0, ij EN 


для всякого |). Для любого заданного целого числа п пусть Ὁ обозначает 
двусторонний идеал алгебры Т, порожденный произведениями je, ее, ... 
..., Cn@n-1 И En+ren для всех Е > 1; пусть А — факторкольцо 7/6, и для 
всякого целого т пусть Am — канонический образ’ элемента Em в кольце А. 
Показать, что если М = А./Ащ, το A(M) = п (обратить внимание Ha то, что 
при т < и — | левый аннулятор элемента Am равен AQm4+i, и воспользоваться 
упражнением 66)). 

8) Пусть С — коммутативное кольцо и Е, Е — два С-модуля. Показать, 
что имеет место неравенство A(E © cF) > inf(A(E), A(F)). 

9) Пусть Е — конечно представимый левый А-модуль. 

а) Показать, что для любого семейства (F = правых А-модулей ка- 


нонический гомоморфизм Е & д (Ц Е} —> Il (E © 4 F) (Algébre, chap. II, 
Le] el 


3е 64., $ 3, n° 7) 3) биективен. 
6) Пусть (Са, Фва) — индуктивная система левых А-модулей. Показать, 
что канонический гомоморфизм 


lim Hom , (Е, G,)>Hom, (E, lim G,) 


биективен. 


10) а) Пусть А — кольцо, / — некоторое множество, А — подмодуль Mo- 
дуля [= All) Обозначим через © множество пар (7,5), где J — конечная 
часть множества /, а S — подмодуль конечного типа в A N R. Упорядочим © 
с помощью отношения «J CJ’ и SC 5». Показать, что множество © с ука- 
занным отношением порядка становится фильтрующимся, что семейство 
(411$) является индуктивной системой правых А-модулей, для которой © 


1) Циклический модуль в другой терминологии. — Прим. ред. 

2) Главный идеал в другой терминологии. — Прим. ред. 

3) См. также Алгебра, приложение II к гл. ΠΠ, n° 6,. предложение” 5. — 
Прим. перев. 
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служит множеством индексов, и что существует изоморфизм модуля L/R на 
модуль lim (A/S). Ä 
(J, SES 

6) Вывести из пункта a), что любой А-модуль является индуктивным 
пределом конечно представимых А-модулей. 

11) Пусть Е — правый А-модуль. Говорят, что модуль Е псевдокогерентен, 
если всякий подмодуль конечного типа в Е конечно представим. Всякий под- 
модуль псевдокогерентного модуля псевдокогерентен. Модуль Е называется 
когерентным, если он псевдокогерентен и имеет конечный тип (следовательно, 
конечно представим). 

а) Пусть 0 -» Е’— Е > Е” +0 — точная последовательность правых А-мо- 
дулей. Показать, что если модуль Е псевдокогерентен (соответственно коге- 
рентен), а Ε΄ является модулем конечного типа, то модуль Е” псевдокогерен- 
тен (соответственно когерентен). Показать, что если псевдокогерентны (соот- 
ветственно когерентны) и E’, и Е”, то таким же будет и модуль Е. Показать, 
что если модули Е и Е” когерентны, то когерентен и модуль Е” (воспользо- 
ваться упражнением 6 и леммой 9 n° 8). 

6) Допустим, что Е — когерентный А-модуль и что Е’ — псевдокогерент- 
ный (соответственно когерентный) А-модуль. Показать, что для всякого го- 
моморфизма и: Ε-» Е’ модули Im(u) и Ker(u) когерентны, а модуль Coker (и) 
псевдокогерентен (соответственно когерентен) (воспользоваться пунктом а)). 

в) Показать, что любая прямая сумма (соответственно любая конечная 
прямая сумма) псевдокогерентных (соответственно когерентных) модулей 
есть псевдокогерентный (соответственно когерентный) модуль. 

г) Показать, что если Е — псевдокогерентный модуль и М, М— его ко- 
герентные подмодули, το М + М и МПМ — когерентные модули (воспользо- 
ваться пунктами а) ив)). 

д) Предположим, что кольцо А коммутативно. Показать, что если Е — 
когерентный А-модуль и F — когерентный (соответственно псевдокогерентный) 
А-модуль, TO А-модуль Homa (Ε, F) когерентен (соответственно псевдокогерен- 
тен). (Свести доказательство к случаю, когда модуль F когерентен, и рас- 
смотреть конечное представление модуля E, а затем воспользоваться пунк- 
том 6).) 

`Ф 12) а) Пусть А — кольцо. Показать, что следующие четыре свойства 
эквивалентны: 

a) правый А-модуль Аа когерентен (упражнение 11); 

В) всякий конечно представимый правый А-модуль когерентен; 


y) левый А-модуль A! является плоским для произвольного множе-. 


$ 
ства’ ГУ): 

6) всякое произведение плоских левых А-модулей является плоским мо- 
дулем. 

(Для того чтобы показать, что из @) следует В), надо воспользоваться 
упражнением 11а). Для вывода &) из γ) надо рассуждать от противного, 
используя предложение 13 n° 11. Чтобы показать, что &) влечет 6), надо 
применить упражнение 9.) 

Кольцо A, удовлетворяющее условиям 0%) — 6), называется Koee- 
рентным справа. Аналогичным образом вводится понятие кольца, когерентного 
слева. 

6) Показать, что всякое нётерово справа кольцо когерентно справа. При- 
вести пример артинова справа кольца, не являющегося когерентным слева 
(Алгебра, гл. VIII, $ 2, упражнение 4). 


1) В оригинале вместо / стоит N — множество натуральных чисел; однако 
в такой форме это свойство не эквивалентно остальным (см. Lenzing Η., Über 
kohärente Ringe, Май. 2., 114 (1970), № 3, 201—212, или Soublin J.-P. An- 
пеаих εἰ modules coherent, J. Algebra, 15 (1970), № 4, 455—472). — Прим. ред. 


οτος 


ἐν Ва N 


а. 
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*в) ') Кольцо недискретного нормирования ранга | (гл. VI) является ко- 
герентным. Однако оно содержит некогерентные идеалы и допускает непсев- 
докогерентные фактормодули (моногенные). x Ἢ 

г) Доказать, что если кольцо А когерентно справа, то для всякого пра- 
вого А-модуля Е имеет место одно из равенств: или A(E) = —1, или A(E) = 
=(, или A(E) = + oo (упражнение 6). 

д) Пусть (Ag, Фва) — индуктивная система колец с фильтрующимся ΜΗΟ- 


жеством индексов и А = lim Ag. Предположим, что при & < В кольшю Ав 
— 


является плоским левым Аа-модулем. Показать, что если кольца Αα когерент- 
ны справа, то когерентно справа и кольцо А. (Обратить внимание на то, что 
кольцо А является плоским Аа-модулем при каждом &, и на то, что если Е — 
подмодуль конечного типа модуля Ag, то существует такой индекс & и такой 
подмодуль Eg конечного типа модуля (Ag)a, что τοσο. Ес © Ag А изомор- 


‘фен модулю 2 

*e) Вывести из пункта д), что любое кольцо многочленов (OT произволь- 
ного конечного или бесконечного множества переменных) над коммутативным 
нётеровым кольцом когерентно. Вывести отсюда, что факторкольцо когерент- 
ного кольца не обязательно является KOTEPEHTHEIM.% 

ж) Для того чтобы кольцо А было когерентным слева, необходимо и до- 
статочно, чтобы левый аннулятор любого элемента из А имел конечный тип 
H пересечение двух левых идеалов конечного типа в кольце А было идеалом 
конечного типа (воспользоваться упражнением 6e)). 

4 13) Пусть А, В — два кольца, F — (A, В)-бимодуль, @ — правый В-мо- 
дуль. Показать, что если модуль С инъективен (Algébre, chap. II, 35 éd., $ 2, 
exercice 11) ?) и F является плоским левым А-модулем, то правый А-модуль 
Нотв (F,G) инъективен. (Воспользоваться изоморфизмом 


Hom д (E, Нот в (Е, G)) —> Нотр (Е @Q4F, G), 


справедливым для любого правого А-модуля Е (Algébre, chap. II, 3° ἐά., 84, 
n° Ὁ 3 
Ч 14) Пусть А, В — два кольца, Е — левый А-модуль, Г — (А, В)-бимо- 
дуль, G — правый B- -модуль. Рассмотрим канонический гомоморфизм (Αἰρέδτε, 
chap. II, 3° 64., $ 4, exercice 5) 


о: Hom, (F, 0) Θα Е —> Hom, (Hom,.(E, Е), С), 


для которого (o(Uu® x))(v) = u(v(x)) при хеЕЁ, ue Homz(F,G), 
veHom,(E,F). Показать, что если @ — инъективный В-модуль (Algebre, 
chap. II, 3° 64., $ 2, exercice 11) 4) и Е — конечно представимый модуль, то 
гомоморфизм о биективен. (Рассмотреть сначала случай, когда Е — свобод- 
ный модуль конечного типа.) : 

Ч 15) Пусть А — кольцо. Показать, что всякий левый А-модуль Ε, яв- 
ляющийся плоским и конечно представимым, проективен. (Если задан сюръ- 
ективный гомоморфизм левых А-модулей и: ЕР”, то обозначим через u’ 
гомоморфизм и и): Homa, (Е, Е) — Нот л (Ε, Е”), а через й — гомомор- 
физм Hom (w’, 1в): Hom,(Hom« (Ε, Е”), @) > Hom, (Homa (В, F), G), где G — 
произвольный делимый 2-модуль. Используя сначала упражнение 14, дока- 
зать, что гомоморфизм й инъективен; затем, подбирая подходящим образом 
модуль С (Algébre, chap. II, 3° éd., $ 2, exercice 14) 5), показать, что и’ — 
сюръективный гомоморфизм. : 
1) См. также [ΓΊ, гл. I, $ 1.4. — Прим. перев. 

) См. также [Г], гл. Г $ 1.4. — Прим. перев. 
3) См. также [КЗ], гл. Il, $ 5. — Прим. перев. 
4) См. также [Г], гл. I, $ 1.4. — Прим. перев. 
5) См. также [Г], гл. I, $ 1.5. — Прим. перев. 
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16) Пусть А — кольцо и "а — некоторый его элемент. Показать, что сле- 
дующие свойства эквивалентны: 

a) ак аАа; 

В) идеал аА является прямым слагаемым модуля Аа; } 

у) AalaA является плоским правым А-модулем; : 

5) для любого левого идеала 6 кольца А имеет место равенство 
aA N b= af. ‘ 

(Для доказательства эквивалентности γ) и ὃ) воспользоваться следствием 
из предложения 7 n° 6; показать непосредственно, что из ὃ) вытекает α), и 
установить, что. &) влечет за собой В), доказав существование такого идемпо- 
тента е Е aA, что eA = aA.) | 

17) Пусть А — кольцо. Доказать эквивалентность следующих свойств 
этого кольца: 

a) Всякий элемент аеА обладает эквивалентными свойствами из упраж- 
нения 16. 

В) Всякий правый идеал конечного типа кольца А является прямым сла- 
гаемым модуля Αα. 

у) Всякий левый А-модуль является плоским. 

δ) Всякий правый А-модуль является плоским. 

В этом случае кольцо А называется абсолютно плоским !). 

(Чтобы увидеть, что из %) следует В), надо воспользоваться упражне- 
нием 156) из Алгебры, гл. VIII, $ 6.) 

{ 18) Пусть А — абсолютно плоское кольцо (упражнение 17). 

а) Пусть Р — проективный правый А-модуль. Показать, что всякий под- 
модуль конечного типа Е модуля Р является прямым слагаемым Р. (Свести 
к случаю, когда Р — свободный модуль конечного типа. После этого заметить, 
что модуль Р/Е конечно представим, и воспользоваться упражнением 15.) 

6) Показать, что любой проективный правый А-модуль Р является прямой 
суммой моногенных подмодулей, изоморфных моногенным правым идеалам 
кольца А. (Воспользоваться теоремой Капланского (Algébre, chap. II, 3° éd., 
$ 2, exercice 3) ?) для сведения доказательства к случаю, когда модуль P no- 
рожден счетным семейством элементов, а потом применить пункт а).) 

в) Привести пример абсолютно плоского кольца А и непроективного 
А-модуля конечного типа (рассмотреть фактормодуль кольца А по идеалу, не 
являющемуся идеалом конечного типа; ср. Алгебра, гл. VIII, $ 6, упражне- 
ние 15e), и Коммутативная алгебра, гл. I, $ 4, упражнение 17). 

19) Пусть А — кольцо. Доказать эквивалентность следующих свойств 
кольца А: 

a) кольцо А полупросто; 

В) всякий правый идеал кольца А является инъективным А-мбдулем; 

у) всякий правый А-модуль проективен; 

6) всякий ame А-модуль инъективен. . 

20) Пусть À — целостное кольцо, В — некоторая А-алгебра, являющаяся 
плоским А-модулем, и М — некоторый А-модуль без кручения. Показать, что 
если элемент {ΕΞ В не является делителем нуля, то из соотношения Ё. 2 = 0 
для ΖΕ:ΒΦΘ.Λ! следует равенство z = 0. (Свести доказательство к случаю, ко- 
гда М-— модуль конечного типа, и, погружая его в некоторый свободный 
А-модуль конечного типа, перейти к случаю M = À.) 

21) Пусть $ — коммутативное кольцо, R — коммутативная $-алгебра, В — 
любая S-anre6pa (коммутативная или нет), В‹к) — алгебра над кольцом R, 


1) Мы заменили термин «регулярное кольцо», употребляемый в Алгебре, 
гл. VIII, $ 6, упражнение 15 (и обычно употребляемый в отечественной лите- 
ратуре. — Ред.), ибо этот термин обозначает также совсем другое понятие. 
в коммутативной алгебре. 

2) См., например, Капланский И., Проективные модули, сб. Матема- 
тика, 4:1 (1960), стр. 3—8. — Прим. перев. | 
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полученная расширением скаляров алгебры В. Предположим, что Ю — плоский 
$-модуль, а В — модуль конечного типа над кольцом $. Обозначим через Ζ 
центр кольца В. Показать, что канонический гомоморфизм из (в) = 2 © sR 
в модуль Bip) является изоморфизмом модуля Zr) на центр кольца Bia). 
(Воспользоваться точной последовательностью 


0—Z— В? > Hom, (В, В), 


где O(x) (y) = ху — их, и предложением 11 n° 10.) 

‚Ч 22) Пусть Е — левый А-модуль. Для любого правого идеала a коль- 
ца А и произвольного элемента Q&A обозначим через а:а множество таких 
xEAÀ, что ах Ea, и через аЁ:а множество таких YEE, что ауеаЕ. Очевид- 
но, что (а:а) ЕсаЕ : а. Показать, что, для того чтобы модуль Е был пло- 
CKHM, необходимо и достаточно, чтобы для любого правого идеала а кольца À 
и произвольного элемента A&A выполнялось равенство (а: а) Е =аЁЕ:а. (Uro- 
бы установить достаточность этого условия, надо воспользоваться критерием 

n 


следствия | из предложения 13 n° 11: исходя из соотношения >) aix; = 0, где 
i=! 
n - \ 
ai À, x;&E, применить равенство (a:a)E=aE:ax идеалу a = > a;A и эле: 
; i=2 
менту а! и затем рассуждать с помощью индукции по п. Необходимость до- 
казывается обращением этого рассуждения.) 

23) а) Пусть 0—АЮ-—Ё-—>Е-—0 — точная последовательность левых 
А-модулей, где А-модуль L свободен; обозначим через (eu) базис модуля L. 
Показать, что следующие утверждения эквивалентны: 

a) модуль Е — плоский; 

В) если для любого хе обозначить через ах правый идеал, порожден- 
ный координатами элемента X в базисе (eg), το хеа,К; 

у) для любого элемента хеЮ существует такой гомоморфизм Ux: L>R, 
что Ux(X) = X; | 

Ô) для любой конечной последовательности (Klızicn элементов моду- 
ля Ю существует такой гомоморфизм и: LR, что и(х;) =х; для ISIS. 
(Воспользоваться следствием из предложения 7 n° 6.) 

6) Пусть a— такой левый идеал кольца A, что А-модуль A/a является 
плоским. Показать, что для всякого левого идеала конечного типа Όσα 
существует такой элемент хЕА, что BC Ax Ca (воспользоваться критерием ὃ) 
из пункта а)). | 

в) Вывести из пункта а) новое доказательство результата упражнения 15. 

г) Пусть х — радикал кольца А и 0-»-»],-» Е -»> 0 — точная последо- 
вательность левых А-модулей, в которой Г — свободный модуль. Предполо- 
жим, что модуль Е — плоский, а модуль Ю содержится в YL. Показать, что 
в этом случае К =0 (используя обозначения пункта а), обратить внимание 
на то, что а, — идеал конечного типа, и на равенство а, = Art). 

д) Пусть Е — плоский левый А-модуль конечного типа. Предположим, что 
существует такой двусторонний идеал Ὁ кольца À, содержащийся в радикале 
этого кольца, что E/bE — свободный (А/Ъ)-модуль. Показать, что тогда А-мо- 
дуль Е свободен (обратить внимание на то, что существует такой свободный 
А-модуль L конечного типа, что модуль L/bL изоморфен модулю E/bE, и 
воспользоваться следствием 4 из предложения 6 в Алгебре, гл. VIII, 8 6, 
n° 3; после этого применить пункт г)). 

24) Подмодуль М’ правого А-модуля М называется чистым, если инъек- 
тивен гомоморфизм 169 lv: М” 69 АМ-— MOAN, где j: M’ М — каноническое | 
вложение и N — произвольный левый А-модуль. Это свойство имеет место, ко- 
гда модуль M’ служит прямым слагаемым модуля М или когда M/M’ — ππο- 
ский модуль. Однако оба эти условия не являются необходимыми (упраж- 


нение 4). 
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а) Показать, что, для того чтобы подмодуль М’ модуля М был чистым, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось следующее условие: если 


/ м , 
(т; т — некоторое конечное семейство элементов из М’ и (x;) jes — He 
которое семейство элементов из М, причем πι; = р X ja jj для каждого i 

ie] 


и некоторого семейства (Q;;) элементов из À, то существует семейство таких 
элементов (x4) = модуля М’, что т; = 83 ‚а для каждого iel. (Для πο- 
je 

казательства достаточности этого условия надо воспользоваться леммой 10 
n° 11, с помощью которой показывается, что гомоморфизм M'@AN -» ΜΘ aN 
HHLEKTHBEH при любом А-модуле N конечного типа. Для доказательства необ- 
ходимости этого условия надо рассмотреть некоторый левый А-модуль конеч- 
ного типа N = L/R, где L — свободный А-модуль конечного типа и À — под- 
модуль конечного типа в С.) Установить с помощью этого критерия, что если 
А — коммутативное кольцо главных идеалов, то понятие чистого подмодуля 
некоторого А-модуля совпадает с аналогичным понятием, введенным в Алгеб- 
Be. гл. УН, 6 2, упражнение 7. 

6) Пусть М — правый А-модуль, М’ — подмодуль модуля М и M” — 
подмодуль модуля М’. Показать, что если М’ — чистый подмодуль в Ми М” — 
чистый подмодуль в М’, то М” — чистый подмодуль модуля M, а М’/М” — 
чистый подмодуль модуля М/М”. Если М” — чистый подмодуль модуля М, 
то М” — чистый подмодуль модуля M’. 

в) Показать, что если М и Р— такие два подмодуля в М, что МПР и 
N+P чист в М, то N и Р— чистые подмодули в М. Дать пример двух 
подмодулей N, Р в Z?, которые сами являются чистыми в 22, но для которых 
N + P не является чистым подмодулем в 72 

г) Пусть С — коммутативное кольшо и Ε, F— два С-модуля. Показать, 
что если Е” (соответственно F’) — чистый подмодуль модуля E (соответствен- 
но F), то каноническое отображение E’@ch’ + ЕбЭсЁ инъективно и переводит 
модуль Е” ©) сЕ’в некоторый чистый подмодуль модуля Е б) с. 

д) Пусть о: A— В — гомоморфизм колец, М — правый А- ‘модуль и М’ — 
чистый подмодуль модуля М. Показать, что модуль ΜΉ = M @ AB ΚΆΗΟΗΗ- — 


ческим образом отождествляется с некоторым RARE модуля Mis) = 


— 


= Мол 


$ 3. Строго плоские модули 


1. Определение строго плоских модулей 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть Е — правый А-модуль. Следующие че- 
тыре свойства эквивалентны: 
а) для Того чтобы последовательность левых А-модулей 


о - м к 
№ —> М ” была точной, необходимо и достаточно, чтобы 
была точной последовательность 


1@v 1@w 
ΕΘΑΝ'--»Ε @,N—-E © à NV”; 
6) модуль Е является плоским, и для любого левого А-мо- 
дуля N из соотношения Е® М = 0 следует, что М = 0; 
в) модуль Е является плоским, и при любом гомоморфизме 
о: № -»Ν левых А-модулей из соотношения 1к®и = 0 следует, 
что υ = 0; 


X 


zn REE SESE 
RENE ἜΘ Spe es We Re re tes Er 
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г) модуль Е является плоским, и для любого левого макси- 
мального идеала m кольца А имеет место соотношение Е + Em. 


Ради упрощения записи положим T1 (Q) = Е® 4Q для всякого 
левого А-модуля Q и T(v)= 1еФи для всякого гомоморфизма 
левых А-модулей. 

Сначала мы обратимся к доказательству эквивалентности 
свойств а), б) ив). 

Покажем, что из а) следует 6). Если выполняется а), то 
ясно, что Е — плоский модуль ($ 2, n° 3, предложение 1). С дру- 
гой стороны, пусть N — такой левый А-модуль, что Τ(Ν) = 0, и 
рассмотрим последовательность 0- №М-»0. Предположение 
о том, что Τ(Ν) =0, означает, что точна последовательность 
0-»Τ(Ν)-»0. Из а) получается точность последовательности 
0-»Ν-»0, откуда N = 0. 

Покажем, что из 0) следует в). Предположим, что условие 
6) выполнено, и пусть 9: № -» N — некоторый гомоморфизм, 
а [— его образ. are образ гомоморфизма Τ(υ) отожде- 
ствляется с Т(Г) ($ 2, n° 3, замечание 2), из предположения 


T (5) = 0 вытекает RES T (1) = 0. Следовательно, в силу. 


утверждения 6), / = 0, откуда v = 0. 

Установим, что из в) следует а). Предположив, что в) вы- 
полнено, рассмотрим последовательность гомоморфизмов левых 
А-модулей 


Nts N М" (1) 
и соответствующую последовательность 


TND Ss TAN) (м) (2) 


Если последовательность (1) точна, то точна и последователь- 
ность (2), так как модуль Е плоский ($ 2, n° 3, предложение 1). 
Обратно, если (2) — точная последовательность, то прежде все- 
ro T(wev)=T(w)o T(v)= 0; следовательно, по условию 
w ou = 0. Положим /=v(N)) и K = ω-!(0); согласно предыду- 
щему, /< К. Рассмотрим точную последовательность 


One Kk — #0, 


в которой Ги р — канонические отображения. Так как Е — пло- 
ский модуль, то последовательность 


BIST BES SER TIR Ier 
точна; иначе говоря, модуль Т(К/Г) изоморфен фактормодулю 


Т(К)/Т (Г), который равен нулю по условию, ибо Т(Г) (соответ- 


ственно Г(К)) совпадает с образом гомоморфизма T(v) (соот- 
ветственно ядром Τ(ω)) ($ 2, n° 3, замечание 2). Однако равен- 
ство Т(р) = 0 означает в силу предположения, что р = 0; следо- 
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вательно, К = /, что и доказывает точность последовательно- 
сти (1). 

Наконец, докажем эквивалентность условий 6) и г). Если 
выполнено 6), то EJEm=E @,(A,/m) #0, так как A,/m #0; 
отсюда следует г). Обратно, предположим, что условие г) вы- 
полнено. Так как всякий левый идеал à == А кольца А содержит- 
ся в некотором максимальном левом идеале m (Алгебра, гл. I, 
$ 8, n°7, теорема 12), то из предположения ЕЁ == Em следует, что 
Е == Ea; иными словами, Е @(A./a) == 0. В других терминах 
это означает, что для всякого левого моногенного А-модуля 
N == 0 модуль T(N) отличен от нуля. Если теперь N — произволь- 
ный левый А-модуль # 0, TO он содержит некоторый моногенный 
подмодуль N’ #0; так как Е — плоский модуль, то T(N’) мож- 
но отождествить с некоторой подгруппой в Τ(Ν). Только что 
мы видели, что T(N’)#0; следовательно, Т(М№) ==0, а это и 
требовалось доказать. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Правый А-модуль Е называется строго пло- 
ским, если выполняются четыре условия из предложения ]. 


Аналогичным образом определяются строго плоские левые 
А-модули. Совершенно ясно, что, для того чтобы левый А-мо- 
дуль Е был строго плоским, необходимо и достаточно, чтобы Е 
как правый 4°-модуль был строго плоским. 


Замечание. Если Е — строго плоский модуль, TO он To- 
чен: в самом деле, если A = А — такой элемент, что ха = 0 при 
всех ΧΕΕΕ, то гомотетия И: b — ba кольца А удовлетворяет 
соотношению /вк®й = 0. Отсюда, в силу свойства в) из предло- 
жения 1, h = 0, т. е. а = 0, поскольку кольцо А имеет единичный 
элемент. 


Примеры. 1) Прямая сумма плоского и строго плоского 
модулей является строго плоским модулем в силу условия г) из 
предложения | и предложения 2 $ 2, n° 8. 

2) Так как, согласно утверждению г) предложения | и при- 
меру | из $ 2, n°4, модуль As строго плоский, из предыдущего 
примера вытекает, что всякий ненулевой свободный А-модуль 
строго плоский. Tem не менее существуют ненулевые прямые 
‘слагаемые свободных модулей (иначе говоря, ненулевые проек- 
тивные модули), являющиеся точными, но не строго плоскими 
(упражнение 2). 

3) Пусть А — кольцо главных идеалов. Для того чтобы А-мо- 
дуль Е был строго плоским, необходимо и достаточно, чтобы 
он был модулем без кручения и чтобы E == Ep для всякого экс- 
тремального элемента р кольца А (Алгебра, гл. УП, $ 1, n°3); 
это немедленно следует из ирония 3 $2, n° 4, и утвержде- 
ния г) из предложения 1. 
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4) Пример 3) показывает, что Ζ-ΜΟΠγΠΡ @ является плоским 
и точным, но не строго плоским. 


ΠΡΕΛΠΟΧΚΕΗΗΕ 2. Пусть Е — строго плоский правый А-модуль 
и u: N'—N — некоторый гомоморфизм левых А-модулей. Для 
того чтобы гомоморфизм и был инъзективным (соответственно 
сюръективным, биективным), необходимо и достаточно, чтобы 
отображение 1к®и: Е® М’ >Е® АМ было гомоморфизмом co- 
ответствующего типа. 


Это непосредственное следствие критерия а) из` предложе- 
HHA |. 


ΠΡΕΠΠΟΧΕΗΜΕ 3. Пусть 0-+ Е’ ~ EE” +0 — точная после- 
довательность правых А-модулей. Предположим, что модули Е’ 
и Е" — плоские, а один из них — строго плоский. Тогда строго 
плоским будет и модуль E.- 


Уже известно, что Е — плоский модуль ($ 2, п°5, предложе- 
ние 5). Мы сейчас проверим, что Е обладает свойством 6) из 
предложения |. Пусть N — левый А-модуль. Благодаря тому что 
Е” плоский, имеет место точная последовательность 


0-2’, М--ЗЕ®.М=—Е®.М-=,0 


($ 2, n°5, предложение 4). Если Е®АМ = 0, то отсюда следует, 
что Ἐ΄Θ ΑΝ И Е" ® AN — нулевые модули. Так как один из мо- 
пулей Е’, Е” строго плоский, то М = 0. 


2. Тензорные произведения строго плоских модулей 


ПрЕдложеЕНИЕ 4. Пусть Ю, $ — два кольца, Е — празый R-mo- 
дуль и Е — некоторый (К, S)- бимодуль. Предположим, что мо- 
дуль Е строго плоский. Гогда для того чтобы $-модуль Е был 
плоским (соответственно строго плоским), необходимо и доста- 
точно, чтобы таковым был модуль EQRF. | 


1° Если F — плоский, тои E@RF—naockuñ ($ 2, n°7, пред- 
ложение 8). 

2° Предположим, что модуль Е®»ЁЕ — плоский, и пусть 
о: N’— N — инъективный гомоморфизм левых $-модулей. Тогда 
гомоморфизм 1.09 1.Фио: ESRF SN’ >EOnFOsN инъективен 
($ 2, n 3, предложение 1). Из предложения 2 n° 1 следует, что 
1p@v: FN — F@gN — также инъективный гомоморфизм. Сле- 
довательно, F — плоский 5-ΜΟΛΥΠΡ ($ 2, n° 3, предложение |). 

3° Предположим, что Е — строго плоский модуль, и пусть 
N — такой левый $-модуль, что ΕΘΗΡΘΕΝ = 0. Так как Е — 
строго плоский, το F@SN = 0, откуда N = 0, ибо F — также 
строго плоский модуль; отсюда следует, что строго плоским яв- 
ляется и модуль EQRF. 
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4° Предположим, что ESRF — строго плоский модуль, и пусть 
N — такой левый 5-модуль, что F@sN=0. Имеем EQRrF ON =0, 
откуда N = 0, а это доказывает, что F — строго плоский модуль. 


_ Следствие. Пусть С — коммутативное кольцо и Е, F — два 
строго плоских С-модуля. Тогда С-модуль Е®сЕ — строго пло- 
ский. | 

Надо воспользоваться предложением 4 при А =$ = С. 


3. Замена колец 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Лусть р — некоторый гомоморфизм кольца 
А в кольцо В. Если Е — строго плоский правый А-модуль, то 
правый В модуль р*(Е) = Ев = Е®АВ также строго плоский. 

Надо применить предложение 4 n°2 при Καὶ =А, $ =Ё= В 
с учетом того, что В-модуль Ва строго плоский. = 


= 
Следствие. Если Е — строго плоский правый А-модуль u 
а — двусторонний идеал кольца A, то правый (А/а)-модуль 
E/Ea является строго плоским. 


Надо применить предложение 5 при В = А/а, а р считать 
каноническим гомоморфизмом. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть А — коммутативное кольцо, В — неко- 
торая алгебра над А, р: а-+а-1 — канонический гомоморфизм 
из Ав В. Предположим, что В является строго плоским А-мо- 
дулем. Тогда для того чтобы А-модуль Е был плоским (соот- 
ветственно строго плоским), необходимо и достаточно, чтобы 
правый В-модуль Ев) = Е® АВ также был плоским (соответ- 
ственно строго плоским). | 


-1° Если Е — плоский (соответственно строго плоский) мо- 
дуль, то модуль Е(в) также плоский (соответственно строго пло- 
ский) в силу следствия 2 предложения 8 $ 2, n° 7 (соответствен- 
но в силу предложения 5). | 

2° Предположим, что ЁЕ\в)— плоский модуль, и пусть 
о: Ν΄ -» М — инъективный гомоморфизм А-модулей. В силу след-. 
ствия 3 6 2, n° 7, А-модуль Е®АВ плоский, а потому гомо- 
морфизм 1=®1в®о: E@,B@,N’ > Е®_В® АМ инъективен. По- 
© скольку структуры правого А-модуля и левого А-модуля на В 
совпадают, этот гомоморфизм можно отождествить с отобра- 
жением 


lz © v Q 18:E QaN ®,B—rE @,N @,B. 


Из того что В — строго плоский А-модуль, следует, что гомо- 
‚ морфизм Ιπῶυ: Е® АМ’ > Е®АМ инъективен (n°1, предложе- 
ние 2), т. е. Е — плоский модуль. 


FETTE ER: 
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3° Наконец, предположим, что модуль Ё(в, является строго 


плоским. Отсюда следует, прежде всего, что E — плоский модуль. 


в силу 2°. Пусть, с другой стороны, N — такой А-модуль, что 
Е®АМ = 0. Тогда E®,N®,B = 0, откуда, в силу совпадения 
структур правого и левого А-модуля, ΕΦ 4B@AN = 0, что Mox- 
но записать и так: (ΕΘ АВ) ®в(В®АМ) = 0. Так как Em — стро- 
го плоский В-модуль, TO, отсюда получаем, что B@ AN =0 (n° 1, 


‚ предложение 1). Следовательно, N = 0, так как В — строго пло- 


+ ΄ 
--= 


ский А-модуль (n°1, предложение 1), что и требовалось дока- 
зать. 


4. Сужение скаляров 


ПрЕдложеЕнНИЕ 7. Пусть A, В —Ова кольца, р — гомоморфизм 
кольца А в В. Пусть Е — строго плоский правый В-модуль. Для 
того чтобы правый А-модуль`о.(Е) был плоским (соответствен- 
но строго плоским), необходимо и достаточно, чтобы кольцо В 
было плоским (соответственно строго плоским) правым А-мо- 
дулем. | 


Надо воспользоваться предложением 4 n° 2, заменив К, δ, 


Е, Ε на В, А, Е, В соответственно и определив на В структуру 
правого А-модуля при помощи гомоморфизма p. Мы видим, та- 
ким образом, что В является плоским (соответственно строго 
плоским) А-модулем, если и только если плоским (соответствен- 
но строго плоским) является А-модуль E@3B = p,(E). 


Замечания. 1° Предложение 7 показывает, что, для того 
чтобы А-модуль В был строго плоским, достаточно, чтобы су- 
ществовал лишь один строго’ плоский В-модуль, являющийся 
также и строго плоским А-модулем. | 

2° Пусть А, В, C— три кольца, а р: А >В, о: В-»С — два 
гомоморфизма колец. Предложение 7 показывает, что если С — 
строго плоский В-модуль, а В — строго плоский А-модуль, то 
С — строго плоский А-модуль. Если же кольцо С является стро- 
го плоским и как В-модуль, и как А-модуль, то строго плоским 
Д-модулем будет и В (для определенности все модули предпо- 
лагаются правыми). Тем не менее В и С могут быть строго 
плоскими А-модулями, в то время как С строго плоским В-мо- 
дулем не является (упражнение 7). 


5. Строго плоские кольца 


ПрЕдложеЕНИЕ 8. Пусть A, В— два кольца, р— некоторый‘ 


гомоморфизм кольца А в В. Предположим, что существует та- 
кой правый В-модуль Е; что p,(E)— строго плоский А-модуль. 
Тогда 


PRES PEAS AE EP PE, ЗАЛЕ D Rod $ Se Se De Maw eas re eee es Pr а ал EEE EN να έν CT 
Er ξ θε ἘΞ = ЖЕ! reer CARS 2 : у } у ΤΝ την у ; . +. + < ЕЯ 
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(i) для любого левого А-модуля Е канонический гомомор- 
физм |: Е-+ Ев) = B@AF (такой, что j(x)= 19x для xeF) 
инъективен; 

(ii) для ‘любого левого. идеала а кольца А имеет место ра- 
венство pl (Ва) = a; 

(iii) гомоморфизм р инъективен; 

(iv) для любого левого максимального идеала M кольца А 
существует такой левый максимальный идеал n кольца В, что 
en) = 

_ Докажем (i). Известно (Algébre, chap. II, &éd., § 5, n°2, 
corollaire de la proposition 5), что для всякого правого В-модуля 
М канонический А-гомоморфизм i: M—0,(M) ®,B=p* (р, (М)), 
определенный с помощью равенства i(y) = y@l, инъективен и 
что А-модуль i(M) является прямым слагаемым модуля 
р, (M) ® АВ. Следовательно, для любого левого А-модуля Ё го- 
моморфизм 


1 © ПМЕ М.В @AF 


инъективен ($ 2, n° 1, лемма 2). Если положить M = Ε, το полу- 
чим (ввиду того что i@lr = Im®j), что и гомоморфизм | инъек- 
тивен (n° 1, предложение 2). 

Утверждение (1) следует из утверждения (i) при F = A,/a, 
а (111) получается из (ii) при a = {0 }- 

Наконец, если M— максимальный левый идеал кольца À, To, 
в силу (1), имеет место равенство p~* (Bm) = т, откуда Вт sake B. 
Следовательно, существует максимальный левый идеал N кольца 
В, содержащий Bm (Алгебра, гл. I, $ 8, n° 7, теорема 2). Имеем: 
mco!(n) и, так как о (1) вн, | не принадлежит о" (и). Сле- 
довательно, о_' (и) =m 


Обычно, когда кольца А и В удовлетворяют условиям пред- 
ложения 8, кольцо А отождествляют с подкольцом в В при no- 
мощи гомоморфизма 0. 


СЛЕДСТВИЕ. Если в условиях предположения 8 кольцо В 
нётерово (соответственно артиново) слева, то таково же и 
кольцо А. 


Действительно, если бы существовала возрастающая (соот- 
ветственно убывающая) нестационарная последовательность 
(a,) левых идеалов кольца À, то последовательность идеалов 
(Ban) кольца В была бы возрастающей (соответственно убы- 
вающей) и нестационарной, так как о! (Ва„) =а„, а это проти- 
‚ воречит предположению. 


* Замечание 1. В гл. Il, § 2, n° 5, в следствии 4 из пред- 
ложения 11 мы установим, что если кольца A и В коммутативны, 
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то из условий предложения 8 следует, что для любого простого 
идеала у кольца А существует такой простой идеал 4 кольца В, 
что 0! (1)=} (или, если А отождествить с подкольцом в В, p= 


7 A N N), 


Предложение 8 применимо, в частности, когда само кольцо В 
является строго плоским А-модулем. Но в этом случае имеет 
место следующее. более точное предложение: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть А, В — два кольца и о — гомоморфизм 
из À 8 В. Следующие пять свойств эквивалентны: 

а) правый А-модуль В является строго плоским; 

6) гомоморфизм р инъективен и правый А-модуль BJo(A) 
является плоским; 

в) правый А-модуль В является плоским и для всякого ле- 
‘вого А-модуля Е канонический гомоморфизм х-+1®х us Е 
в ΒΘ Е инъективен;: 

г) правый А-модуль В является плоским и для всякого ле-. 
вого идеала a кольца А имеет место равенство 07" (Ва) =a; 

д) правый А-модуль В является плоским и pe всякого мак- 
‚симального левого идеала M кольца А существует такой макси- 
мальный идеал п кольца В, что 07! (п) =m 


В силу предложения 8, свойство а) влечет за собой свойства 
в), г), д). С другой стороны, если выполняется д), то В =2 В 
_ для всякого максимального идеала M кольца А (так как суще- 
ствует такой максимальный левый идеал M кольца В, что 
Вт и), и кольцо В является строго плоским А-модулем со- 
гласно критерию г) из предложения | n° 1. Следовательно, из 
д) следует а). 

Докажем теперь, что в) = г) => 6) = а), и это завершит 
доказательство. Прежде всего, из в) вытекает г), если в условии 
в) положить F = A,/a. Если имеет место г), то, положив а = {0}, 
мы видим, что гомоморфизм р инъективен. Из г), а также из 
следствия предложения 7 8 2, n° 6, получается, что B/p(A)— 
плоский правый А-модуль. Следовательно, г) влечет за собой 
6). Наконец, если выполняется условие 6), то предложение 3 
n° |, примененное к точной последовательности 


О 4 a 
0—> A,——> B —> B/p (A) —>0, 
‘показывает, что В — строго плоский правый А-модуль, ибо стро- 


го плоским является Аа, что и требовалось доказать. 


+ Замечание 2. В гл. Il, $ 2, n°5, в следствии 4 пред- 
ложения 11] мы установим, что для коммутативных колец A иВ 
условия предложения 9 эквивалентны следующему: 
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е) кольцо В является плоским А-модулем и для всякого про- 
стого идеала у кольца А существует такой идеал 4 кольца В, 
что р! (1) =}. 

При выполнении условий предложения 9 мы можем отожде- 
ствить кольцо А с подкольцом в В при помощи гомоморфизма 
р. Соотношение р! (Ва) =а запишется тогда так: AN Ba=a. 
С другой стороны, если F — левый А-модуль, то его можно отож- 
дествить с его образом в модуле В®АЁ относительно канони- 
ческого отображения х-1©х; если À — аддитивная подгруппа 
модуля F, то через ВХ будет обозначаться левый В-подмодуль 
модуля B@AF, порожденный группой X. В этих обозначениях 


сформулируем 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть В — кольцо и А — такое подкольцо 
в В, что кольцо В является строго плоским правым А-модулем. 
Пусть Е — левый А-модуль, Е’и Е” — подмодули в Е. Тогда 

(i) каноническое отображение В® αἴ -- В®АЕ является изо- 
морфизмом модуля ΒΘ AF’ на модуль BF’; 


(ii) ЕП BF’ =F’; 
(iii) B(F’ + Е”) = BF’ + BF’; 
(iv) В(Е’П Е”) = BF’ П ΒΕ”. 


В самом деле, так как В — плоский правый А-модуль, то 
каноническое отображение В®АЁЕ’ -»ΒΘΑΓ инъективно. Если 
учесть сделанные отождествления, образ этого отображения ра- 
вен BF’, что доказывает (i). Утверждение (ii) следует из пред- 
ложения 7 $ 2, n°6, при Е = В, Е’=А, так как Αδαξ--Ε u 
ДАР =F”. Утверждение (iii) тривиально, а (iv) ee H3 
предложения 6 $ 2, n° 6. 


6. Строго плоские кольца и условия конечности 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть В — некоторое кольцо, А — подколь- 
цо кольца В, причем В является строго плоским правым А-мо- 
дулем. Для того чтобы левый А-модуль Е был модулем конеч- 
ного типа (соответственно конечно представимым модулем), не- 
обходимо и достаточно, чтобы В-модуль В®АЕ был модулем 
конечного типа (соответственно конечно представимым мо- 
дулем). 

1° Без каких бы то ни было ограничений на кольцо В оче- 
видно, что если F— левый А-модуль конечного типа, TO 
B®,F — левый В-модуль также конечного типа. Обратно, если 
В-модуль В®АЕ имеет конечный тип, то он порождается конеч- 
ным числом элементов вида l @x;, где x; = F. Если М — А-под- 
модуль в F, порожденный элементами ΧΙ, и ] — каноническое 
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вложение M—>F, то гомоморфизм 1, |; В® 4M—8B @ АЕ 
сюръективен, в силу чего сюръективен и гомоморфизм | (n° |, 
предложение 2). Этим доказано, что F — модуль конечного типа. 

2° Если модуль F допускает конечное представление, TO Ta- 
ким же, снова без каких-либо условий на кольцо В, будет и 
модуль B® АЕ ($ 2, n° 8). Остается доказать, что если конеч- 
ное представление допускает модуль B® ΑΕ, то его допускает 
и модуль Р. Уже известно из 1°, что F — модуль конечного типа, 
и, следовательно, существует сюръективный гомоморфизм 
и: L—F, где Г — свободный А-модуль конечного типа. Пусть 
Ю — ядро гомоморфизма и; тогда В ® ΑΝ можно отождествить 
с ядром сюръективного гомоморфизма 1, Qu: ΒΘ αἰ >В ® АЕ 
($ 2, n° 3, замечание 2). Поскольку модуль В ® АЁ допускает 
по предположению конечное представление ($ 2, n° 8, лемма 9), 
модуль В © ΑΝ имеет конечный тип. Из пункта 1° теперь сле- 
‘дует, что К — А-модуль конечного типа и, следовательно, MO- 
дуль F допускает конечное представление. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть В — некоторое кольцо u À — под- 
кольцо центра В, такое, что В является строго плоским А-мо- 
дулем. Для того чтобы какой-либо А-модуль Е был проектив- 
ным и имел конечный тип, необходимо и достаточно, чтобы 
модуль B® ÀF был проективным левым В-модулем конечного 
типа: 


Очевидно, что это условие необходимо и без специальных 
предположений о кольцах À и В (Algébre, chap. II, &éd., 8 5, 
n° 1, corollaire de la proposition 4). Докажем его достаточность. 
Так как любой проективный модуль конечного типа допускает 
конечное представление (8 2, n° 8, лемма 8), то сделанное пред- 
положение, согласно предложению 11, означает, что модуль F 
допускает конечное представление |). Следовательно, для вся- 


koro А-модуля М имеет место канонический изоморфизм 
«В @ 1 Ношд (РЕ, М) — Нотв (В @,F, B @ 1 M) 


$ 2,1 10 предложение 11). Пусть теперь Ὁ: М — М” — неко- 
торый сюръективный гомоморфизм А-модулей; рассмотрим сле- 
дующую`коммутативную диаграмму: 


В @ Нощд(Р, М) —> Нотв (В ®,F, B @ 1 M) 


1B @ Hom (Ip, v) 
у 


ETS 1в @v) 
Y 


B @aHomy(F, M”) —>Homz(B @1F, B®,M”) 


1) Дальнейшее доказательство можно заменить более простым: из пред- 
‚ложения 6 n° 3 можно заключить, что F — плоский модуль, и воспользоваться 
результатом из упражнения 15, $ 2. — Прим. ред. 
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Так как гомоморфизм 13 ®о сюръективен, а модуль B® 4F 
предполагается проективным, то гомоморфизм Нот (] вор, 1в ® 9) 
сюръективен (Algébre, chap. II, 95 éd., $ 2, n° 2, proposition 4) и, 


_ следовательно, таков же и гомоморфизм |» ® Ном (Ir, υ). Но 


так как В — строго плоский А-модуль, сюръективен уже сам 
гомоморфизм Нот (1,9) (n° 1, предложение 2); следовательно, 
Е — проективный А-модуль (Algébre, chap. II, 3° éd., $ 2, n° 2, 
proposition 4). 


7. Линейные уравнения над строго плоским кольцом 


Пусть В — некоторое кольцо, А — подкольцо в В. Мы будем. 
говорить, что пара (А, В) обладает свойством линейного рас- 
ширения, если она удовлетворяет следующему условию: 


(Е) Всякое образованное из элементов кольца В решение 
(и) <<» CUCTEMEL линейных уравнений 


Σ YrCri = di, (3) 


коэффициенты Cri и правые части 4; которой ‘принадлежат 
кольцу А, имеет вид 


Ye=Xet Qibizje  (ISk<n), (4) 


где (X,)—HeKOTOPOe решение системы (3), образованное из 
элементов. кольца À, коэффициенты δ; принадлежат кольцу В, 
а каждый набор (Zr) <,<„ Является решением однородной ли- 


нейной системы, ассоциированной с (3), и состоит из элементов 
кольца А. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть А — подкольцо кольца-В. Для того 
чтобы пара (А, В) обладала свойством линейного расширения, 
необходимо и достаточно, чтобы кольцо В было строго плоским 
правым А-модулем. 

Условие достаточно. Действительно, так как В — плоский 
А-модуль, то всякое решение из элементов кольца В однородной 
линейной системы, ассоциированной с (3), является линейной 
комбинацией с коэффициентами в В решений, образованных эле- 
ментами из А ($ 2, n° 11, следствие 2 u3 предложения 13). 
Остается, следовательно, доказать, что из существования реше- 
ния в кольце В системы (3) вытекает существование хоть ка- 
кого-нибудь решения в кольце А. Однако если положить 


Ch = (сы) <: <т As, d=(d;) € As, то система’ (3) pls ex 


THTCA B уравнение Σ Ye © си =1® = В модуле Β 8,4 = Вт. ь 
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Другими словами, если М — подмодуль модуля Аз, порожден- 
ный элементами Οἱ (1<А< п), то существование решения (Un) 
системы (3) эквивалентно (при сделанных в N° 5 отождествле- 


ниях) соотношению de ВМ [| Аз. Нотак как ВМПА; =М (n° 5, 
предложение 10 (ii)), то из этого соотношения вытекает, что 
de M, τ. 6. из него следует существование решения My) CH- 
стемы (3) из элементов кольца A. 

Условие необходимо. Предположим, в самом деле, что (А, В) 
обладает свойством линейного расширения. Уже известно, что 
В — плоский правый А-модуль ($ 2, n° 11, следствие 2 из пред- 
ложения 13). Докажем, что для всякого левого идеала ἃ коль- 
ца А имеет место равенство Βαῃῇ Α-α, чем будет доказано, 
что В — строго плоский правый А-модуль (n° 5, предложе- 
ние 9 г)). Итак, пусть x = Ba ПА. По условию существуют Ta- 


< о 
кие элементы И; ЕВ и а: = а что »уа,=х. Свойство (Е), 
i 


примененное к этому линейному уравнению с коэффициентами 
и правыми членами из кольца À, показывает, что существуют 


такие элементы X; Æ À, что x= Уха; следовательно, XEÆ 4, 
t 


что и требовалось. доказать. 


Упражнения 


1) Доказать, что если А — простое кольцо, то всякий ненулевой А-модуль 
является строго плоским. Справедлив ли этот результат для полупростых 
колец? 

2) Пусть (Pn) — строго возрастающая последовательность простых чисел 


и А — кольцо, равное произведению колец IJ Z/pnZ. Показать, что прямая 
- 5 

сумма Е модулей Z/pnZ является точным проективным А-модулем и не яв- 

ляется строго плоским модулем (обратить внимание на то, что модуль E яв- 

ляется идеалом кольца А, для которого Е? = 

3) Пусть А — когерентное справа кольцо ($ 2, упражнение 11). Показать, 
что произведение плоских левых А-модулей является строго плоским, если по 
крайней мере один из них строго плоский. 

Получить отсюда, что если А — когерентное' коммутативное кольцо, TO 
кольцо формальных степенных рядов A[[X,, ..., Х„| является строго пло- 
ским А-модулем. 

4) Пусть А — простая алгебра над полем К, В — подалгебра из А, не яв- 
ляющаяся простой, но полупростая. Показать, что А есть (правый или `левый) 
строго плоский В-модуль. Показать, что, однако, существуют правые не 


строго плоские В-модули Е, тогда как А-модули ΕΘ вА всегда являются 


строго плоскими (упражнение |). 

5) Пусть А — коммутативное кольцо, М — плоский А-модуль, в котором 
содержится некоторый подмодуль М, не являющийся плоским (см. $ 2, упраж- 
нение 3). Пусть В (соответственно C) обозначает А-модуль AGN (соответ- 
ственно АСМ), в котором умножение определяется по формуле 
(a, x) (a’, x’) = (аа’, ax’ + a’x). Тогда А-модуль В не является плоским, а В-мо- 
дуль С представляет собой строго плоский А-модуль, так что В удовлетво- 
ряет условиям предложения 8 n°5. 
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6) Привести пример такого целостного кольца А и такого кольца В, со- 
держащего А, что В является плоским А-модулем, но существует А-модуль E, 
не являющийся проективным и не имеющий конечного типа, для которого 
B® A Е является свободным В-модулем конечного типа. 

7) Если К — поле, то кольцо K[X] и поле K(X) — строго плоские К-мо- 
дули; однако K(X) не является строго плоским К[Х]-модулем. 

8) Пусть р — простое число и А — подкольцо поля Q, образованное дро- 
бями вида А/р”, где REZ, п >0. Показать, что А является плоским Z-MO- 
дулем и что существует такой неплоский 2-модуль Е, что А @, Е — плоский. 


А-модуль. 

9) Пусть А — коммутативное кольцо, В — некоторая А-алгебра, (Ca), =; — 
некоторое семейство А-алгебр. Для всякого À = L обозначим через В, =С, ©, B 
тензорное произведение алгебр С), и В. Допустим, что Е — левый В-модуль, 
и положим ЕЁ, = В, @,Е=С, ®,Е; мы получили (B,, С,)-бимодули. Ана- 
логичным образом, если Р— правый В-модуль, то Fi =FQ@, B,=F®, С, 
является (Ο}, В»)-бимодулем. 

а) Показать, что (C,, С,)-бимодуль F, 95, Е, изоморфен модулю 
(в Е) Cr 

6) Показать, что если Е — плоский (соответственно строго плоский) 
В-модуль, то и каждый В\-модуль Е» плоский (соответственно строго пло- 
ский). Обратное также верно, если, кроме того, предположить, что хотя бы 
один из Cy является строго плоским А-модулем. 


в) Показать, что если множество [ конечно, причем каждый из В»-моду- 
лей Ελ проективен и имеет: конечный тип, a прямая сумма (D С.) является 
AGL 


строго плоским А-модулем, то Е —проективный В-модуль конечного типа (вос- 
пользоваться предложением 12, п° 6). 

10) а) Пусть о: A— В — инъективный гомоморфизм колец. Показать, что 
для всякого левого идеала а кольца А, являющегося левым аннулятором 
некоторого подмножества М < А, имеет место равенство p—! (Ва) =a. 

6) Привести с помощью пункта а) пример такого гомоморфизма 
о: A>B, чтобы правый А-модуль В не являлся плоским, но тем не ‘менее 
p-!(Ba)=a для каждого левого идеала а кольца А ($ 2, упражнение 17; 
Алгебра, гл. VIII, $ 3, упражнение 11, $ 2; упражнение 6, и гл. IX, 8 2, 
упражнение 4). 


$ 4. Плоские модули и функторы «Тог» 


Для. читателей, знакомых с гомологической алгеброй !), 
мы сейчас в общих чертах наметим связь теории плоских мо- 
дулей с теорией функторов Тог. 


ПрЕдложЕНИЕ 1. Пусть Е — правый А-модуль. Следующие 
четыре свойства эквивалентны: 

а) модуль Е плоский; : 

6) для любого левого А-модуля F и всякого целого n> | 
имеет место равенство ТогА (Е, Е) =0; 2 


1) См. ту часть этого трактата, которая посвящена категориям, и в OCO- 
бенности абелевым категориям (готовится. к изданию). Пока этот раздел не 
опубликован, читатель может почерпнуть необходимые сведения в книгах [Г], 
[K3] или [М]. . 
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в) Оля любого левого А-модуля Е имеет место равенство 
Tor{(E, Е) = 0; 

г) для er левого идеала a конечного типа кольца А 
имеет место равенство 


Tor? (6, A, |“) == (). 


Покажем, что из а) следует 0). Пусть 


. —>L,L,1— ... >L>F>09 


— любая свободная резольвента модуля F. Так как Е — пло- 
ский модуль, то последовательность 


. E@L,—E@L,_;—> ... —E@L—E@E—0 (1) 


точна. Поскольку модули Tor4(E, F) изоморфны группам romo- 


логий комплекса (1), то они равны нулю при п? 1. 

То, что из 0) следует в), а из в) следует г), является три- 
виальным фактом. Покажем, что г) влечет за собой а). Точная 
последовательность | 


0->а-—>А.-> A fa —0 


дает точную последовательность 


ТогА(Е, A,/0) > Е® «Е ®, А. 


Поскольку имеет место г), канонический гомоморфизм 
Е®а—>Е®.А=Е 


инъективен, а это означает, что me DORE модуль ($ 2, n° 3, 
предложение 1). 

Предложение | дает характеристику плоских модулей, KOTO- 
рая очень часто используется в приложениях. Ограничимся тем, 
что в качестве примера заново докажем предложение 5 $ 2, n° 5. 
Если Е’и Е” — плоские модули, то точная последовательность 


Tor4(E’, Е) > ТогА(Е, Е) > Τοτ͵(Ε”, Е) 


дает равенство ТогА (Е, F)=0 для всякого левого А-модуля F; 
таким образом, Е — плоский модуль. Если Е и Е” — плоские 
модули, то точная последовательность | 


Τοτά(Ε”, Е) > Tord(E’, F) > Tor‘ (E, Е) 
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показывает, что Torf (Е’, F) = 6: Следовательно, Е’ — плоский 
модуль. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть R, $ — два кольца, о: R—S — неко- 


торый гомоморфизм и Е— левый К-модуль. Следующие свой- 


ства эквивалентны: 

а) для “παῖ правого S-modyan Е имеет место равенство 
For} (pr Е) = 

6) левый S- να о* (Е) = Fis, = 5 @ pF является плоским 
и имеет место равенство Tors (р ($), Е) = 0. 

Предположим, что выполнено а). Очевидно, что для Е = $а 
имеет место Tork(p (S,), Е)=0. Покажем, кроме того, что 


F(s) — плоский S- МОДУЛЬ Для этого заметим, что если Е — пра- 
вый 5-модуль, то аддитивную группу E 8 sFw) можно отожде- 
ствить с р,(Ё) © pF. Таким образом, если имеет место точная 
последовательность правых S- -модулей | 


Е и ->0, 
то с учетом а) отсюда получается точная последовательность 
0, (Е”) Р-р, (Е) ®» Foo (EN ® F —>0 
или, переписывая еще раз, 
0 Ε’ Φε Fis) > E ®s Fis) Е" @s Fis) 0: 


этим доказано, что модуль Fig) — плоский. 
Обратно, если выполняется 6), то, прежде всего, для вся- 


кого свободного правого $-модуля [= $? имеет место равен- 
ство Torf (6. (L), Р) = (Τοτᾷ (©, (54), Fy = 0 . Любой правый 


$-модуль Е записывается в виде Е = L/H при некотором подхо-. 


дящем свободном $-модуле Ё. Следовательно, имеет место точ- 
ная последовательность 


0=Tort (p (L), F) > Tork (©. (5) F)>p (H)@ » Ε-»ρ (L)@,F. (2) 


_Но так как модуль Fig) плоский, гомоморфизм Η © ε[Γ-» 
— L'@SF(s инъективен и его можно отождествить с гомомор- 
физмом 


о, (Н) в Р-р, ([) @вЕ 
Из (2) теперь следует, что Tort (p (Е), Е) = 0. 


3 H. Бурбаки 


ne aes _ ПЛОСКИВ МОДУЛИ | ГЛ. 1, $4. 


3 амечание. Предложение 2 следует также из ee 
вания точной последовательности 


Е®Тог (р, (50), Е)-> Tork (р, (Е), Е) Torf (E, 5, Θα Ε) -»0, 


вытекающей из спектральной последовательности «ассоциатив- 
ности» функторов Тог. 


Упражнение 


‚ 1) Показать, что в формулировке предаожения 2 а a) ΜΟΆΚΗΟ 3a- 
менить следующим: 
а’) Для всякого моногенного правого S- soca se Е имеет место раненство 


Τοτῇ (ο, (Е), Е) -- 0. 
(Чтобы показать, что из а’) следует а), надо рассмотреть сначала случай, 


когда модуль Е порождается п элементами, и провести доказательство индук- 
цией: по п. \ 


ГЛАВА II!) 
ЛОКАЛИЗАЦИЯ 


Соглашения, принятые в гл. I, сохраняют силу и в этой 
главе. Кроме того, если не оговорено противное, все кольца 
предполагаются коммутативными. 

Пусть A, В— два кольца, р — гомоморфизм кольца А в В 
и М — некоторый В-модуль. Когда мы говорим о модуле М как 
96 А-модуле, то, если нет оговорок, на М подразумевается стриук- 
тура А-модуля p,(M) (определенная внешним законом 
(а, т) > р(а)+ т). | | 


$ 1. Простые идеалы 


1. Определение простых идеалов 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Идеал у кольца А называется простым, 
если факторкольцо Alp целостное. 

Согласно этому определению, идеал у кольца А является 
простым, если выполняются следующие два условия: 

. 1° pst A; 

95 если X, y — такие элементы из À, что rey И y EY, то 
xy EY. 


Эти условия можно выразить, сказав, что произведение любого ко- 
нечного семейства элементов из множества CY снова принадлежит Cy, 
так как применительно к пустому семейству последнее требование озна- 
чает, что | EY. 


Любой максимальный идеал M кольца А прост, так как 
A/m — поле. Следовательно, из теоремы Крулля (Алгебра, гл. I, 
$ 8, n° 7, теорема 2) вытекает, что любой идеал кольца А, OT- 
личный от À, содержится по крайней мере в одном. простом 
идеале. В частности, для того чтобы в кольце А существовали 
простые идеалы, необходимо и достаточно, чтобы А было от- 
лично от нуля. 

1) За исключением тех мест. которые отмечены парой звездочек *... 
ee этой главы He зависят OT других книг второй части и от ga 
H3 ГЛ 


3* 
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Пусть [: Α-» В — гомоморфизм колец и 4 — некоторый идеал 


кольца В. Положим p=f” (а). Тогда гомоморфизм f: A/p—>B/a, 
получающийся из | при переходе к факторкольцам, инъективен. 
Допустим, что идеал gq прост. Так как кольцо В/Ч является 
при этом условии целостным, то таким же будет и кольцо Αν, 
изоморфное некоторому подкольцу кольца B/q. По этой при- 


чине идеал =” (a) прост. В частности, пусть А — подкольцо B; 
тогда для всякого простого идеала ἢ в В пересечение gf] A 
является простым идеалом в А. Если гомоморфизм À сюръекти- 
вен, το f — изоморфизм; условия „р — простой идеал“ и „4 — про- 
стой идеал“ в этом случае эквивалентны. Следовательно, если Pp 
и а— такие идеалы кольца A, что ACY, то необходимым и 
достаточным условием простоты идеала р является простота 
идеала }/а в факторкольце A/a. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть А — некоторое кольцо, A, ..., ἂμ — 
какие-либо его идеалы, а ›2— простой идеал кольца А. Если 
идеал Ὁ. содержит произведение A, ..., An, то он содержит 
по крайней мере OOUN из идеалов A;. 


В самом деле, предположим, что идеал }р не содержит 
HH одного из идеалов a;. Тогда для ‘любого i, I Li, суще- 
ствует некоторый элемент $; Е а; бу. Следовательно, элемент 
S=S, ... Sn Содержится в произведении A, ... a, и не содер- 
жится в }, что неверно. 


Следствие. Пусть M— максимальный идеал кольца А. Han 
любого целого п>0 единственным простым идеалом, содер- 
жащим т”, является сам идеал т. 


Действительно, любой такой идеал } должен содержать 
идеал m в силу предложения | ods A; = M, ISIS <n. Но так 
как идеал M максимален, TO p=m 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть EIER и — некоторое непустое 
подмножество в À, замкнитое относительно сложения и умноже- 
‚ния, и пусть (b;),_,—HenyCToe конечное семейство идеалов 


кольца А. Предположим, что множество ἃ содержится в объеди- 
нении этих идеалов и что среди Ὁ; имеется не более двух не- 
простых идеалов. Тогда множество а содержится в одном 
из идеалов hi. | 

2 : 

Будем рассуждать с помощью индукции по n= Card (/). 
При n=1 утверждение тривиально. Предположим, что n > 2. 
Если существует индекс j, для которого and; < UJ », то мно- 

ii 
жество а, являющееся объединением множеств Aafld, LE [, 
содержится в объединении [] V;, а потому, в силу индуктив- 
$ 


— 


A 
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ного предположения, и в одном из идеалов };. Поэтому npen- 
положим, что такого индекса не существует. Для каждого j =/ 
обозначим через у; некоторый элемент пересечения af)p,, не 


принадлежащий ни одному из тех идеалов P,, для которых #54 {. 


Пусть Е — элемент множества /, выбранный таким образом, | 


что идеал р» прост, если n>2, а если п =2, TO Е можно выбрать 
произвольно; пусть 2=Y,+ Il y; Очевидно, что 2EÆ=A, ибо 


множество а замкнуто nest сложения и умножения. 
Если | #R, то элемент И у; принадлежит идеалу p;, но у, ÉV;, 
1 
откуда и 292 },. С другой стороны, произведение Пиве при- 
| ik 


надлежит идеалу },, так как ему не принадлежит ни один 
из множителей и; (πε) и так как }, — простой идеал, если 
n—1>1. Поскольку ук ΕΞ Ÿy, то и элемент г не принадлежит by. 
Предложение доказано. 


2. Взаимно простые идеалы 


Пусть А — некоторое кольцо; два идеала à и В этого кольца 


называются взаимно простыми '), если a+b= À. Для того чтобы. 


два идеала были взаимно простыми, необходимо и достаточно, 
чтобы сумма a+b не содержалась ни в одном простом идеале 
(Алгебра, гл. I, $ 8, n°7, теорема 2), т. е. чтобы ни в каком 
простом идеале не содержались одновременно а и b. Например, 
два различных максимальных идеала взаимно просты. 


Когда А является кольцом главных идеалов (Алгебра, гл. УП, $ 1), 
для взаимной простоты его элементов а-и В необходимо и достаточно, 
согласно тождеству Безу (loc. cit. n°2, теорема 1), чтобы взаимно 
простыми были идеалы Aa u ΑΒ. ` | | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть a и ὃ -- θα взаимно простых идеала 


некоторого кольца А, и пусть W и W — такие два идеала в À, 


что некоторая степень любого элемента из À (соответственно 
из Ὁ) принадлежит идеалу a’ (соответственно b’). Гогда идеалы à’ 
ub’ взаимно просты. 


В силу данного условия, всякий простой идеал, содержа- 
щий a’, содержит u ad, а всякий простой идеал, содержащий DV’, 
содержит и b. Поэтому, если какой-то простой идеал содержит a’ 
и b’, то он содержит также я и БВ, что невозможно. Следова- 
тельно, идеалы a’ u b’ взаимно просты. 


à B литературе используется и другой термин — „комаксимальные 
идеалы“ (см., например. Зарисский О., Самюэль П., Коммутативная 
алгебра, ИЛ, М., 1963). — Прим. перев. 
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ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 4. Пусть a, δι,..., b, — идеалы некоторого 
кольца А. Если идеал à взаимно прост с "каждым из идеалов В; 
(1 <;< п), το он взаимно прост и с произведением οι... by. 


Пусть р — произвольный простой идеал кольца А. Если бы 


OH содержал идеалы а и b,...b,, то он содержал бы и один 


из идеалов В; (n° 1, предложение |), что невозможно, ибо à и В, 
взаимно просты. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть (а;), _,— непустое конечное семейство 


идеалов некоторого кольца А. а свойства эквива- 
лентны: 
а) при ==] идеалы À; и а, взаимно просты; 


6) канонический гомоморфизм φ: A II (A/a;) (Algebre, 
ics] 


chap. II, 3° ἐά., $ 1, n° 7)') сюръективен. 


Ecau aru условия выполнены, пересечение A идеалов À; равно 
их произведению, а канонический гомоморфизи 1: А/а — I (A/a;) 


(Algébre, chap. II, 3° éd., § 1, n°7)!) биективен. 


Будем рассуждать с помощью индукции по числу п эле- 
ментов множества /, приняв во внимание тривиальность случая 
п =1. Рассмотрим сначала случай п = 2. Эквивалентность усло- 
вий а) и 0) вытекает в этом случае из точной последователь- 
HOCTH 


0-> Α/(αι ῃ αὐ) > (A/a,) D (Alas) > Alla, + а) > 0 


(Algébre, chap. II, 3° éd., $ 1, n°7, formule (30)). Kpome roro, 
поскольку @, + = A, ‘существуют такие элементы es = 
ие. = 80, что | = 6, + 6; следовательно, для любого х = A = A [] Ay 
имеет место разложение х=хе, + Χθο. Но, согласно определению, 


хе, Ева. и хе. € AM} поэтому хе M, откуда ас аа. Обрат- 


ное же включение очевидно. 
_ Перейдем к общему случаю. Пусть выполнено условие а) 
и множество / состоит из k элементов. Положим В, = N} A. 
ixk 
Из индуктивного предположения вытекает, что В, = IL a;, а из 
1 


предложения 4, — что идеалы а, и В, взаимно просты. Следова- 
тельно, в силу первой части доказательства, справедливы ра- 


венства а = N) а; =а, БВ, = Il й;, и по той же причине биективен 
iG] 


I) См. также Алгебра, гл. Il, § 2, n° 3. — Прим. перев. 
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канонический гомоморфизм Αα — (4/a;) x (A/b,). Согласно пред- 
положению индукции, канонический гомоморфизм A/b,— И (4/a) 


биективен; поэтому биективна и композиция омбморфизиов 


Ala —> (Alay) X (А) > (Au) X Ц (4/9 = Ἡ (АК), 


которая, очевидно, равна 1. Этим доказан пункт 6). Обратно, 
предположим, что имеет место условие 6), и покажем, что 
идеалы A, обязательно попарно взаимно просты. Если бы это 
было не так, то существовал бы идеал с 5Ε À, содержащий 
какие-то два идеала я; и a, при ij. Положим а, =а, для h, 


отличного OT Ёи от j, и я, =а, =с. Канонический τ μομαηήίάον 
ф’: A> ll (A/a;) может bine представлен как композиция 
фе] 


A—> Il (A/a,) > FE (А), 


где /— произведение канонических гомоморфизмов A/a, -» A/a’. 


Совершенно ясно, что гомоморфизм ф’ He является сюръектив- 
ным, ибо проекция образа Φ' (Α) на (A/a;) X (A/a;) равна диаго- 
нали произведения (4/c) X(A/t), которая отлична от всего 
произведения, так как ¢ > А. Поскольку гомоморфизм [ сюръек- 
тивен, то из доказанного следует, что ф не является сюръек- 
тивным. Предложение доказано. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть (αὶ), _, — непустое конечное семей- 


ство попарно взаимно простых идеалов некоторого кольца А. 
Обозначим через a их пересечение. Тогда для всякого А-модулл 


М каноническое отображение M— || (M/a;M) сюръэективно u 
ie] 


его ядро равно aM. 


Совершенно ясно, что каноническое отображение модуля М 
в [| (M/a,M) равно нулю на aM. Следовательно, при переходе 
ie] 


к фактормодулю OHO определяет некоторый гомоморфизм 
a: M/aM — || (M/a;M). С другой стороны, согласно предложе- 
ie] 


нию 5, канонический гомоморфизм 1: A/a > Il (A/a;) OnekTu- 
l'E] 


вен. Поэтому биективным будет и отображение ly Sy: ΜΘ 
® (Ам) > M ® Il (Α/α). Но модуль М @(A/a) можно ото- 
el 


ждествить с модулем M/aM, а модуль М ® II (Aa) -c моду- 
ie! 


лем Il М @ (A/a;), который в свою очередь отождествляется с 
ic] 
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Il (M/a,M). Непосредственно проверяется, что все эти отожде- 
ie! | 3 


ствления переводят гомоморфизм 1м@®ф в гомоморфизм A, OT- 
куда и следует утверждение. 


Пример. Пусть К — поле, a (IS < т) — попарно различные эле- 
менты из К; для каждого i обозначим bail > некоторый многочлен кольца 
K[X]. Главный идеал (Х— а:) = м; максимален в кольце K[X]. Следова- 
тельно, для любой системы (7;), RE состоящей из m целых чисел Dl, 


ы n 
идеалы HN; попарно взаимно просты. Поэтому из предложения 5 следует 
существование такого многочлена | & X[X], что [ (X) = g, (Х) (mod (X — a,)"i) 
Ang FEI m, причем разность двух таких многочленов делится на 


@ (4): = Il cA. τα; D г. В том случае, когда числа п; берутся равными единице, 
PRE TE 

получается задача, ЯВНЫМ образом решаемая интерполяционной формулой 
Лагранжа (Алгебра, гл. IV, 8 2,n° 1° 4). 


Упражнения 


`` 1) а) Показать, что никакая группа С не может быть представлена 
как объединение двух’ своих подгрупп, отличных от (С. Показать, что для 


любого множества /, содержащего не меньше двух элементов, группа G = FÜ 


(прямая сумма) представляется как объединение трех своих подгрупп, OT- 
личных от у 
6) Пусть (A; lig 1 — некоторое конечное семейство подгрупп группы С, 


каждый элемент Н; которого является подгруппой в С бесконечного индекса. 
Доказать, что С не может быть представлена как объединение конечного 
числа. левых смежных классов по подгруппам Н:. (Рассуждать с помощью 
индукции по числу элементов множества [; если существуют два таких ин- 
декса i, .f, что множество (Н::(Н+ПН);)) конечно, то подгруппу Ai 


можно _из` рассмотрения исключить; если же, напротив, пересечение Н; ПН; 
имеет бесконечный индекс в A; для любой пары (i, j) различных индексов, 
TO следует рассмотреть такой индекс À, что HR — максимальный элемент в 
множестве подгрупп Hi, и показать, что H в является объединением конечного 
числа левых смежных классов по подгруппам A, П Hi, где ik.) 

в) Привести. пример коммутативного кольца А и четырех идеалов а, by, 
bo, 6. в нем, таких, что a Gb; (i = 1, 2, 3), но a=[Jb; (воспользоваться 

i 

пунктом а)). 

2) Пусть А — какое- ‚нибудь, не обязательно ` коммутативное, кольцо и 
а, Pi, ..., Pr — двусторонние идеалы в А. Допустим, что A содержится в 
объединении идеалов P, и что все }), за исключением, быть может, одного 


или двух среди ‘них, являются простыми идеалами (Алгебра, гл. VIII, 8 8, 
упражнение 6). Показать, что а содержится. в одном из jj. 
- 3) Пусть для каждого пе М через Ni, обозначен максимальный идеал 


кольца А. = RN (прямое произведение), образованный такими отображениями 


f: N>R, что [(п) = 0..Показать, что а = ΚΝ) является идеалом кольца А, 
содержащимся в объединении идеалов Ши, но не содержащимся ни в одном 
из этих максимальных идеалов в отдельности. 
. 4) Пусть р-— простой [идеал некоторого кольца A и a— такой элемент, 
что » < Aa, но a Sp. Показать, что p = ay. 


N, nn toe <i see 5 un, DS EN tbe Oe ee Σον TA м ar Rt 873 RS “5 a ра я 
Br ae ERS Ss alee 2 Е о Re AP Е а MEL 5 
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5) a) Пусть А — нётерово кольцо и 4 — некоторый идеал в А. Показать, 
что существует конечное число таких простых идеалов y, > 4 (1 <i<r), что 
фр... Pp аа. (Прийти к противоречию, рассуждая следующим образом: 


рассмотрим максимальный элемент в множестве тех идеалов, которые содер- 
жат а, отличаются от А и не содержат ни одного конечного произведения 
простых идеалов данного кольца; с другой стороны, заметим, что если’ идеал 
b не прост, то существуют такие два идеала с, ὃ, которые содержат D, отли- 
чаются от Ὁ и для которых Cd € 6.) (Ср. с гл. IV.) ven 

6) Привести пример ненётерова кольца À, для которого результат пунк- 
та а) неверен. (Взять, например, А равным кольцу непрерывных числовых 
функций Ha [0, 1].) 

4 6) а) Пусть А — кольцо и а, Ὁ — идеалы в нем, причем $ — идеал 
конечного типа. Доказать, что’ если факторкольца A/a и A/b нётеровы, TO 
нётерово и факторкольцо A/ab (обратить внимание на то, что b/ab пред- 
ставляет собой (А/а)-модуль конечного типа). | 

6) Доказать, что если в кольце А всякий простой идеал является идеалом 
конечного типа, то оно нётерово. (Прийти к противоречию, показав, что в 
‚ множестве идеалов кольца A, не являющихся идеалами конечного типа, дол- 
жен был бы существовать максимальный элемент. с, не являющийся по пред- 
положению простым; следовательно, можно было бы найти.два таких идеала 
а > с, PDC, которые отличны от с и удовлетворяют соотношению аб < с; 
после этого надо применить пункт а).) : 


п 
7) Пусть А = IJ A; — произведение некоторого конечного семейства KO- 
i=] | 
лец А;, которые канонически отождествляются с идеалами кольца А. Пусть 
В — такое подкольцо в А, что pri; В = À; для 1 < 1Ж— и. 
а) Показать, что если кольца А; — нётеровы (соответственно ‚артиновы), 
то В — нётерово (соответственно артиново) кольцо. (Алгебра, гл. VIII, 8 2, 
упражнение 12). | 
6) Пусть И; — идеал кольца В, служащий ядром ограничения pr; на В. 
Доказать, что любой простой идеал αὶ кольца В содержит один из идеалов п; 
(воспользоваться предложением 1); вывести отсюда, что рг; (у) = А; для 
этого индекса. Показать, что если каждое из колец А; содержит лишь конеч- 


п 
ное число А; максимальных идеалов, то В содержит, самое большее, > Κι 
i=| 
максимальных идеалов. | 
в) Пусть R (A) и À (В) = радикалы колец ΑἹ и В соответственно. Дока- 
зать, что À (В) = ВГУ (А). Показать, что если каждое из колец А; содержит 
лишь конечное число максимальных идеалов, то для любого целого À > 1 


справедливы равенства pr, ( (It (В) )*) = ( (A,) )* для всех in (ht (В) γε = 
= (5 (А) )^ ПВ (записать À (В) ввиде произведения различных максимальных. 
идеалов и заметить, что если и — такой максимальный идеал в В, для KOTO- 


рого рг, (m) = ш, является максимальным идеалом в Aj, то Pr; (m?) = mi). 


8) a) Пусть a, Ὁ -- два взаимно простых идеала в кольце А. Показать, 
что а: ВБ =а, b:a=b. Если c— такой идеал в А, что acc 5b, то ες. 

6) Пусть Ὁ, а— два простых идеала, каждый из которых не содержится 
в другом. Тогда р: 9=р и 9:p= 9. Привести пример двух простых главных 
идеалов }. 9 в кольце A=KjX,Y] (где K— поле), каждый из которых He 
содержится в другом и которые не являются взаимно простыми. 

в) Пусть а-— элемент кольца A, не являющийся делителем нуля. Пока- 
зать, что если главный идеал Ὁ -- Aa прост, то соотношение p = be, справед- 
ливое для некоторых двух идеалов D, с кольца À, влечет за собой одно из 
равенств b= À или с= А. | 


Ὃν, ΤΝ δν τ 
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9) а) Пусть (a 


i); <icn 7 Некоторое конечное семейство идеалов кольца А, 
попарно взаимно простых и таких, что ни один из идеалов а, не предста- 
BHM в виде 56 =Б Пс, где Ὁ и с— взаимно простые идеалы. Пусть (α’ ποιός” 
другое семейство bare взаимно простых идеалов кольца А, для которого 


аа... A, =а а... _ Доказать, что т < п и если т= п, то существует 


такая перестановка π΄ множества [1, п], что а, =а; (;) для | in (Boc- 


пользоваться предложением 5, а также упражнением Ir) из `Алгебры, 
гл. VIII, $ 1). 

6) Пусть А — нётерово кольцо. Показать, что ‘любой идеал а кольца А 
равен произведению конечного числа попарно взаимно простых идеалов, каж- 
дый из которых уже не является произведением двух взаимно простых идеа- 
лов. (Прийти к противоречию, рассмотрев максимальный элемент в множе- 
стве идеалов, не обладающих этим свойством.) 

10) Привести пример кольца А и бесконечного семейства максимальных 


идеалов (Ши), =м В À, таких, что Пи =0, а каноническое отображение 
. n > : 
Α-» Η (A/nx) не сюръективно. 


11) Пусть А- некоторое, не обязательно коммутативное кольцо. Пусть 
а, b— два двусторонних идеала в À, для которых а + Ὁ = À. Показать, что 
a ῃ Ὁ = ab + ba. Привести пример, в котором аПЬ==аб (рассмотреть кольцо 
нижних треугольных матриц порядка 2 над некоторым полем). 


$ 2. Кольца частных и модули частных 


1. Определение колец частных 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Пусть А — некоторое кольцо. Подмножество 
SCA называется мультипликативным, или мультипликативной 
системой, если произведение любого конечного множества эле- 
ментов из 5 снова принадлежит ъ. 


Требование, заключенное. в этом определении, эквивалентно 
тому, что |= 5!) и что произведение любых двух элементов 
из 5 принадлежит 5. 


Пр имеры. 1) Для любого элемента a = À множество 
степеней a”, где NEN, образует мультипликативную систему. 

2) Пусть pP — некоторый идеал кольца А. Для того чтобы 
множество А — у было мультипликативным, необходимо и до- 
статочно, чтобы идеал у был простым. 

3) Множество тех элементов кольца À, которые не яв- 
ляются делителями нуля, образует мультипликативную систему 
в этом кольце. 

4) Если $ и Т— два мультипликативных подмножества коль- 
ца À, то множество ST произведений sf, где 5 = S, [ГЕ Т, также 
является мультипликативным. 


1) Так как | есть «произведение» пустого множества элементов из 5. — 
Прим. перев. 
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5) Пусть © — фильтрующееся множество (относительно от- 
ношения <) мультипликативных систем заданного кольца А. 
Тогда множество J = U $ является мультипликативным, 

SEs 
Tak как любые два элемента из Г принадлежат некоторому 
множеству $ = © и, следовательно, их произведение принад- 
лежит T. 

6) Любое пересечение мультипликативных множеств из 4 
является мультипликативной системой. 

Для любого множества S кольца А существует мультипли- 
кативная система этого же кольца, содержащая $, например 
само А. Пересечение всех таких систем является наименьшей 
мультипликативной системой, содержащей подмножество 5. 
Принято говорить, что эта система порождается множеством 5. 
Совершенно очевидно, что указанная система замкнута отно- 
сительно взятия любого конечного произведения элементов из 
множества 9. 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΗΕ |. Пусть А — некоторое кольцо и $ —его под- 
множество. Существуют кольцо А’ u гомоморфизм h кольца A 
в А’, обладающие следующими свойствами: 


1° элементы множества h(S) обратимы в A’; 


2° для любого гомоморфизма и из À в любое кольцо В, при 
котором элементы из U(S) обратимы в В, существует, и притом 
единственный, гомоморфизм и’ из А’ в кольцо В, такой, что 
й = VI 


Другими словами, пара (A’,h) является решением задачи 
об универсальном отображении (Теория множеств, гл. ТУ, $ 3, 
n° 1) при следующих данных: рассматриваемая структура À 
есть структура кольца, морфизмами служат гомоморфизмы ко- 
лец, а “-отображения — это такие гомоморфизмы кольца А в Ka- 
кое-либо кольцо, что образ множества $ при любом таком 
гомоморфизме состоит из обратимых элементов. Напомним 
(loc. cit.), что если (A’,h) и (Aj, hı)— решения указанной за- 
дачи, то существует единственный пзоморфизи-1: А’— Aj, при 
котором hı = | oh. 

Пусть 5 — мультипликативная система кольца À, порожден- 
ная множеством $5. Совершенно ясно, что каждое решение ука- 
занной выше задачи об универсальном отображении является 
также решением задачи об универсальном отображении, в ко- 
торой S заменено на 5; верно и обратное. 

Рассмотрим в множестве А Х 5 следующее отношение меж- 
ду элементами (а, $), (а’, 5’): 


«Существует такое = $, что Lisa’ — s'a) = 0»..-. (1) 
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Это отношение является отношением эквивалентности. Дей- 
ствительно, очевидно; что оно рефлексивно и симметрично. Оно 
также  транзитивно, так как если t(sa’—s’a)=0 и 
t’ (s’a” — s”a’) = 0,то tt’s’ (sa” — s”a)=0 и {PS = 5. Пусть А’— 
фактормножество множества À XS относительно введенного 
отношения эквивалентности. Для всякой пары (as)EAXS 
обозначим через a/s канонический образ элемента (а,$) в A’ 
и положим hA(a)= a/l для всякого ае À. Сейчас мы увидим, 
что множество А’ можно наделить структурой кольца таким 
образом, чтобы пара (Α΄, й) удовлетворяла поставленным усло- 
ВИЯМ. = 

Пусть x = a/s и y = b/t— два элемента множества A’. Эле- 
менты (ta + sb)st и ab/st зависят только OT X и y: действитель- 
но, если X = a’/s’, το, по предположению, существует такой эле- 
мент {ΕΞ S, что r(s’ а — sa’) = 0, откуда 5 


r(s’t(ta + $6) — st(ta’—s’b))=0 u r(stab — οἷα’ ὁ) =0. 


Непосредственно проверяется, что законы композиции (X, y)— 


2х + и = (14 + 56) |5 и (x,y)— xy = ab]st определяют на А’. 


структуру коммутативного кольца, при которой 0/1 является 
нейтральным элементом относительно сложения, a 1/1 — еди- 
ничным элементом. С другой стороны, очевидно, что À — гомо- 
морфизм колец и образ s/l всякого элемента SE 5 обратим 
в кольце A’: обратным служит элемент 1/5. Наконец, пусть В — 
кольцо и и: А» В — такой гомоморфизм, что элементы из 
u(S) обратимы в В. Тогда существует, и притом единственное, 
отображение u’: А’-+ В, для которого | 


u’ (а/5) = и (а): (и($))' (454, з=$5). | (2) 


В самом деле, если а/5 =a’/s’, то существует такой элемент 
t=S, что t(sa’ — 5'а) =0, откуда u(t) (и ($) и(а’) — u(s’)u(a)) =0; 
HO так как элементы и(0), и (5) И u(s‘) обратимы, TO справед- 
JIMBO равенство и(а) (и(5))-! = u(a’) (u(s’))-'. Немедленно npo- 
. веряется, что и’ — гомоморфизм относительно сложения и умно- 
жения. Наконец, очевидно, что и’ой =и и что и’ — единствен- 
ный гомоморфизм, удовлетворяющий этому соотношению, ибо из 
него следуют равенства u’ (a/s) =u ((a/l) (1/s)) =u’(1/s)u’(a/l)= 

= u’(l/s)u(a) Ἡ 1=u’(l/1) =ш ($1) и (1/5) = u(s)u’(l/s), откуда 
получается формула (2), что и требовалось доказать. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Пусть А — некоторое кольцо, $ —его под- 
множество и 5 — мультипликативная система, порожденная 
множеством $. Кольцом частных кольца А по подиножеству S 


называется фактормножество множества A Χ 5 относительно 


отождествить с помощью iS 


НЕ D ee 


= - 
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отношения эквивалентности (1), наделенное структурой кольца 
с помощью равенств | 


(a/s) + (6/№) = (ία + $65)/5 u (a/s)(b/t) =(ab)/(st), 


где a, БЕД и $, {= 5; это кольцо обозначается через Α[δ-]]. 
Гомоморфизм а — a]l кольца А в A[S-!] называется канониче- 
ским отображением, с его помощью кольцо частных A[S—] npe- 
вращается в А-алгебру. 


В этой главе только что указанное каноническое отображе- 
ние мы будем чаще всего обозначать через iS. Доказательство 


—| . © 
предложения | показывает, что пара (А [$ |, ix) обладает свой- 
CTBAMH, сформулированными в этом предложении. 


Замечания. |) Совершенно ясно, что A[S—I] = 4[$-\. 

2) Любые два элемента кольца AIS] всегда могут быть за- 
писаны в виде дробей a/s и a’/s (где a, a’ GAUSES) с одним 
и тем же «знаменателем» $, так как если b/t и b’/t’ — элементы 
us AIS, το bit = bt [i и ONE = ЧЕ. 

3) Ядро гомоморфизма [ἃ образовано теми элементами 
a = À, для каждого из ‘которых существует некоторый элемент 
se S, удовлетворяющий равенству sa = 0. Для инъективности 
отображения 2) необходимо и достаточно, чтобы множество ὁ 


не содержало ни одного делителя нуля в А. 

4) Если в множество $ входит некоторый нильпотентный 
элемент, то DES и кольцо частных A[S—!] равно 0. Это немед- 
ленно следует из определения 2. 

5) Для того чтобы гомоморфизм ἰῇ был биективным, не- 
обходимо и достаточно, чтобы каждый элемент S&S был обра- 
тим в кольце А: очевидно, это условие необходимо, так как 
$/1 — обратимый элемент кольца 4[$-!; условие достаточно, 
потому что для любого {ΕΞ элемент Ё обратим в кольце A 
в кольце A[S—'] имеет место равенство a/t = αἰ-!/1; следователь- 
но, гомоморфизм 23 сюръективен, а в силу замечания 3 он 
к тому же и инъективен. Поэтому кольца А и A[S-!] можно 

A’ | 
Пример. 7) Если Ю — множество тех элементов, которые 


не являются делителями нуля в кольце A, то кольшо A[R-‘] co- 


впадает с тем, что мы называли раныше кольцом частных коль- 
ца А (Але зебра, гл. [, $ 9, n° 4). Во избежание путаницы мы 


будем в дальнейшем называть это кольцо полным кольцом 


частных кольца А. В частности, если А — целостное кольцо, то 
A[R-!]— поле частных кольца A (loc. cit.). Е 


ΠΡΕΠΠΟΆΚΕΗΗΕ 2. Пусть À, В — два кольца, $ — некоторое под- 
множество в А, Т — некоторое подмножество в В и f — такой 
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гомоморфизм кольца А в В, что [($)<Т. Тогда существует, и 
притом единственный, гомоморфизм f us A[S-!] в B[T-'], при 
котором f' (а/1) = f(a)/1 для любого AEA. 

Предположим дополнительно, что Т содержится в мульти- 
пликативной системе кольца В, порожденной множеством f(S). 
Гогда, если |— сюръективный (соответственно инъективный) 
гомоморфизм, то таков же и гомоморфизм Г. 


Первое утверждение допускает следующую переформули- 
ровку: существует, и притом единственный, гомоморфизм 
г: Α[δ-]-»Β[Τ-!], для которого диаграмма 


коммутативна. 
Но из включения [(S)CT следует, что элемент iT (fF (5}) об- 


ратим в кольце В[Т- для любого $ Е 5, так что достаточно 
применить предложение | к FERNEN, iTof. Из (2) немед- 


ленно получается, что Win ASA SES Re S обозначена 
мультипликативная система кольца À, порожденная множе- 
ством 5) имеет место равенство | 
Г (a/s) = }(α)/} (5). | (3) 
Допустим теперь, что множество Т содержится в мультипли- 
кативной системе, порожденной множеством f(S), т. €. в муль- 
типликативной системе f(S). В таком случае из формулы (3) 
следует, что если | — сюръективный гомоморфизм, то сюръек- 
тивен и гомоморфизм Г. Пусть, далее, гомоморфизм { инъекти- 
вен и 4/5 — произвольный элемент ядра гомоморфизма [. По- 
скольку мультипликативная система, порожденная множе- 
ством 7, равна [(S), существует такой элемент $1 Е δ, что 
f(s1)f (a) = 0, откуда f(s1a) = 0, и, таким образом, διά = 0, πο- 
скольку | — инъективный гомоморфизм. Следовательно, a/s = 0, 
что и доказывает инъективность гомоморфизма Г. 


Замечание. 6) Если элементы множества Т обратимы 
в кольце В, то кольцо ЧАСТНЫХ Β|Τ-!] отождествляется с В no- 
средством изоморфизма 78, а | в этом случае совпадает с един- 


ственным PR eat: и’ кольца Α [5-1] в кольцо В, для Ko- 
торого и’ [ἃ =f, 


‚ СлЕдствиЕв 1. Пусть А — кольцо, $ —его подмножество, и — 
некоторый инъективный гомоморфизм кольца А в какое-то 
кольцо В, при котором элементы множества U(S) обратимы 
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в В. Тогда единственный ‚гомоморфизм и’ из A[S- 1. в В. y006- 
летворяющий равенству и’ т м, UHDEKTUBEN. 


Это немедленно вытекает из предложения 2 и замечания 6. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть А — некоторое кольцо и 5, Т— два та- 
ких его подмножества, что SCT. Тогда существует, и притом 
единственный, гомоморфизм il S кольца Α[δ-!] в A[T-'], для 


А 
которого il = il; Sois. 


Для любого a= À гомоморфизм il: S$ переводит элемент 
als Е A[S—'] в элемент a/s & A[T-!]. 


Замечание. 7) Следует подчеркнуть, что если инъекти- 
вен гомоморфизм il, то il: $ также инъективен (следствие 1). 
Это используется в том случае, когда `Т совпадает с множе- 
ством À всех не являющихся делителями 0 элементов кольца À; 


тогда можно отождествить кольцо Α[5-|] с подкольцом полного 


кольца частных A[R-'], порожденным кольцом А и элементами, „ 


обратными в А[Ю-1 к элементам из $. 


 СледствиЕ 3. Пусть À, В, С— три кольца, 5 (соответствен- 
но Т, U)— мультипликативное подмножество в А (соответствен- 
но в В, С),  A>B u с: ВС — пара гомоморфизмов и 
й: АС — их композиция gof. Предположим, что ](5)ςΤ, 
g(T)CU. Наконец, обозначим через [: А[$--» B[T-'], 
ge’: BIT] C[U-], h’: A[S-1]— C[U-'] гомоморфизмы, соответ- 
ствующие гомоморфизмам |, 5, h. Тогда h’ = g’ of’. 


Это сразу вытекает из определений. 
В частности, если $, Г, О — такие три мультипликативные 
системы кольца А, что $ < Te U, το 1, $ = Той, 3, 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ 4. Пусть S — некоторое подмножество кольца À 
и В — подкольцо в А[$-\, содержащее iS (А); обозначим через 


$’ множество 15($), а через j — каноническое вложение'` коль- 


ца В в 4[$-\. Тогда единственный гомоморфизм в: BIS’-1]— 
— A[S-'], для которого geiz =], является изоморфизмом. 


Отображение g инъективно в силу следствия 1; кольцо 
g(B[S’-1]) содержит кольцо (А) и элементы, обратные к эле- 


ментам из 6’. Поэтому оно равно кольцу 4[$-1. 

Когда кольцо А целостное и OS, обозначение A[S-!] имеет 
тот же смысл, что и в Алгебре, гл. IV, $ 2, n° 1. Кроме того, 
если множество 5 мультипликативно, то А[$-! совпадает с MHO- 
жеством, которое в Длгебре, гл. I, § 1, n° 1, обозначалось че- 
рез 5ΓΙΑ. 

В случае когда $ есть мультипликативное подмножество, мы 
будем в дальнейшем обозначать через $-'А кольцо частных 
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Α[δ-]. Если 5 является дополнением к простому идеалу } 
кольца A, то вместо S-!A мы будем использовать обозначе- 
ние Ay. 

Если А — целостное кольцо и OS, то $-1А всегда может 
быть отождествлено с некоторым подкольцом поля частных 
кольца À, содержащим А (замечание 7). 


2. Модули частных 


4 eo «Ὁ --] 2] 
Канонический гомоморфизм in: A>-AlS |, определенный в 
n° |, позволяет рассматривать всякий 4[$-—\-модуль как А-мо- 
дуль. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть À — некоторое кольцо, $ — его под- 
множество и М — некоторый А-модуль. Обозначим через М’ 
А-модуль М®А[$-1, а через f — канонический. А-гомоморфизм 
x—x@l модуля M в модиль M”. Тогда 

1° при любом sG&S гомотетия z—sz модуля М’ является 
биективным гомоморфизмом; 

2° пусть М — такой А-модуль, что для любого s ES его 20- 
мотетия Y—Sy является биективным гомоморфизмом. В этом 
случае для любого гомоморфизма‘и модуля М в модуль N cy- 
wecTeyeT, и притом единственный, гомоморфизм и’ модуля М’ 
8 модуль N, для которого и = UW’ of. 


Другими словами, пара (M’,f) представляет собой решение 
задачи O6 универсальном отображении (Теория множеств, 
гл. IV, $ 3, n°1) при следующих данных: структура % — это 
структура А- -модуля, в котором гомотетии умножения на эле- 
менты из $ биективны, морфизмы — это гомоморфизмы А-моду- 
лей, а а-отображениями также служат гомоморфизмы А-мо- 
дулей. 

Для любого А-модуля N и произвольного элемента A & А 
обозначим через A, гомотетию y — ay в N; отображение а > Аи 
является, таким образом, кольцевым гомоморфизмом кольца À 
в EndAa(N). Утверждение о биективности гомоморфизма Au 03- 
начает обратимость элемента A, в кольце End, (№). Предполо- 
жим, что для любого $ ΕΞ 5 элемент À; обратим в Епал (N); тогда 
элементы Ha, A&A, и элементы, обратные к Ay, SES, порож- 
‘дают в кольце End, (N) коммиутативное подкольцо В, а TOMOMOP- 
физм a—h, из А в В таков, что образы элементов из $ оказы- 
ваются обратимыми. Следовательно (n° |, предложение 1), cy- 
ществует такой единственный гомоморфизм А’ кольца 4[$-1 в 
В, что h’(a/s) = А. (й.)-'. Как известно (Algébre, chap. II, 3° éd. 
$ 1, n° 14), этот гомоморфизм определяет на N такую структуру 
А[5-\-модуля, для которой (a/s):y = (h,)-!(a-y); индуцирован- 
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ная этой структурой посредством гомоморфизма ia структура 
А-модуля на N совпадает со структурой, заданной вначале. 

Обратно, если N — какой-либо А[$-\-модуль, рассматривае- 
мый как А-модуль с помощью гомоморфизма i, TO гомотетии 
y— sy, S&S, биективны, TaK- как отображение y— (1/s)y яв- 
ляется обратным для гомоморфизма y—sy. Если описанным 
выше способом перейти от структуры А-модуля к структуре 
А[$--модуля на N, то получится структура, заданная вначале. 
Таким образом, имеется каноническое взаимно однозначное со- 
ответствие между А[$-\-модулями и А-модулями, в которых 
гомотетии умножения на элементы из множества $ биективны. 
Кроме того, если N, N’ — два А-модуля, обладающие этим свой- 
ством, то всякий гомоморфизм А-модулей и: N— N’ сохраняет 
и структуры 4[$-\-модулей на N и N’, так как для любого 
yEN и произвольного SES можно записать и (у) =и ($ + (1/5) у) = 
= s-u((l/s)y), откуда и((1/5) у) = (1/5) и (у); обратное утвер- 
ждение очевидно. 

Учитывая предыдущие рассмотрения, мы видим, что форму- 
лировка предложения 3 есть. не что иное, как характеризация 
модуля, получаемая из М посредством расширения скаляров до 
кольца AlS-!] (Algébre, chap. II, 95 éd., $ 5, n° 1, remarque 1) 1). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть А — кольцо, S — какое-либо подмно- 
жество в нем, 5 — мультипликативная система кольца А, по- 
рожденная множеством $, и М — некоторый А-модуль. Модулем 
частных модуля М относительно _ множества $ называется 
AIS-!]-mooyno M® 4AÏSTT; он обозначается через M[S-!] или 
через SIM. 

Каноническое о m—m@l модуля М в M[S-'] 

о : RS 
в этой главе мы будем чаще всего обозначать через iy. 

Замечания. |) Совершенно очевидно, что M[S_,| = M[S-']. 

2) Для теЕМ и SES обозначим, как и ранее, через m/s 
элемент M@ (1/5) модуля M[S—']. Любой элемент из М[$-1 mo- 
жет быть записан в таком виде, потому что. он записывается _ 


В форме Ут, ® (ais), где 11; ЕМ, а; ЕА, seS (n° |, заме- 
чание 2) и m;® (a;/s) = (a;m;) Θ (1/5), следовательно, 


Am, ® (a,/s) =m ® (l/s), где m= ΩΡ 


Отметим такие равенства: 


(m/s) + (m’/s’) =(s’m + sm’)/(ss’), (4) 


1) См. также Алгебра, гл. III, $ 2, n°1, замечание 1. — Прим. перев. 
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(a/s) (m/s’) = (am)/(ss’), (5) 
в которых т, т’ Ε: ΜΜ, ае>Е Аи $, $' ES. 

3) Когда множество $ является дополнением простого идеа- 
ла у в кольце А, мы будем писать My вместо S-IM. 

4) Пусть М — некоторый A[S—']-monyab. Когда он рассмат- 
ривается как А-модуль, гомоморфизм [м является биективным, 
так как пара, состоящая из модуля М и тождественного отобра- 
жения Im, является тривиальным решением задачи об универ- 


[N v :S = 
сальном отображении, решаемой парой М[$- и Гм. Таким об- 
разом, модули М и М[$-1 в этом случае можно отождествить. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть $ — мультипликативное подмноже- 
ство кольца А и М — некоторый А-модуль. Для равенства m/s = 


= 0 (теЕМ, $= 5) необходимо и достаточно, чтобы существо- 


вал такой элемент 5’ Е 5, "το. 5'т = 0. 


Если элемент $’ ΕΕ: 5 таков, что s’m = 0, то, очевидно, m/s = 
= (s’m)/(s’s) = 0. Обратно, предположим, что m/s = 0. Так как 
элемент 1/5 обратим в кольце S-!A, имеет место равенство 
т/1 = 0. Для всякого А-подмодуля Р в ΦΓΙΑ, содержащего 1, 
обозначим через В(Р, πι) образ элемента (m, 1) при канониче- 
ском отображении MXP в ΜΘΑΡ. Следовательно, B(S-!A, m) = 
= 0. Как известно (Algébre, chap. II, 3° éd., $ 6, n° 7, corollaire 4 
de la proposition 12), в S-!A существует такой -подмодуль P Ko- 
нечного типа, который содержит | и для которого В(Р, т) = 0. 
Для любого {= $ обозначим через A; множество элементов вида 
alt, где a= À. Так как модуль Р имеет конечный тип, суще- 
ствует элемент [Е $, для которого PCA; (n° 1, замечание 2), 
откуда B(A;, т) = 0. Отображение a — a/f из А в A; сюръектив- 
но; пусть В — его ядро. Этим отображением определяется сюръ- 
ективное отображение h: М®АА — ΜΘ Αι, ядро которого. рав- 
но ВМ (здесь М отождествлено с М®А). Из равенства 

x r 


B(A,,m)= h(tm) следует, что элемент im имеет вид δ) b,m,, 

=] ` 
где 6; ЕВ, meM (1<i<r). Так как δε|{--0 для 1<i<r, 
то существует такой элемент !ES, что РВ; =0 для 1<i<r, 
откуда t’/tm = 0. Этим доказано предложение 4. 


СледствиЕ 1. Для выполнения равенства m/s=m’|s’ в модуле 
S-1M необходимо и достаточно, чтобы существовал элемент 


‘= 5, для которого t(s’m—sm’)= 0. 


Действительно, (m/s) — (m’/s’) = (5΄πι — sm’) /ss’. 


СледствиЕ 2. Пусть М — некоторый А-модуль конечного ти- 
па. Равенство S-!M = 0 выполняется в том и только том случае, 
когда существует элемент $ ES, для которого SM = 0. 
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Без всяких предположений о модуле М ясно, что из соотно- 
шения SM =0 при некотором $ Е δ следует равенство SIM = 0. 
Обратно, предположим, что S~'M=0, и пусть (т;),_‚_„-— система 
образующих в М. Тогда элементы m;/l порождают $-!А-мо- 
дуль S-'M, в силу чего утверждение о справедливости равен- 
ства SIM = 0 эквивалентно утверждению о справедливости ра- 
венств m;/1 =0 при 1 <1<. п. Согласно предложению 4, суще- 
ствуют такие $; +5, что $1; = 0, и, положив $ = $15... 
... Sn ES, мы Получаем sm; =0 для всех i. Следовательно, 
sM = 0. | 

СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть М — некоторый А-модуль конечного ти- 
па. Для того чтобы идеал а кольца А удовлетворял равенству 
aM = М, необходимо и достаточно, чтобы существовал элемент 
ас а, для которого (1 + a)M= 0. 

Совершенно ясно, что из (| +a)M =0 следует равенство 
М =аМ. Для доказательства обратного мы воспользуемся сле- 
дующей леммой: 


ЛЕММА |. Для любого идеала «< А множество $ элементов 
вида | + а, где AEA, является мультипликативным в À, а MHO- 
жество а’ элементов кольца S—'A вида a/s, где ата и $ =5, 
представляет собой некоторый идеал, содержащийся в радикале 
кольца 6ΓΙΑ. 


Первое утверждение очевидно, как и то, что а — идеал коль- 
ца S-!A. С другой стороны, (1/1) + (а/5) = ($ + a)/s и, кроме 
того, staeS для SES и aEa в силу определения множе- 
ства $. Следовательно, (1/1) - (α/5) является обратимым эле- 
ментом в S~!A для всякого а/5 ΕΞ а’, чем и завершается доказа- 
тельство леммы (Алгебра, гл. VIII, $ 6, n° 3, теорема |). 

Если теперь мы положим N = SIM, то ясно, что N является 
$—!А-модулем конечного типа. Если аМ = М, то а’М = М и, сле- 
довательно, Ν =0 в силу леммы Накаямы (Алгебра, гл. VIII, 
$ 6, n° 3, следствие предложения 6). Рассматриваемое следствие 
вытекает, таким образом, из следствия 2. 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 5. Пусть A, В — два кольца, $ — мультиплика- 
тивное подмножество в A, T — мультипликативное подмноже- 
ствов Buf— гомоморфизм кольца А в В, для которого f(S reg κ) 

Пусть, далее, М — некоторый A - модуль, N — какой-либо 
В-модуль и и— некоторое А-линейное отображение модуля М 
в N. Тогда существует, и притом единственное, S-!A-nuneünoe 
ии и’ модуля SIM в T-!N, такое, что u’(m/l)= 

= u(m)/l при любом me M. 


Действительно, отображение in-u модуля М в модуль 
T-IN А-линейно. Кроме того, если seS, то. [($)ЕТ и, 
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следовательно, гомотетия умножения Ha ][(5) модуля T=!N биек- 
тивна. Существование и единственность отображения и’ полу- 
чаются теперь из Ei asien 3. Для элементов meMuseS 
справедливо равенство 


и’ (m/s) = u (ml ($). (6) 


Сохраняя прежние обозначения, будем считать, что С — не- 
которое третье кольцо, U — мультипликативное подмножество 
в С, © — такой гомоморфизм кольца В в С, что g(T)CU, P— 
какой-нибудь С-модуль, U — некоторое В-линейное отображение 
модуля N в Риш’ — отображение модуля ΤΓΙΝ в U-'P, ассоци- 
ированное с Ὁ и являющееся Т!В-линейным. В таком случае 
имеет. место равенство 


(vou) = о μ΄; sx) 


в котором слева записано А-линейное отображение SIM — UP, 
ассоциированное с vou. Аналогичным образом, если и: — другое 
А-линейное отображение из M в N, то 


(u+uy =u’ + αἰ, (8) 


причем здесь слева стоит А-линейное Sinepamenne SM — T-IN, 
ассоциированное с и + Uy. 


Замечание. 9) Если в предложении 5 положить В = À, 
T=S и] = 14, то сразу же становится ясным, что и’ — это He 
что иное, как отображение u@1l: М®$-!А — М®5$-!А. Отныне 
мы будем обозначать его через S—lu; когда $ является допол- 
нением к простому идеалу у кольца À, мы будем писать Uy вме- 
сто S— lu. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть [— гомоморфизм кольца À в кольце 
В и $ — некоторое мультипликативное подмножество 8 А. To- - 
гда существует, и притом единственное, отображение | модуля 
(1(5))-В в модуль частных $—В (где В рассматривается как 
А-модуль относительно гомоморфизма |), такое, что j(b/[(s)) = 
=b/s, где beB, se&S. Если f’: SA —>(($)) "В — гомоморфизм 
колец, ассоциированный с | (n° 1, предложение 2), то ро} = 
= 5-1]. Отображение | является изоморфизмом (f(S))—'B на 
$—В как относительно структуры $-'А-модулей, определенной 
на (](5)}-1Β с помощью [, так и относительно структуры В-мо- 
дулей, получающейся на S-'B из определения 5ΓῚΒ = 
--(5-!Α) © ,B. | 


Если 6, 6’— элементы из В, $, 5’ — элементы из 5, то усло- 
вия b/s=b’/s’ и 6/1 ($) = δ΄ }(5) эквивалентны в соответствии 
со следствием | из предложения 4. Благодаря этому устанав- 
ливается существование отображения | и его биективность. Что 


в 
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® 


же касается единственности |, то она очевидна. Ясно, что | яв- 
ляется изоморфизмом аддитивных групп. Если a= À, beB, 
seS, Ё=5, то 


(als) (BIO) =F (als) (B/E (t)) = (F(a)/F(s)) (BIC) = (F(a) 6) 1 (sé), 


откуда следует, что отображение | (5А)-линейно. Понятно, 
что joe = 35-1. Наконец, если DEB, beB, $=5, το 
i(b(d’/f(s))) = j(bb"/Î(s)) = 66’/s = b(b’/s), что и доказывает по- 
следнее утверждение. 


Отображение | из предложения 6 называется каноническим 
изоморфизмом (](5)}-!Β на S-!B. Обычно с помощью | эти два 


7 — | 5 $ 
множества отождествляют; в этом случае f --5᾽ }, ἐς =1, 9). 


3. Изменение мультипликативной системы 


Пусть А- кольцо, S— мультипликативное подмножество 
в A u М-некоторый А-модуль. Если Т — мультипликативное 
подмножество в À, содержащее $, то из предложения 5 n°2: 
следует, что существует, и притом единственное, ($`_'А)-линейное 
отображение г 5; $ "М —Т "М, такое, что im = i Tal OTO- 
бражение ij ° переводит элемент m/s модуля $ 'М в элемент 
m/s модуля T7 M. Сразу же проверяется, что in =ix 5 ® Im. 
Если И — третье мультипликативное подмножество в A, для 
которого TCU, то, следовательно, is > = ivf © ii 5; кроме Toro, 
если и: М —> N — любой гомоморфизм А-модулей, то диаграмма 

sm SN 


es № 25 
2) | | 


PME ST N 
Е 24 
коммутативна. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть А — кольцо, $, T— два мультиплика- 
тивных подмножества в А. Положим T -- [ἃ (Τ). 
(1) Существует, и притом единственный, изоморфизм j коль- 


ца (ST)-!A на кольцо T’-!(S-!A), для которого коммутативна 
следующая диаграмма: 


SE 
A — 5$ А 
ST we 
ΕΑ | “sly 


| | 
(STA = FS (ST A) 


86 = | ЛОКАЛИЗАЦИЯ Гл. 11, § 9 


(ii) Пусть М — некоторый А-модуль. Cywecteyet (ST)-'A-u30- 
морфизм k us ($5Т)'А-модуля (ST)-'M na T’—'(S—'A)-mody.o 
T'-1(S-1M), для которого коммутативна следующая диаграмма: 


($ 
1 
М >| 
M—>S M 
1 
‚ST + 
M ‘say 


Y 
О Mir pr (s-'M) 


(i) Воспользуемся определением кольца (ST-!)A как реше- 
ния задачи об универсальном отображении. Пусть В — некоторое 
кольцо и |— такой гомоморфизм. кольца А в кольцо В, что 
[(5Т) состоит из обратимых элементов. Поскольку в этом слу- 
чае f(S) тем более состоит из обратимых элементов, существует, 
и притом единственный, гомоморфизм |: STA—B, для кото- 


ή ©” 
poro [=f eia (n° 1, предложение 1). Для любого Ё ЕТ элемент 
# 5 
Ё (14 (1) =f (t) обратим по предположению, в кольце В; следова- 
тельно, [(Т”) состоит из обратимых элементов. Согласно пред- 
ложению | n°1, существует, и притом единственный, гомомор- 


/ 


физм f” кольца Т”!($-!А) в кольцо В, такой, wof=f sis 


; Py i aS 
‘откуда f = |” cu, если положить ἡ --ἱς--: ο. 


à и — --]| » o 
Кроме того, если ji: Г’ кг A) > В — второй такой гомо- 


΄ 


MORGISM, что fi eu=f, то (fr о Fmt a) ο [ἃ = (Г о ft) ο δ, откуда 
fi οἱ «ρε fr; Be и, следовательно, fi =f". 


Так как образы элементов из ST в кольце Г”! (5-—'А) при 
гомоморфизме u обратимы, то пара (Τ-!(5-!Α), и) представ- 
ляет собой решение задачи об универсальном отображении (при- 
менительно к А u ST), рассмотренной в n° 1. Это доказывает 
существование и единственность изоморфизма |. 

(ii) Доказательство предоставляется читателю, так как оно 
полностью аналогично доказательству пункта (1), только на 
этот раз используется предложение 3 n° 2. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть А — кольцо, 5, T — мультипликатив- 
ные системы в нем, причем $ ET. Следующие свойства эквива- 


ACHTHOL: 


| 
a) гомоморфизм 11°: S'A>TT'A биективен; 


6) для любого А-модуля M гомоморфизм ini oe ST AP ef oe 
биективен; 

В) для всякого #=Т существует такой элемент GE À, что 
at =@S (иначе говоря, любой элемент из T делит некоторый эле- 
мент из 5); 
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г) всякий простой идеал, пересекающийся с Г, пересекается 
гакже LC SJ: 
Fe ес 
Выше отмечалось, что im —=lm@ix , и это немедленно до- 


казывает эквивалентность а) и 6). Положим T = (Т); тогда 
(предложение 7) кольцо T-!A можно отождествить с кольцом 
‘-1(S-'A) u a) эквивалентно утверждению о том, что элементы 
из Т обратимы в S-!A (n°1, замечание 5). Но ведь равенство 
(4/1) (а/5) = 1/1 (ET, ASA, s]S) означает, что существует 
элемент δ΄ ΕΞ 6, для которого tas’ = ss’; это доказывает эквива- 
лентность а) и в). Покажем, что из г) следует в). Пусть t — 
элемент из Ги предположим, что en необратим в ΦΓΙΑ͂; тогда 
существует максимальный идеал Ш’ кольца $-!А, содержащий 
|| (Алгебра, гл. I, $ 8, n°7, теорема 2), u p= (3) l(m) яв- 
ляется простым идеалом в A, содержащим Ё и не пересекаю- 
щимся с S (так как образ любого элемента из $ относительно 
ia обратим). Обратно, если существует какой-нибудь простой 
идеал }, пересекающий Т и He пересекающий $, то любой эле- 
мент из у ПТ не может делить никакого элемента из $; это до- 
казывает, что в) влечет за собой г). Доказательство закончено. 
Из предложения 8 следует, что среди мультипликативных 
систем 7 кольца A, содержащих $ и удовлетворяющих эквива- 
лентным условиям предложения 8, существует наибольшая, об- 
разованная всеми элементами кольца А, делящими какой-либо 
элемент из S (см. упражнение 1). 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΠΕ 9. Пусть [— предупорядоченное множество с 
возрастающей фильтрацией, (So)az — возрастающее семейства 
мультипликативных ROCMHOMEUTE некоторого кольца А и 


‚3, 5 
$ = U $.. Положим Poy = 158. Sa для a<f u р. =“. Toeda 
| az] 

совокупность ($5'А, pa) является индуктивной системой колец 
и если для каждого a & Î через р’, обозначить каноническое ото- 


бражение кольца δα 'Ав lim Sa 'А, то существует единственный 
изоморфизм j кольца lim Sa 'А на S-!A, такой, что ]ορ’ =p, для 
всех ael. 

Для а < В < у имеет место равенство р», = Pys 5 Pau (МИ В 
следствие 3 предложения 2); следовательно, (5; me κ Opa) a ἀράν, 
дуктивная система. Положим A = lim $2'А; так как ба = P6 ° Ppa 
для a < В (n°1, следствие 3 из предложения 2), то (ра) — ин- 


I) Ниже часто используются выражения типа «множество À пересекает 
множество В». Если нет специальных оговорок, то подразумевается, что в 
этих случаях А ПВ == ©. — Прим. перев. 


τος se 


δι. = ЛОКАЛИЗАЦИЯ ΓΠ. 11, 52 


дуктивная система гомоморфизмов и | = Ито. является тем 


единственным гомоморфизмом кольца А’ в 5” pe для которого 
— ? 
joe, =p, при всех gel. ИЕ раз ige: Α-» À’ все 


равны между собой, так как fp, © [t= LP для ‘а < В; пусть и — 


их общее значение. Очевидно, что элементы из U(S) обратимы 
в À’, благодаря чему существует такой гомоморфизм A: SIA — 


—A’, что Во =и (n° 1, предложение 1). Для произвольного 
acl справедливы следующие равенства: 


= 3 . . er LA ' «5 «9 
johoi,=jou=jopactt=p, ef, = Lys 


по этой причине joh является тождественным автоморфизмом 
‘кольца S-!A. С другой стороны, при любом a &/ 


. / «9 «9 .S € . 
hojop, cf, *=hop, of, =het,=w=p, о is, 


откуда hejep,=p, при всех a@/; отсюда получается, что 
h oj — тождественный автоморфизм кольца A’ и, следовательно, 
j — изоморфизм. 


СлеЕдствиЕ. Пусть в условиях ‘предлежения 9M — Ироизволь- 
‘ный А-модуль. Положим hoa = ἐμ “Bo для a<p, f,=iy a для 
a = I,u ПУСТЬ “αἱ — каноническое отображение ours σα IM в Mo: 
дуль lim Se М. Тогда существует такой $ 'А- -изоморфизм ϱ 


res $ 'М на модуль lim δα 'M, что go of, =}, при всех a [. 


Это следствие немедленно получается из определений моду- 
лей Sa M=M®aSı Аи 'М=М®д$ À и того факта, 
что переход к индуктивному пределу коммутирует с тензор- 
ным произведением (Algebre, chap. II, 3° éd., $ 6, n° 7, proposi- 
tion 12) !). ; 


4. Свойства модулей частных 


На всем протяжении. этого n° через А обозначается некото- 
poe кольцо, а через $ — некоторое мультипликативное подмно- 
жество в нем. | | 

Пусть (Мо, Φρα) — индуктивная система А-модулей; тогда 
($—Ма, δ-ἰφβᾳ) — индуктивная система $-'А-модулей. Посколь- 
ку переход к индуктивному пределу коммутирует с тензорными 


I См. также IT], rs. 1, § 56.= Прим. перев. 


a N re MIN. «θη 
#5 REA ο MES Se ᾿ = Ἂν Pome ae DRASS AS AEX +. ee 4 


FE Не 
à = Be #7 é DS FF TPE, à ws 


EF tot € у 
RER ОР κο | 
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произведениями (Algébre, chap. II, 3°64., $ 6, n°7, proposi- 
tion 12) 1), можно определить канонический изоморфизм 


R —] —] 4. 
lim (S M)>S lim Мо, 

Аналогичным образом, тот факт, что прямые суммы комму- 
тируют с тензорными произведениями (Алгебра, гл. III, $ 1, n°3, 
предложение 7), позволяет определить для любого семейства 
А-модулей (M,) канонический изоморфизм 

ο-ἱ ox] 
OS MSG M.. 


te | =] 


ve] 


Наконец, заметим, что если А-модуль М является суммой 
некоторого семейства (N) <, своих подмодулей, το S-!M яв- 


ляется суммой семейства 5'А-модулей, порожденных образами 


in (№). Отсюда следует, что если М — некоторый А-модуль ко- 
нечного типа (соответственно конечно представимый), то 
SIM = $З—А®АМ является $-'А-модулем конечного типа (со- 
ответственно конечно представимым). 


ТЕОРЕМА 1. Кольцо S-!A является плоским А-модулем (гл. 1, 
$ 2, n° 9, определение 2). 


Если и: M’— М — произвольный инъективный гомоморфизм 
А-модулей, то требуется установить, что  гомоморфизм 
S-lu: 5ΓΙΛ’ — $5—М также инъективен. Ho ведь если m’/s 
(т’ = M’, SES) — такой элемент, что en то суще- 
ствует элемент SE 5, для которого s’u(m’) = 0 (n°2, предложе- 
ние 4) или u(s’m’) = 0. Так как гомоморфизм и инъективен, то 
отсюда следует равенство s’m’ = 0-H, стало быть, m’/s = 0. 


\ 


Благодаря тому что S-!A является плоским А-модулем, 
к нему можно применить результаты гл. 1, $ 2. В частности: 

1. Если М — некоторый А-модуль и N — его подмодуль, то 
S-IN можно канонически отождествить с подмодулем в SIM, | 


порожденным образом гы (гл. 1, 8 2, n°3, замечание 2); произ- 
ведя это отождествление, мы можем отождествить S-!(M/N) 
с (S-IM)/(S-!N), и если Р — второй подмодуль в M, то 


S7'(N+ P)=S7'N+S7'P, SU'(NNP)=S NAS 'P 


(гл. 1, $ 2, n° 6, предложение 6). 
2. Если М — некоторый А-модуль конечного типа, TO 


5-! Ann (М) = Ann(S7'M) (9) 
(гл. 1, $ 2, n° 10, следствие 2 предложения 12). 


¢ τ 1) См. также [I], гл. I, $ 1.6. — Прим. перев. 


z ES eT Ee eee ee eS OE SS Se Tr 
a mae А = Stes = 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть М — некоторый А-модуль. Обозна- 
чим через ф(№) прообраз любого подмодуля N’ $-!А-модуля 
$—1М относительно iy. Тогда 

(i) STPN)=N; 

(ii) для любого подмодуля М в М подмодуль φ(5-!Ν) в М 
образован теми элементами me М, для которых существует та- 
кое’ 5 ΕΞ 5, что 5т = М; 

(11) ф является изоморфизмом (упорядоченных множеств, 
в которых отношение порядка определено отношением BKAIOUE- 
ния) множества S-!A-nodmodyneü модуля SM на множество 
подмодулей @ модуля М, удовлетворяющих следующему усло- 


вию: 
(MS) Если sm& О, 5=5, те М, то те 0. 


Очевидно, что 5—1 (№) < N’; обратно, если п’ = m/s е №, 
το m/l GN’; следовательно, m&eg(N) и п'ЕЗ-! (ф(№)). От- 
сюда следует (i). Для того чтобы элемент т ΕΞ М удовлетворял 
условию meŒp(S-IN), необходимо и достаточно, чтобы m/l ΕΞ 
eS-!IN, или, иными словами, чтобы существовали такие 5 = $ 
и ne ^, что m/l = n/s. Это равенство означает, что существует 
элемент ES, для которого 5’'5т = 5'п = №. Отсюда следует 
(ii). Наконец, условие sm & ф(М№) эквивалентно по определению 
условию, что sm/1 ΕΞ: N’, а поскольку элемент 5/1 обратим в коль- 
це S-!A, из этого следует, что m/1 EN, т. е. meg(N’). Таким 
образом, @(N’) удовлетворяет условию (MS). С другой стороны, 
из (ii) получается, что если N удовлетворяет (MS), то 
(SIN) = N, что и завершает доказательство утверждения (iii). 

Говорят, что подмодуль Pp(S-IN) является насыщением под- 
модуля N в модуле М относительно $. Подмодули, удовлетво- 
ряющие условию (Μ5) (и, следовательно, равные своим насы- 
щениям), называются насыщенными относительно $. Подмодуль 
(SIN) представляет собой ядро композиции гомоморфизмов 


р $ 
Mis МММ > ς-!Μ|6ΓΙΝ, 


где h — канонический гомоморфизм; это следует из KOMMYTATHB- 
ности диаграммы 


le | ΠΝ 
у у 
SM —> 5Γ!ΜΙ5ΓῚΝ 


Когда мультипликативная система $ является дополнением 
‚к некоторому простому идеалу у, то подмодуль (SIN) назы- 
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вают также насыщением модуля М в модуле М относительно 
простого идеала }. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть №, № — два подмодуля некоторого А-мо- 
дуля М. Для включения SIN, < SIN, необходимо и достаточ-. 
но, чтобы насыщение модуля М№ относительно $ содержалось 
в насыщении модуля No относительно 5. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Если М — нётеров (соответственно артинов) 
А-модуль, то 5-'М — также нётеров (соответственно артинов) 
$—!А-модуль. В частности, если кольцо А нётерово (соответ- 
ственно артиново), то таким же является и кольцо S—'A. 


5. Идеалы в кольце частных 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть А — кольцо и $ — некоторое мульти- 
/ 
пликативное подмножество в А. Для любого идеала В кольца 


$ 'А пусть b = (24) 6), так что b -- 5-6, 

(i) Пусть |— канонический гомоморфизм À — Ар. Тогда го- 
моморфизм кольца S-!A в (f(S))—!(A/b), канонически accoyuu- 
рованный с | (n°1, предложение 2), сюръективен и его ядро 
равно b’; это определяет при переходе κ. факторкольцам канони- 
ческий изоморфизм кольца (5—А) 5’ на (f(S))—!(A/b). Кроме того, 
- канонический гомоморфизм из A/b 8 (f(S))-!(A/b) инъективен. 


(ii) Отображение М >b=(i 5 (δ), ограниченное на мно- 


жество максимальных (соответственно простых) идеалов кольца 
S—1A, является изоморфизмом (относительно отношения вклю- 
чения) этого множества на множество тех идеалов кольца А, 
которые максимальны среди идеалов, не пересекающихся с $ 
(соответственно на множество простых идеалов ΚΡ А, не 
пересекающихся с 5). 

(iii)-Ecau g’—npocroü идеал кольца частных S-'A u 


9 = (i ΡΥ (4), το существует изоморфизм кольца частных Аз на 
кольцо (5-:Α),, который переводит a/b в (a/1)/(b/1), где a = A 
ифЕА— Ч. 


(i) Мы можем отождествить (f(S))~!(A/b) с S-1(A/b) при 
помощи канонического изоморфизма между этими двумя моду- 
лями (n°2, предложение 6). При таком условии. точная после- 
довательность 0 --» ϐ —> А —> Αθ — 0 приводит к точной последова- 
тельности 0-—5-1 -— $ -»5-1(А/5)->0 (n° 4, теорема |), 
существование которой доказывает первое утверждение в (i), 
если принять ΒΟ. внимание, что b’ = 5-1. Так как модуль В Ha- 
сыщен относительно $, из условий а А, $ Е 5, as = b вытекает 
включение а Eb; таким образом, гомотетия умножения на эле- 
мент $ в Αθ является инъективным отображением. Это дока- 
зывает второе утверждение пункта (1). 
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(ii) Прежде всего заметим, что равенство $’ = S-!A эквива- 
лентно соотношению В [] $ == ©), так как это последнее означает, 
что b’ содержит обратимые в 5ΤΙΑ͂ элементы. Из предложения 
10 (iii) n° 4 следует, что b’ > b = (25). (θ΄) является изоморфиз- 
мом (относительно отношения включения) множества идеалов 
кольца 5ΓΙΑ͂, отличных от самого кольца S-!A, на множество Ὦ 
тех идеалов кольца À, которые не пересекаются с S и удовлет- 
воряют условию (MS) предложения 10. Если Ν΄ — максималь- 
ный (соответственно простой) идеал, то, очевидно, что b — мак- 
симальный идеал (соответственно простой идеал) в 8; верно 
и обратное (в силу (1)). С другой стороны, если + — идеал коль- 
ца À, не пересекающийся с $, то его насыщение tT; относитель- 
но 5 является идеалом в À, содержащим F и не пересекающимся 
с 5, поскольку никакой элемент а = S не может удовлетворять 
условию 5а ет при SES, так как из этого следовало бы, что 
saætfsS. Отсюда мы заключаем, что если + — максимальный 
среди тех идеалов в А, которые не пересекаются с $, то он удов- 
летворяет условию (М$) из предложения 10 $ 4 и максимален 
в 3. Аналогичным образом, если + — простой идеал, не пересе- 
кающийся с δ, то он удовлетворяет условию (MS) в силу опре- 
деления простых идеалов, а потому ры $. Это завер- 
шает доказательство (1). 

(iii) Предположим, что идеал 4’ прост, так что простым яв- 
ляется и идеал 9. Множество Т = А — 4 представляет собой. 
мультипликативную систему в À, содержащую множество 9, 
откуда ST = Т. Положим T’ =i4(T); из предложения 7 (i) 
n° 3, получаем, что существует, и притом единственный, изомор- 
физм j кольца Τ-ΙΑ =A, Ha Τ'τΙ(5-!Α), такой, что j(a/b)= 
= (a/1)/(b/1) для всех A&A и БЕТ. С другой стороны, oue- 
видно, что 7’ не имеет общих элементов с 9’. Обратно, пусть 
а/5 Е S-t'A. Так как элемент 1/5 обратим в S-!A, условие 


als Е 4’ эквивалентно требованию if (а) =а/1 Eq’ и, следова- 
тельно, а 24. Отсюда вытекает, что S- 'А— 9’ = ST’ и, в силу 
предложения 8 n° 3, справедливо равенство 7” _ Am ($ А), 
что и требовалось. | 

Определенный в пункте (iii) изоморфизм называется KAHO- 
‘ническим. Когда кольцо А целостное, канонические изоморфиз- 
мы колец Аи (5-4). на подкольца поля частных К кольца 
А имеют один и тот же образ. | 


Замечание. Для того чтобы идеал а кольца А удовлетво- 
pan равенству $—'а = $-1А (в силу теоремы | n° 4 это равно- 
сильно тому, что S-!(A/a) = 0), необходимо и достаточно, чтобы 
а (1$ == @. Это немедленно выводится из определений. 


. - 
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СледствиЕ 1. Пусть А — кольцо и $ — некоторая мультипли- 
кативная система 8 нем. Тогда любой идеал PC À, максималь- 
ный среди не пересекающихся с $ идеалов, является простым. 


Действительно, в силу предложения 11, условие на идеал y 
означает, что p= (iS)! (m’), где m’— некоторый максимальный 
идеал кольца S~'A; но из простоты идеала m’ следует простота 
идеала ψ. 


ΟΠΕΛΟΤΒΗΕ 2. Пусть А — кольцо и $ — какая-нибудь его муль- 
типликативная система. Тогда для любого идеала а кольца А, 
не ‘пересекающегося с 5, существует простой идеал, содержа- 
щий а и также не пересекающийся с 5. 


В самом деле, $-! (а) == 5ΓΙΑ͂ (см. замечание), а потому су- 
ществует максимальный идеал кольца S-!A, содержащий S—'a 
(Алгебра, гл. 1, $ 8, n°7, теорема 2), и данное следствие выте- 
кает из предложения 11 (11). 


СледствиЕ 3. Пусть А, В — два кольца, о — гомоморфизм А 
в Ви у— простой идеал в А. Для существования 6 B такого 
простого идеала }’, что о! (у’) = у, необходимо и достаточно, 
чтобы о! (Во(у)) = 


Если существует такой идеал p CB, что р!(у’) =у, то 
о (у) =’, откуда Bp(y)E y и р" (Во(р)) = р! (у’) < р; но так 
как обратное включение очевидно, то тем самым р-!(Во(})) = +. 
Предположим, обратно, что р!(Во(у)) =}, и рассмотрим 
в кольце В мультипликативную систему $ =р(А — у). Сделан- 
ные предположения показывают, что S 1) Вр (у) = ὦ. В силу 
‘следствия 2, существует некоторый простой идеал |’ в коль- 
це В, содержащий Bo(p) и He пересекающийся с $; но тогда 
идеал o=!(p’) содержит } и не может содержать ни одного эле- 
мента из À — у, т. 6. он совпадает с идеалом }. 


- СлЕдствиЕ 4. Пусть A, В— два Re и p—2e0MOMOphu3M 
кольца А в В. 


(1) Предположим, что существует такой В-модуль Е, что 
А-модуль p,(E) строго плоский. Тогда для любого простого. 
идеала } кольца А существует простой идеал у’ кольца В, для 
которого р-! (у’) = }. 

(ii) Допустим, что, наоборот, В — плоский А-модуль и для 
всякого простого идеала αὶ кольца А существует такой идеал у’ 
кольца В, что р! (у’) = у. Тогда кольцо В является строго пло- 
ским А-модулем. 


(i) Из предположений следует, что для всякого идеала a 
кольца ‘А справедливо равенство р-! (Во (а) ) =а (гл. 1, $ 3, 
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n° 5, предложение 8(1)); поэтому достаточно применить след- 
ствие 3. | 

(1) Достаточно показать, что для каждого максимального 
идеала M кольца А существует такой максимальный идеал m’ 
кольца В, что о! (м’) =м (гл. 1, $ 3, n° 5, предложение 9,д)). 
Однако, согласно условию, существует такой идеал 4 кольца В, 
что o-!(q)=m. Поскольку 45Ε В, существует максимальный 
идеал m’ B В,`содержащий q и, следовательно, о! (м’) > м. Но 
так как р! (π΄) не может содержать |, то о! (м”) = m. 


СледствиЕ 5. Пусть А — кольцо, $ — какая-нибудь мульти- 
пликативная система в нем и В— кольцо, для которого 


ЕВС“ A. Пусть q— такой простой идеал в В, «το 
простой идеал p= (is) (1) кольца А не пересекается с $ и, 


наконец, пусть’ у’ — простой идеал $—\ кольца частных 5ΓΙΑ. 
Гогда имеет место равенство у’ ПВ = 9. 


Пусть $5’ = [η ($). Мы уже определили канонический H30MOP- 
физм кольца S’-!B на 5ΓΙΑ͂ (n° 1, следствие 4 из предложе- 
ния 2) Ἢ с его помощью отождествим указанные два кольца. 
Так как а4[ 5’ = ©, то q = 5” является единственным про- 
стым идеалом кольца S-!A=S’-IB, для которого а’ ПВ = 
= (iS) (a) (предложение 11 (ii)), откуда (iS) (q’) = 9. 
Следовательно, 9 = yp’ (предложение 11 (ii) ). 

В обозначениях следствия 5 имеют место канонические изо- 
морфизмы колец Αν и Ba на (5-!Α)ν (предложение 11 (111)), οτ- 
куда получается канонический изоморфизм Ay — Ba. 


6. Нильрадикал и минимальные простые идеалы 


В любом (коммутативном) кольце А множество нильпотент- 
ных элементов является идеалом, HOO если X, у — такие элементы 
из A, что хт = уп =0, то (x+y)™"=0 в силу формулы. 
бинома. | 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Нильрадикалом (коммутативного) кольца А 
называется идеал нильпотентных элементов этого кольца. Кор- 
нем (или радикалом) идеала а кольца А называется прообраз 
нильрадикала факторкольца A/a при каноническом отображе- 
нии A Ale. 


Корень идеала a А часто будет обозначаться через t(a). 
Утверждение, что некоторый элемент хе À принадлежит 
корню идеала 4, означает, что существует целое число п > 0, 
для которого x" = а. Если f — гомоморфизм кольца А в коль- 
πο В u b— идеал в В, то корень идеала [!(b) равен полному 


BASE ет м eee а ЕЕ lan ST D Е Бе er, 
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прообразу относительно | корня идеала №, так Kak x” = |! (5) 
означает, что (f(x))" eb. 

Нильрадикал любого кольца А содержится в его радикале 
(Алгебра, гл. VIII, § 6, n° 3, следствие 3 из теоремы 1) и может 
быть отличным от него. Тем не менее нильрадикал кольца А 
равен его радикалу, если А артиново (Алгебра, гл. VIT, $ 6, 
n° 4, теорема 3). 

Мы будем говорить, что простой идеал р кольца А является 
минимальным простым идеалом, если он минимален в упоря- 
доченном по включению множестве простых идеалов кольца А. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть у — минимальный простой идеал не- 
которого кольца А. Тогда для любого элемента хе у суще- 
‚ ствуют элемент $ЕАМ— у и целое число Е>0, такие, что 
sxk = 0. 


Действительно, множество $ элементов вида Sx? (К — целое 
число Z 0, Ss= ÀA—7}) является мультипликативной системой 
кольца А. Если бы OS, то существовал бы простой идеал γ΄, 
не пересекающийся с S (n° 5, следствие 2 из предложения 11). 
Но тогда бы ’сри У’ 5Ε 9, так как хе’, что противоречит 
минимальности идеала }. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Нильрадикал любого кольца А равен пере- 
сечению всех простых идеалов этого кольца и совпадает также 
с пересечением его минимальных простых идеалов. 


Совершенно ясно, что если элемент хе À нильпотентен, TO 
он содержится в любом простом идеале из À ($ 1, n° 1, определе- 
ние |). Наоборот, пусть х — ненильпотентный элемент в А. Мно- 
жество S степеней х* (^. > 0 — целое число) будет тогда мульти- 
пликативной системой кольца À, не содержащей 0. Следова- 
тельно, существует простой идеал ус А, He пересекающийся 
с 5 (n° 5, следствие 2 из предложения Il) и а fortiori хер у. 
Этим установлено первое утверждение. Для доказательства вто- 
рого достаточно доказать лемму: 


JIEMMA 2. Любой простой идеал } кольца А содержит мини- 
мальный простой идеал этого же кольца. 


В силу леммы Цорна, достаточно показать, что множество Р 
простых идеалов, упорядоченное отношением >, индуктивно. 
Пусть С — непустое вполне упорядоченное подмножество в P; 

тогда пересечение Po всех идеалов у = С снова является простым 

идеалом: действительно, если KEY, и 4/62, то существует 
идеал у = С, для которого KEEP H уе у, откуда Xy AY и тем 
более XY E Po. 


Замечание. В 8 4, n° 3, следствие 3 из предложения 14, 
мы покажем, что в нётеровом кольце множество минимальных 
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простых идеалов конечно; кроме того, позднее будет видно, что 


в нетеровом кольце любая убывающая последовательность про- 
стых идеалов стационарна. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Корень идеала a кольца А равен пересечению` 


простых идеалов, содержащих a, он равен также пересечению 
минимальных элементов в этом множестве простых идеалов. 


СЛЕДСТВИЕ 9. Для любого идеала a кольца А обозначим через. 


t(a) его корень. Тогда для двух идеалов а, В из А справедливы 
равенства 


r(a (} by = т (ab) =т(а) Пт (5). 
В частности, если a & В, то t(a) t(b). 
Действительно, для того чтобы простой идеал содержал 


a f\b (или ab), необходимо и достаточно, чтобы он содержал _ 


хотя бы один из идеалов а или В ($ 1, n° |, предложение |). 


ПрРЕдложЕНИЕ 14. Для того чтобы два идеала а, b кольца А 
были взаимно простыми, необходимо и достаточно, чтобы были 
таковыми их корни t(a) u t(b). 


Необходимость этого условия очевидна, так как ас т(а) и 
b+r(b); оно достаточно в силу предложения 9 $ 1, n° 2.. 


ПРЕдложеЕНИЕ 15. В кольце А пусть a — некоторый идеал u 
b— идеал конечного типа, содержащийся в корне идеала а. 
‘Тогда существует ‘такое целое К > 0, что № στα. 


Пусть (bi), <;<„- Система образующих идеала В. Πο усло- 


вию, существует такое целое A, что ῥ᾽ ea при | Li<n. Если 
записать в развернутом виде произведение ий элементов, каж- 
дый из которых является линейной комбинацией элементов 6; 
с коэффициентами из À, то любое слагаемое оказывается крат- 
ным произведению NA сомножителей, каждый из которых есть 
одно из D;; среди этих сомножителей по крайней мере À соот- 
ветствуют одному и тому же индексу ft, так что все произведе- 
ние принадлежит идеалу a. Следовательно, А = пй является 
HCKOMBIM числом. | 


СЛЕДСТВИЕ. В нётеровом кольце нильрадикал является ниль- 
потентным идеалом. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 16. Пусть В — некоторое кольцо и А — его под- 
кольцо. Тогда для любого минимального простого идеала у 
кольца А а минимальный простой идеал 4 кольца В, 
для которого а ПА = 

Положим $ = FAN тогда кольцо Ay = 5-14 можно ото- 
ждествить с некоторым подкольцом в S-!B (n° 1, предложе- 
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ние 2), а с другой стороны, Ay обладает лишь одним простым 
идеалом у’, так как идеал у минимален (n° 5, предложение 11). 
Поскольку кольцо S-!B ненулевое (оно содержит Ay), в нем 
содержится хотя бы один простой идеал ft’ и обязательно 


"ПА =у. Если j = iz и если положить τ =. (г), то 
[3 (τῃ Α) “ГПА, =. 


Следовательно, ПП Аср и, в силу минимальности идеала 
py, ПА = у. Кроме того, идеал т прост в кольце В. Если теперь 
9 — любой минимальный простой идеал в В, содержащийся вт 
(лемма 1), то a fortiori η[] À € у, поэтому 4 144 = у, так как } 
минимален. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Говорят, что кольцо А редуцированно, если 
его нильрадикал равен 0, τ. е. любой элемент #0 us А не 
нильпотентен- } 


Если "— нильрадикал кольца À, то факторкольцо А/М реду- 
. цированно, так как нильпотентность в A/n класса x modn, xeÄ, 
означает, что X* EN при некотором целом À и, следовательно, 
xhk = 0 при некотором целом À; таким образом, Xe. 


. ПрЕДЛОЖЕНИЕ 17. Пусть А — некоторое кольцо, п — его ниль- 
радикал. Тогда для любой мультипликативной системы $ < À 
идеал Sn служит нильрадикалом кольца частных S—'A. В част- 
ности, если А редуцированно, то и 5-!Α редуцированно. 


Действительно, если хЕА и se S— такие элементы, что 
(x/s)" = x"/s” = 0, то существует элемент SES, для которого 
s’x™ =0 (n° 1, замечание 3) и а fortiori (5’х)” = 0; поэтому 
$'хХЕШИ x/s = s’x/s"s Е Sin. Обратное очевидно. 


7. Модули частных тензорных произведений 
и модулей гомоморфизмов 


ПрРЕдложЕНИЕ 18. Пусть À — кольцо, $ — некоторая мультТи- 
пликативная система в нем. 

(i) Ecau М и М—0ва А-модуля, то STIA-nodyau 
(SM @,N, MO,(STN), (S7'M) ® 5-14 ($ TN) и S7'(M@,N) 
канонически изоморфны. | 

(ii) Если M’ u М№'’— два $-'А-модуля, то канонический 20- 
моморфизм | | 

| М’ @,N>M © 3-14 aM; | 
полученный из А-билинейчого отображения (x, у’)-—х’® у’ 


прямого произведения M’ XN’ в тензорное произведение 
М’ ® .-ı,N’, биективен. 


4 Н. Бурбаки 
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Утверждение (i) есть непосредственное следствие определе- 
ния модуля частных SIM = M @ „S-!A и ассоциативности тен- 
зорного произведения, которая приводит к.каноническим изо- 
морфизмам 


(S~'M) © s-14 (STN)= ($7'М) © s-14 (SA ®,N) su 
= (SM) ®дМ= ($ A) Sa M SAN = SM SAN). 


Для доказательства (ii) сначала отметим, что в модулях M’ 


и N’, рассматриваемых над кольцом À, гомотетии умножения 

на элементы SES биективны; поэтому справедливы равен- 

ства М’ = SIM’ и N’ = SIN’ (n° 2, замечание 4). Аналогичным 

образом, $! (М”® №’) =М’® №. Утверждение (ii) преврати- 
лось теперь в частный случай утверждения (i). 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ. Пусть М — некоторый А-модуль и a— идеал 
в кольце А. Тогда $-А-подмодули ($) (5-!Λ), a(S-!M), 
(5-!α)|(Μ) (где j: M— SIM — каноническое отображение) и 
S-!(aM) модуля SIM совпадают. В частности, если a u b— 
два идеала в À, то (S-!a) (S~'b) =a(S—'b) = (S-!a)b = S—! (ab). 


Замечание. Пусть М, N, P— три А-модуля, f MXN 
—Р — некоторое А-билинейное отображение и $1: (S-IM) x 
x (S-!N)— 5-!Ρ-- билинейное отображение над кольцом S-IA, 
полученное из | при ‚расширении кольца скаляров до S-1A 
(Алгебра, ra IX, $ 1, n° 4, предложение 1). Пусть i: M —> SIM, 
5 N —S-!N — канонические гомоморфизмы. Очевидно, что. если 
О есть А-подмодуль модуля P, порожденный образом f(MXN), 
то S-'Q является $—!А-подмодулем модуля S-!P, порожденным 
образом (5-!ῃ (i(M) x j(N)). 


IPExIOXKEHHE 19. Пусть А — кольцо и $ — некоторая мульти- 
пликативная система в нем. 

(i) Если М и М — два А-модуля и М — модуль конечного 
типа (соответственно конечно представимый), то канонический 
гомоморфизм (гл. I, $ 2, n° 10, формула (10)) 


δι Hom ,(M, N)— Hom,-1, (S~'M, S7'N) 


UHDEKTUBEH (соответственно биективен). 
(ii) Если М’, М’ — два $А-модуля, то каноническое вло- 
жение 
| | ; 
Hom,-1,(M’, N)>Hom,(M’, N’) 


биективно. 


Так ‘как $-!А — плоский А-модуль, то утверждение (i) яв- 
ляется частным случаем предложения 11 в гл. 1, $ 2, n° 10. 
С другой стороны, в процессе доказательства предложения 3 
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° 2 уже отмечалось, что всякий А-гомоморфизм $-!А-модулей 
а есть S-IA- -гомоморфизм. Отсюда следует (ii). 


ΠΡΕΠΠΟΧΕΗΜΕ 20. Пусть A, А’— два кольца, о: À — A’ — не- 
который гомоморфизм и $ — мультипликативная система 8 А; 
пусть 6’ --ρ(5) и р’: ЗА > 5ΓΙΑ’ — гомоморфизм, соответ- 
ствующий гомоморфизму р (n° 1, предложение 2). 

(1) Для любого А’-модуля М’ существует, и притом един- 
ственный, 5—'А-изоморфизм 


: Sp (М) р (SM), 


при котором j(m’/s) = m’/o(s) для m’ GM’, $= $5. 
(1) Для любого А-модуля М существует, и притом един- 
ственный, изоморфизм S’-!A’-modyneü 


Г: (SM) ® 5—1 ($ 'А’) >57 "(М ©, A’), 


при котором j’((m/s) Θ (a’/s’)) = (т ® а’) [(6 ($) 5’). 
(i) Если рассматривать S’-!M как А-модуль относительно 


композиции гомоморфизмов iw ορ, то гомотетии умножения на 
элементы из множества $ биективны; следовательно, суще- 
ствует, и притом единственный, гомоморфизм |, обладающий 
требуемым свойством (n° 2, предложение 3). Так как р($) = S’, 
то гомоморфизм | сюръективен. Кроме того, если me М”, ses’ | 
и m’/p(s) = 0, то существует такой элемент Г ΕΞ: δ’ что t’m’ = 0; 
поскольку существует LES, для которого (=, то’ im = 0 
в модуле p,(M’) и, следовательно, m’s = 0 в $, (M’). 


(ii) Так как ($ М) ® 1, (S’-'A’)=(M®, S~'A) © -—1д [SAN 
и S’'(M @, A) =(M @, A’) 8 (S’”'A’), то существование изо- 


морфизма | следует из ассоциативности тензорного произве- 
дения, 


8. Приложения к алгебрам 


Пусть А — некоторое кольцо и В — любая (не обязательно 
ассоциативная или коммутативная, или обладающая. единицей) 
Д-алгебра; обозначим через S какую-нибудь мультипликатив- 
ную систему в кольце А. Известно, что на $-А-модуле 
S-!B= B®,S—'A каноническим образом вводится структура 
$—1А-алгебры, о которой говорят, что она получилась расшире- 
нием до 5-1А кольца скаляров (Алгебра, гл. III, $ 3), и в кото- 
рой произведение (х/$)(и/Р) равно элементу (xy)/st. Если В 
обладает единичным элементом €, TO e/l — единичный элемент Ἢ 
в алгебре S~'B, и если В — ассоциативная (соответственно ком- 
мутативная) алгебра, TO TaKOBa же и des à $18, 


4* 


$ 
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Пусть А- кольцо, М- некоторый А-модуль; обозначим 
через Т(М) (соответственно через A(M), S(M)) тензорную 
(соответственно внешнюю, симметрическую) алгебру модуля М 
(Algébre, chap. III, 3° ed.)'). Как известно, для любой комму- 
тативной А-алгебры С существует, и притом единственный, изо- 
морфизм | алгебры T(M)@,C на алгебру Т(М @,C) (соответ- 
ственно алгебры À (M) ®,C Ha Л (М @1C) и алгебры $ (М) ®,C 
на S(M®&,C)), такой, что |(х® ПИ =х®1 для хеЕМ, если 
модуль М канонически отождествить с надлежащим подмоду- 
лем в T (M) (соответственно BA (М), $ (М)) (loc. cit). В частности, 
отсюда следует, что если КЮ — мультипликативная система 
в кольце А, то имеют место канонические изоморфизмы 


R7'T (M)—> T(R™'M), R7'A(M)> A(R M), 
R~'S(M) > S(R7'M), 


которые сводятся к тождественному отображению на R-!M. 


9. Модули частных градуированных модулей 


Пусть А — градуированное кольцо, М — градуированный 
А-модуль и А — моноид степеней. В этом n° мы предполагаем, 
что A является группой. Напомним (Algébre, chap. II, æ éd. 
$ 11), что À и М являются соответственно прямыми суммами 
аддитивных групп 


А= & Ai, M= & M;, 
тЕ Δ ТЕ А 


причем А.А; < А; и AiM; < M;:; для любых i, | из группы Δ. 
Пусть $ — мультипликативная система в А, все элементы кото- 
рой однородны. Для каждого [ЕЛ мы положим $; =$5 ПА; и 
обозначим через ($—М); множество тех элементов т’ из MO- 
дуля SIM, для которых существуют элементы |, А из Δ, MEM; 


и $5 Е Sp, такие, что j—R=i un m = m/s. Если (т’ — ка- 
Ρ Зы. / ( Pepe, ες 


кое-либо конечное семейство элементов из $-—М, таких, что 
т.е ($7`'М), «» TO существуют элементы ] (9) =A, REA, me 
EM; (1<49<г) и SES», для. которых т, =т,[$ при 
l<q<r (n° 1, замечание 2). 


I) Конструкцию тензорной алгебры данного. модуля см. в Алгебре, гл. III, 
$ 4, n°6; конструкцию внешней алгебры данного модуля см. там же, § 5, n° 9. 
Что касается симметрической алгебры данного модуля, то она строится вполне 
аналогично внешней, с той лишь разницей, что факторизация проводится по 
` ядру симметрических, а не знакопеременных полилинейных функций (см., на- 
пример, [Л], гл. XVI, $ 7). — Прим. перев. 


aR 306 geh τῷ ος PT a ди ль се D ee 
PTS RER TES + У γον ey - 
εξ AT oe ; ; ae à 2 
= 5 « ; 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 21. Кольцо 5ΓΙΑ, наделенное семейством под- 
групп ((S-'A);), является градуированным; далее, модуль 
S-'M, наделенный семейством подгрупп ((S-!M),), является 
градуированным модулем над градуированным кольцом S—'A. 
При этом канонические отображения 1 u i>, однородны сте- 
пени 0. 

Пусть MEM, seS, т’е МЬ, $' Е Sy, и предположим, 
что j—k = j’—k’ =i. Тогда (m/s)—(m’/s’) = (s’m—sm’)/ss’ и 
имеют место соотношения S’m — Sm’ Е M;4r = My4r u SS’ GSp xp’. 
Следовательно, по определению (т/5)— (т’/5’) Е ($-'М);; этим 
доказано, что (S~'M);— аддитивные подгруппы модуля 6ΓΙΛΙ. 
Их сумма дает весь модуль SIM: ведь каждый элемент 
хе S-!M записывается в виде m/s, где те М, $ ЕЕ 5; элемент $ 
однороден по предположению, а т является суммой однород- 
ных элементов т;. Поэтому x есть сумма элементов m;/S, каж- 
дый из которых принадлежит некоторой подгруппе (SIM); 
Наконец, сумма подгрупп. (SIM); прямая. Действительно, pac- 
смотрим конечное семейство таких элементов Χα (1<9< п), 
что Хх Е ($-'М) ка, где индексы i(q) все различны, и предпо- 

п 


ложим, что У х.=0. Каждый элемент X, записывается в виде 
g=| | 
ха = Mals, где SESx и Т.е Мцаь; из предположений следует 


п 
существование такого ES, что 5’ Im,)=0 Если бы He все 
q=1 


произведения sS’m, равнялись нулю, TO получилось бы противо- 
речие, так как если SE Su, то SM ΕΞ Мкао-а, а индексы i(q) +d 
попарно различны: Таким образом, при всех g имеет место ра- 
венство Ха = 0. 

Непосредственно проверяется, что если ae(S-'A); и 
хе ($-!М) ‚, то ax =(S-1M);,;. Применяя этот результат к слу- 
чаю М = A, мы видим, что S—'A — кольцо, градуированное. груп- 
пами (S-1A);. Мы видим далее, что S~'M является градурован- 
ным модулем над кольцом SA. И, наконец, так как | & 4h, 
отображения ἰὴ и i, однородны степени 0. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 22. Пусть А ‘(соответственно В)— некоторое 
градуированное кольцо типа А, и пусть М (соответственно №) — 
некоторый градуированный модуль над градуированным коль- 
цом А (соответственно над градуированным кольцом В); 060- 
значим через 5 (соответственно через Т) какую-либо мульти-_ 
пликативную систему кольца А (соответственно кольца В), все 
элементы которой однородны, и пусть |: A>B такой однород- 
ный гомоморфизм степени 0, что f(S)CT; наконец, пусть 
и: M—N — некоторое А-линейное отображение, являющееся 
однородным степени κ. Тогда гомоморфизм [: 5-1Α4-»Τ-ΙΒ, 
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полученный из | (n° 1, предложение 2), будет однородным гомо- 
морфизмом степени 0 u (5“А)-линейное отображение 
u’: 5ΓΙΜ-»ΤΓ-ΙΝ, полученное из f u us u (n° 2, предложение δ), 
будет однородным степени Е. | 


Это немедленно следует из формул [(а/5) = [(а) {1 ($) и 
и’ (m/s) = u(m)/f(s). 

В заключение отметим, что если Е — некоторая epadyupo- 
ванная А-алгебра и $ — мультипликативная система в А, обра- 
зованная однородными элементами, то модуль частных STE, 
наделенный структурой ($-А)-алгебры (n° 8) и градуировкой 
(S-IE);, является градуированной ($-—А)-алгеброй, что немед- 
ленно вытекает из определений. 


Упражнения \ 


1) Говорят, что мультипликативная система $ кольца А насыщена, если 
из включения ху ΕΞ $ следуют включения хЕЗ И уе 5. 

а) Для того чтобы некоторое подмножество $ кольца А было насыщен- 
ной мультипликативной системой, необходимо и достаточно, чтобы множество 
А — $ представлялось в виде объединения простых идеалов кольца А. 


~ 


6) Пусть $ — некоторая мультипликативная система кольца A и $ — мно- 
жество таких элементов ХЕ À, для которых существует такой уеАД, что 


хуе $5. Доказать, что $ — наименьшая насыщенная мультипликативная си- 


стема, содержащая $; кроме того, множество А — $ является объединением 
тех простых идеалов кольца À, которые не пересекают $; наконец, показать, 


что для любого А-модуля М канонический гомоморфизм из S-IM в S-1M 
биективен. | 
в) Пусть 5 и Т— две мультипликативные системы кольца А. Доказать 


эквивалентность следующих двух свойств: а) $ < Т; В) для любого А-модуля 
М, удовлетворяющего соотношению S-IM = 0, имеет место равенство ТМ =0. 
(Чтобы убедиться в том, что из В) следует а), рассмотреть А-фактормодуль 
A/As, где $ = 5$.) 

2) Пусть А — некоторое кольцо и $ — мультипликативная система в нем. 
Показать, что множество И таких элементов х ΕΞ А, что $х = 0 для некоторого 
$ =, является идеалом в А. Положим A; = A/n и обозначим через δι кано- 
нический образ системы $ в Αι. Доказать, что ни один элемент из δι He 


является делителем нуля в A, и что канонический гомоморфизм S 7 |A > Sr!A, 


биективен. 

Вывести отсюда, что, для того чтобы S-!Ä было А-модулем конечного 
типа, необходимо и достаточно, чтобы все элементы системы δι были обра- 
тимы в Aj, так что в этом случае S-IA отождествляется с Αι. 

3) Пусть $ = Z* (дополнение до {0} в кольце 7), р— целое число >| и 
М — 2-модуль, равный прямой сумме всех модулей Z/p"Z для пе №. Пока- 
зать, что SIM = 0, хотя М является точным Й-модулем, и что каноническое 


отображение sz! End, (M) > End 1 à (6-! М) не инъективно. 


4) Пусть $ = Z* и М- свободный 7-модуль, обладающий бесконечным 
базисом. Доказать, что тогда каноническое отображение $! Епа, (М) > 


End 1, ($7 М) не сюръективно. Получить отсюда и из упражнения 3 


пример такого 7-модуля М, что каноническое отображение $ ' End, (М) -> 


О Е АЕ, НЕХ a ана: Е 3 NE cran 
ASC Dot = y au en ος FE rad г > N к = eR 
x a EEE à \ 
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-> End 5-17 ogee M) не является HH инъективным, ни сюръективным. 
5) Привести пример такой последовательности (P,) (-подмодулей моду- 
ля Z, что для S = Z* подмодуль δ (A Pa) отличается от Ns Ри). 
n п 


6) Привести пример такого Й-модуля М, что для 5 = Z* наряду с ра- 
венством Апп (М) = 0 выполняется соотношение Ann (S-IM) = Ω (ср. с упраж- 
нением 3). > 

7) Пусть $ — мультипликативная система кольца А; для любого семей- 


ства А-модулей (M,), =; определить канонический гомоморфизм SE II M, -» 
tel 
-» Il SM, ST A модулей. Привести пример, в котором этот гомомор- 
Les ; 
физм не является HH инъективным, ни сюръективным (ср. с упражнением 3). 
8) Пусть А — некоторое кольцо, (Sa), y — какое-либо семейство мульти- 


пликативных систем в À, и пусть RE Sj! A. Показать, что следующие 
=} oe 


два свойства эквивалентны: 0%) М — строго плоский А-модуль; В) для лю- 
бого максимального идеала 11 кольца А существует такой AGL, что 
mNSı = ©). В частности, если $ — мультипликативная система в A, то А-мо- 
дуль SIA является строго плоским лишь в том случае, когда все элементы 
из 5 обратимы, так что S-!A отождествляется с À. 

9) Пусть А — кольцо, $ — мультипликативная система в нем и 9 — неко- 
торый простой идеал в кольце А. Показать, что если Т — образ системы 
А— ав кольце частных SA, то кольцо T-!(S-!A) изоморфно кольцу S’-14, 
где 5’ — дополнение объединения тех простых идеалов кольца À, которые 
содержатся в 9 и не пересекаются с $. 

10) а) Пусть К — поле, А — кольцо многочленов K[X, У], р = (X), q = (У) 
и 5 — дополнение к pUq в А. Показать, что насыщение относительно $ 
идеала D + 1 отличается от суммы насыщений идеалов Ὁ и 0. 

6) Пусть К — поле, А — кольцо многочленов КИХ, У, 2], p = (Х)+ (2), 
д = (У) + (2) и $ — дополнение до pUq в A. Показать, что насыщение OT- 
носительно ὃ идеала Pq отличается от произведения насыщений идеалов Ÿ и 9 

11) Пусть р — простое число; каковы те идеалы кольца Z, которые на- 
сыщены относительно идеала (р)? 

12) В произвольном кольце А мы будем обозначать через 1 (а) корень 
идеала а. 

а) Показать, что для любых трех идеалов а, Ὁ, с кольца А выполняются 
_ равенства т (а + Бс) =т (а-+ 6 Пс) =т (а-+ 5) Пт (а-+ с). | 
6) Привести пример такой бесконечной последовательности идеалов (аи) 


кольца А, что т Na. --[Ὶι (an), 
n n 

*в) Привести пример главного идеала a, для которого 1 (α) не является 
идеалом конечного типа и не существует такого целого п > 0, что (х (а) "са. 
(Рассмотреть кольцо недискретного нормирования ранга 1.) „ 

13) Пусть А — кольцо. 

а) Дать другое доказательство упражнения 66) из Алгебры, гл. VIII, 
$ 6, для чего рассмотреть образы многочлена | в кольцах (A/p)[X], где р 
пробегает множество простых идеалов кольца А 

6) Пусть N — квадратная матрица порядка г над кольцом A; для того 
чтобы N была нильпотентной, необходимо и достаточно, чтобы все коэффи- 
циенты (за исключением старшего) характеристического многочлена этой 
матрицы были нильпотентными. (Для того чтобы установить необходимость 
этого условия, примените метод, аналогичный тому, который использовался 
в пункте а); для доказательства достаточности воспользуйтесь теоремой Га- 
мильтона — Kaun.) ΄ | 


А а К 
я Ἢ FR CE ar 


à 
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в) Показать, что для любой пары положительных чисел À, г существует 
такое наименьшее целое положительное число M(k,r), не зависящее OT коль- 
ца A, что из равенства № = 0 следует (Tr(N))™* τ) = 0. (Рассмотреть 
кольцо Л = Z[T;;], где Τι; — это г? переменных, матрицу À = (T;;) над Ли 


F 
элемент t= > Ти = Tr (X) из A; если а, — идеал кольца Л, порожденный 
pee | 
элементами матрицы Х*, TO покажите с помощью утверждения 6), что суще- 
ствует целое число M, для которого {" ΕΞ Ag.) 

г) Показать, что т(2,2) = 4. 

14) а) Пусть А — кольцо (не обязательно коммутативное), которое 
нётерово слева, и @ — левый идеал кольца А. Предположим, что существует 
такой левый идеал 652 0, что and =0 | 

_‹ Показать, что любой элемент AZ A является правым делителем нуля. 
(Пусть 6 0 — и некоторый элемент из В, и пусть @ = Àb + Aba +... 
... +Aba"; рассмотреть такое наименьшее целое число N, что а, = An+1.) 

6) Пусть Е — векторное пространство бесконечной размерности над полем 
Ки А — кольшо Endx (Е). Привести пример двух элементов и, Ὁ из А, таких, 
что ни U, ни о не являются правыми делителями нуля и Аи 1] Av = 0. 

T 15) Пусть X — вполне регулярное топологическое пространство, ВХ — 
его компактификация Стоуна — Чеха (Topologie générale, chap. IX, 2: éd. 
$ 1, exercice 7) !). Для всякой точки x E ВХ обозначим через W(x) максималь- 
ный идеал кольца ®(Х; В), образованный такими функциями [© @(X; В), 
что точка X является предельной для подмножества [!(0) пространства À 
(Topologie générale, chap. X, 2° 64., $ 4, exercice 15). Обозначим через % (х) 
идеал, образованный такими функциями f = &(X; В), что множество f-!(0) 
является следом на À некоторой окрестности точки x в ВХ; идеал À (x) 
равен своему корню. 

Говорят, что идеал а кольца ®(Х; В) является изолированным (соот- 
ветственно абсолютно изолированным), если для произвольной функции | > 0 
из а любая функция 6, удовлетворяющая неравенствам OS g < ff (соответ- 
ственно неравенству | £ | < À), принадлежит идеалу а (Алгебра, гл. VI, 8 1, 
упражнение 4); тогда @(X;R)/a снабжается структурой порядка (соответ- 
ственно структурой решеточного порядка ?)), согласованной со структурой 
кольца и для которой элементами >0 служат классы mod a элементов >20 
из ®(Х; В) (loc. cit.). 

а) Показать, что идеал а кольца ®’(Х; В), равный своему корню, яв- 
ляется абсолютно изолированным (если {аи |5 | < | [|], то надо рассмо- 
треть функцию, равную 0, если f(x) = 0, и равную (g(x))?/f(x), если f(x) #0). 
Для того чтобы в этом случае факторкольцо ®(Х; В)/а было совершенно 
упорядоченным, необходимо и достаточно, чтобы идеал а был простым; мно- 
жество простых идеалов кольца (X; R)/a является тогда совершенно упо- 
рядоченным относительно включения. | 

6) Для того чтобы некоторый изолированный идеал а кольца @(X;R) 
был таким, что ® (X; В) [а совершенно упорядоченно, необходимо. чтобы идеал 
а содержался в некотором единственном максимальном идеале $(х) (в этом 
случае а содержит %\(х)), и достаточно, чтобы а содержал какой-нибудь 
простой идеал (в этом случае а является ‘абсолютно изолированным) (заме- 
TATb, что из равенства fg = 0 следует, что или fe À, или ge À). 

в) Возьмем Х = В, x =O. Показать, что главный идеал, порожденный 
функцией #—|#|, содержится в Y(0) и содержит % (0), но не является H30- 


где употребляется термин «расширение Стоуна — Чеха». — Прим. ped. . 
- 2) То есть становится структурно упорядоченным в иной терминологии, — 
Прим. ред. 


1) См. также Келли Ax, Общая топология, «Наука», Μ., 1968, стр. 906, 
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лированным. Главный идеал, порожденный тождественным отображением 
[— содержится в 5 (0), содержит % (0) и является изолированным; однако 
последний идеал не является абсолютно изолированным. 

г) Показать, что если } и 9 — два простых идеала в кольце &(X; В), то 
yo=pfq (и, в частности, p?=})) и идеал p+q либо прост, либо равен 
®(Х; В). (Если +9. = @(X;R), то заметить, что идеал р +4 абсолютно 
изолирован и равен своему корню; воспользоваться пунктом а).) 

д) Для того чтобы идеал W(x) был простым, необходимо и достаточно, 
чтобы для всякой функции | © ®(Х; В) замыкание в ВХ одного из двух 
множеств [!((0, +00)), FI((—%,0)) было окрестностью точки x. Получить | 
пример, в котором идеал Ÿ(x) прост и не максимален (рассмотреть тополо- 
гическое пространство, ассоциированное с нетривиальным ультрафильтром; 
см. Общая топология, гл. I, $ 6, n° 5). | 

е) Предположим, что xX] À. Для выполнения равенства W(x) = 5 (х) 
необходимо и достаточно, чтобы всякое счетное пересечение окрестностей 
точки х в пространстве Х было окрестностью этой точки (см. Общая тополо- 
гия, гл. I, ἃ 7, упр. 7). | 

x) Показать, что кольцо ®(Х; К) можно канонически отождествить с 
полным кольцом частных кольца ®7® (Х; В). | 

16) Пусть А — топологическое кольцо (не обязательно коммутативное). 
Говорят, что топология кольца А линейна (слева), если открытые левые 
идеалы кольца А образуют фундаментальную систему окрестностей нуля.- 
Если это условие выполнено, то множество Я открытых левых идеалов в À 
удовлетворяет следующим требованиям: 

1° Всякий левый идеал кольца A, содержащий некоторый идеал и! ΕΞ 47, 
принадлежит F. 

2° Любое конечное пересечение идеалов из FY снова принадлежит F. 

3° ЕслишЕе Я иаЕЕ À, то левый идеал И, состоящий из элементов х Е À, 
таких, что ха ΕΞ ш, принадлежит 9. 

Обратно, если множество Я лезых идеалов кольца А удовлетворяет этим 
трем условиям, то существует, и притом единственная, топология, согласован- 
ная со структурой кольца А, для которой Я служит множеством открытых 
левых идеалов в А. Говорят, что такое множество Я левых идеалов является 
топологизирующим (слева). 

17) ') Пусть А — какое-нибудь (не обязательно коммутативное) кольцо 
и 9 — некоторое топологизирующее множество (упражнение 16) левых идеа- 
лов кольца А. 

а) Говорят, что некоторый А-модуль (левый) М является 7 -6eckoneuno 
малым, если аннулятор любого элемента модуля М принадлежиг 9. Если М 
является Я -бесконечно малым модулем, то таковы же все его подмодули и 
фактормодули. Если М и N — два Я -бесконечно малых модуля над кольцом А, 
то Я-бесконечно малой является и прямая сумма MON. Для того чтобы 
фактормодуль А‹/ибыл Я `-бесконечно малым, необходимо и достаточно, чтобы 
ше Я. Если (0) ЕЯ, то & -бесконечно малым является всякий А-модуль; 
если множество Я состоит из единственного левого идеала As, то всякий 
А-модуль, являющийся Я -бесконечно малым, равен 0. 

_ 6) Для любого А-модуля М существует наибольший Я`-бесконечно малый 
его подмодуль, который будет обозначаться через FM. Для любого гомомор- 
физма А-модулей и: M—N справедливо включение U(FM) < ЯМ; пусть 
Зи — отображение модуля FM в модуль ЯМ, график которого совпадает 
с графиком ограничения | ЯМ. Если имеется некоторая точная последова- 
тельность А-модулей 


0->M->N->P, 


1) Упражнения с 17 no 25 (ранее He опубликованные) нам сообщил 
П. Габриэль, µε 


€ Se ΟΣ τι ECS TS «ως HER ae 5 IE Wege ee Be Dr a een Far > u FRE ЧЕХ Pr PR fre α u cpt A Co di cb © a LE es de PIS NS ré RP ee CSP ES EE FER . 
SRE я x Ir ER male ν᾿ й (me. ar 4 CE MES der а, ee ΡΥ = a as 
F Ξ - ee, > 
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то последовательность 
F 


ОИ 


также точна. Показать, что FA, является двусторонним идеалом кольца А. 

в) Пусть и, n— два элемента множества 7, причем NIC; для любого 
левого А-модуля М каноническое вложение |: ш-> И определяет некоторый 
гомоморфизм коммутативных групп 


Um, x = Hom, (i. I) Hom, (n, M) -» Hom, (nt, M). 


Если множество Я упорядочить с помощью отношения включения, TO 
гомоморфизмы U, , будут определять индуктивную систему коммутативных 


групп, индуктивный предел которой будет обозначаться через M, я): Отобра- 
жения Uy, д составляют индуктивную систему, индуктивным пределом KOTO- 
ΡΣ 


рой является отображение (называемое каноническим) модуля М = 
= Нотл (Αε, М) в модуль M x): Аналогичным образом, если 9: M>N — 


какой-нибудь гомоморфизм левых А-модулей, то гомоморфизмы V,,— 


= Homa (1, 9) :Hom, (m, М) — Homa (int, N) образуют индуктивную систему, 
индуктивный предел которой есть гомоморфизм коммутативных групп 


Us): My) = Nry Если 0>M—>N—> P— некоторая точная последова- 


» Ό ‚7 w 
тельность А-модулей, TO последовательность 0 — М (A wk, N (A (7) 


также точна. 

18) а) Пусть А — кольцо, Я и Я — два топологизирующих (см. упраж- 
нение 16) множества левых идеалов кольца А. Обозначим через Я.Я мно- 
жество левых идеалов | кольца A, для которых существует такой левый идеал 
пе Я, что модуль n/l является Я-бесконечно малым. Показать, To -F . Я — 
топологизирующее множество; кроме того, для того чтобы некоторый А-мо- 
дуль М был Я -9-бесконечно малым, необходимо и достаточно, чтобы суще- 
ствовал такой -9`-бесконечно малый подмодуль М’ модуля М, что модуль 
M/M’ Я-бесконечно мал. Показать, что закон композиции (9,9) 9.9 
в множестве топологизирующих множеств левых идеалов кольца А ассоциа- 
тивен. 

Мы говорим, что множество F идемпотентно, если Я.Я =F. 

6) Показать, что множество Я.Я содержит все идеалы вида Mt: И, где 
me ипеЯ. | 

в) Пусть К — поле, а В — кольцо многочленов с коэффициентами в К от 
бесконечной системы переменных (Х;) (120). Пусть 6 — идеал кольца В, 
порожденный элементами X;X; (1=]), и пусть А — кольцо B/b, Е; — класс 
mod 6 элемента X;, и! — идеал в À, порожденный классами &;. Возьмем в ка- 
честве Y множество тех идеалов, которые содержат некоторую степень 
идеала nt. Показать, что F — топологизирующее множество и сбдержит про- 
изведение любых двух своих элементов, однако само оно идемпотентным не 
является. 
о Г) Предположим, что А — коммутативное кольцо и Я — топологизирую- 
щее множество таких идеалов кольца À, что любой ше Я содержит неко- 
торый идеал ne Я конечного типа. Показать, что если произведение любых 
двух идеалов из F принадлежит FY, то Я идемпотентно. 
| { 19) Пусть Я — множество левых идеалов кольца А; допустим, что F 
топологизирующее и идемпотентное (упражнения 16 и 18). 

а) Показать, что если ше, NEF и ие Номад (и, Αι), то и1(ш) Е 7 
(рассмотреть точную последовательность 0->и/и-! (и) > Alu (и) > А./и-0). 
Для любого А-модуля М и любого гомоморфизма v = Нотл (in, М) обозна- 
чим через и.о канонический образ в Муз) (упражнение 17в)) композиции 


ΣΡ) 
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и о 
гомоморфизмов и-! (1) —> ш—> М. Показать, что отображение (u,v)—+ 
—>wu-v является С-билинейным и ему соответствует -линейное отображение 


Pn, n° Hom, (и, А.) ©, Hom, (nt, M) > M7. 


Эти отображения образуют индуктивную систему, и ее индуктивный предел 
канонически соответствует некоторому -билинейному отображению 


$: Aig) Х Mg) > Mg 


Показать, что если M =А., το ф представляет собой внутренний закон KOM- 
позиции, который превращает AZ) в кольцо, и каноническое отображение 


А-> Ag, является гомоморфизмом колец. Для любого левого А-модуля М 
отображение ф задает внешний закон, определяющий на М (я) структуру ле- 
вого Αἱ ;)-модуля. Относительно этой структуры (и относительно канониче- 
ского отображения A À) каноническое отображение М -> Mz) является 


гомоморфизмом А-модулей. 
6) Если i: М > М\;)-— канонический гомоморфизм, то показать, что 


Ker (1) = ЯМ и что А-модуль Coker (1) = М χη! (М) является Я -бесконечно 


малым. 
в) Для любого левого А-модуля М обозначим через M. левый А-модуль 


(M/F М) (gy а через j y — каноническое отображение-композицию 
М > MFM > Мх; 


тогда Ker(j,)=FM и А-модуль Coker (j„)=Mg/iy (M) является F -бес- 


конечно малым. 

Пусть u: P—+ M, h: PQ — такие гомоморфизмы А-модулей, что Ker(h) 
и Coker(h) являются Я -бесконечно малыми модулями; показать, что суще- 
ствует, и притом единственный, А-гомоморфизм 9: Q -> My, дающий комму- 


тативную диаграмму 
Р— М. - 
ом 
Qa” М; 
(Сначала надо свести все к случаю, когда A инъективен; после этого, ото- 
ждествив Р с некоторым подмодулем в ©, заметить, что для любого x HQ 


существует такой идеал ше Я, что mx CP; затем надо сопоставить эле- 
менту X канонический образ в M композиции гомоморфизмов 


m—~> nix > Р 45 М > M/F М.) 


г) Показать, что для любого гомоморфизма А-модулей и: М > М суще- 
ствует единственный гомоморфизм из: Mg >N gz, дающий коммутативную 


диаграмму 


М sce ει 
in| lin 
у 


MS ag NF 
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и о 

(использовать a), 6) ив)). Показать, что если 0-—> М —> М —>Р— некоторая 
точная последовательность А-модулей, то последовательность 0 -> Mg ——> 
М.Р 

F—> TE также точна (заметить, что отображение M/¥M + N/FN, no- 
лучаемое из и при переходе к фактормодулям, инъективно). 

Показать, что отображения jy zu (J м) совпадают и являются изо- 
морфизмами (следовательно, ЯМ; = 0). Если N’ — некоторый А-подмодуль 

ο] / / 

B Mg. то (in (N Ve канонически отождествляется с Ng (заметить, что 


если положить № = fi (№), то модуль № lin (№) будет Я -бесконечно малым). 
д) Пусть М — левый А-модуль, φ: АЖ Μ-» М — некоторое 2-билиней- 
ное отображение` (а, т) > ат. Показать, что существует, и притом един- 
ственное, 7-билинейное отображение фз: Ag X Mg Му, определяющее 
коммутативную диаграмму 


AXM 5. Μ 


--------» 


ТА ΧΑ im 
Pr Υ 


Таким образом, на Ag определяется структура кольца, а на Mg — 

структура левого А ;-модуля. Если u: M— N — некоторый гомоморфизм 
» \ В 

А-модулей, то ug: Mg > Να представляет собой гомоморфизм А; -моду- 
лей. Для того чтобы при любом А-модуле М отображение и > из из 
Hom, (M, N) в Hom, > (Mz. Nz) было биективным, необходимо и доста- 
точно, чтобы отображение fy было биективным. 

е) Возьмем в качестве А кольцо многочленов К[Х, У] над полем К, а 8 
качестве Я — множество (топологизирующее и идемпотентное) идеалов коль- 
ца A, содержащих некоторую степень идеала = (Х)-+ (У). Если М = А/АХ 


и если и: À —> М — каноническое отображение, то показать, что отображение 
ug: Ag >Mg He сюръективно. (Показать, что А; отождествляется с A, 


а Му —с КГУ, 1/Y], где Ур— класс элемента У в М, так что XY=0 и 
X(1/Y) = 0.) | 

x) Считая, что ZIM=Mgliy(M), показать, что для любой точной по- 
следовательности А-модулей 0 —> М > М > P > 0 имеет место точная после- 
довательность 0 -» “М -» ЯМ > ЯР > FIM - FIN > F'P (воспользоваться 
змеевидной диаграммой). | 

3) Пусть Я” — множество левых идеалов Г кольца Ag, для которых 
(AZ) fl является 9 -бесконечно малым А-модулем. Показать; что Я” пред- 
ставляет собой множество левых идеалов кольца Аз, содержащих j4(nt), 
где и = 7° (воспользовавшись точной последовательностью из г); заметить, 
что M = Аз для любого ш ΕΞ F, следовательно, модуль Ag /j, (NM) является 
Я-бесконечно малым). Для любого А ;-модуля М’ имеет место равенство 
FM’ = F'M’ (здесь M’ рассматривается как А-модуль относительно отобра- 
жения ja). Кроме того, множество Я” — топологизирующее и идемпотентное, и 
My канонически отождествляется с My. 

20) Пусть Я — топологизирующее и идемпотентное множество левых 
идеалов некоторого кольца А | 

а) Предположим, что любой идеал из Я содержит некоторый идеал 
конечного типа, также принадлежащий Я. Пусть М — некоторый А-модуль, a 
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(№,), =:- семейство подмодулей модуля М, снабженное возрастающей филь- 

трацией, объединение элементов которого равно М. Показать, что M яв- 

ляется объединением А ;-подмодулей (М№,) ;.В частности, для любого семей- 

ства А-модулей (Mj), =г модуль (‚© Mn.) канонически изоморфен модулю 
F 


AGL 
M . 
& ( Wer 


6) Допустим, что выполнены условия пункта a) ‘и, кроме того, для лю- 
бого сюръективного гомоморфизма А-модулей и: M—N гомоморфизм 
ит: Mg >Ng сюръективен. Тогда каноническое отображение Ag © y M -> 
— Mz, определенное с помощью внешнего закона Ha А;-модуле M, яв- 
ляется изоморфизмом А ;-модулей (свести к случаю, когда М — свободный 
модуль); кольцо Ag есть плоский левый А-модуль и левые А --модули совпа- 
дают с такими левыми А-модулями M, для которых отображение jm: M— М; 


биективно. 
в) Предположим, что кольцо А является бесконечным произведением 
колец II A,; обозначим через €, единичный элемент кольца A, и возьмем 
ie] 
в качестве Я множество левых идеалов кольца À, содержащих двусторонний 


идеал a= (3 А, (кольца А, канонически отождествляются с идеалами в À). 
El 
Показать, что для любого левого А-модуля М модуль М у можно отожде- 


ствить с произведением [] (em) и, в частности, А; = À. Получить отсюда, 
el 

что для любого сюръективного А-гомоморфизма и: M— N гомоморфизм 

ug: Mg >Ng также сюръективен; привести, однако, примеры таких А-мо- 

дулей M, что гомоморфизм jm не биективен. 

г) Предположим, что выполнены условия пункта а) и, кроме того, допу- 
стим, что А — коммутативное кольцо. Показать, что если модуль М является 
Я -бесконечно малым, то Му) = 0. | | 

21) Пусть А — коммутативное кольцо, F — идемпотентное топологизирую- 
щее множество идеалов кольца А. 

а) В этих условиях кольцо À 7 коммутативно (заметить, что если Ш © F 
иие Homa (in, А), то u(m?) сш; если Ὁ — второй элемент из Homa (nt, A), 
то показать, что v(u(xy)) = и(9(ху)) при хеш, yen). 

6) Пусть Я” — семейство таких идеалов Г кольца Ay, что Аз/Г является 
Я -бесконечно малым (упражнение 193)). Показать, что отображение  -» р; 


является биективным отображением множества простых идеалов Ὁ кольца А, 
не принадлежащих Я, на множество простых идеалов кольца Аз, не при- 


надлежащих 7’. (Показать сначала, что если кольцо А целостное, то таким 
же будет и À gM воспользоваться замечанием, аналогичным замечанию пунк- 


та а); далее воспользоваться точной последовательностью из упражнения 19r), 
для того чтобы установить простоту идеала р. Напомним, что если jy’ — 


простой идеал из Аз, не принадлежащий Я’, и y =j7! (y’), TO δ΄ =P.) 

в) Пусть В — некоторая А-алгебра и Я — множество таких левых идеа- 
лов | из В, что модуль B,/l является Я -бесконечно малым. Показать, что % 
есть множество левых идеалов В, содержащих идеал вида B-m, где ше $9; 
получить отсюда, что множество 9 — топологизирующее и идемпотентное; 
кроме того, установить, что для любого В-модуля М№ справедливо равенство 
FN = ΘΝ, причем N 7 канонически отождествляется с Ng, 


г) Пусть $ — мультипликативная система кольца А, и пусть Я — множе- 
ство идеалов из A, пересекающих $. Показать, что F — топологизирующее 
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и-идемпотентное и что для любого А-модуля М модули M4) и Му канони- 


чески отождествляются с SIM (заметить, что каждый идеал из Я содержит 
некоторый главный идеал As, где $ = $5). 

Ч 22) Пусть А — некоторое. кольцо (не обязательно коммутативное), H 
пусть $ — мультипликативная система в А 


а) Пусть Я — множество таких левых идеалов [ кольца À, что при 
любом a = А существует элемент S@S, для которого sacl; из этого, в 
частности, следует, что INS = (0). Показать, что множество Я — тополо- 
ътизирующее и идемпотентное. 

6) Пусть В — некоторое кольцо и ф: А-В — гомоморфизм колец. Мы 
говорим, что пара (В, ф) является левым кольцом частных кольца A со зна- 
менателями в системе $, если удовлетворяются следующие условия: 

Г) Если φ(α) = 0, το sa = 0 для некоторого $ = 5. | 

II) Если $ = 5, то элемент ф($) обратим в В. 

ПГ) Любой элемент из В имеет вид (ф(5))-!ф(а), где AEA. 

Показать, что следующие свойства эквивалентны: 

а) Кольцо А обладает левым кольцом частных со знаменателями в си- 
стеме 5. 

В) Выполняются следующие условия: 

Bi) для любых $ ES, a = À существуют такие элементы ES и δ Е À, 
yro la =:bs; 

Bo) если ae A и sE S удовлетворяют равенству as = 0, то существует 
элемент ES, для которого ta = 0. 

y) Канонические образы элементов из ὃ в Ag обратимы. 

Кроме того, из этих свойств вытекают следующие: 

6) Главные идеалы As, где $5 ео, принадлежат Я u каждый идеал 
me содержит некоторый из этих главных идеалов. 

ε) Левый аннулятор любого элемента $ ΕΞ δ содержится в FAS. 


2 h 
с) Для любой точной последовательности А-модулей 0-> М —> М > 
hE PF 
—> P — 0 последовательность 0 -» М; ——>Ng ——> Pz—>0 точна. 
(Надо показать, что α) = В) = y) = a). Чтобы установить импликацию 
\) => a), заметьте, что для любого А-модуля М и всякого x= M суще- 


ствует такой элемент SE 5, что sx = 0. Для того чтобы установить, что из В) 
следует у), докажите сначала, что из В) следует ὃ), =) и 6). Чтобы показать, 
что из В) следует 6), установите при помощи ὃ), что если MEF и 
‘ие Нот, (πι, P/FP), ro существуют элемент SES, удовлетворяющий 
условию As Cm, и гомоморфизм v @Homa(As,N/FN), для которых диа- 
грамма 
о 

Ας —> N/FN 

i Io 

Y у 

nt > P/F P 
коммутативна, если {— каноническое вложение и Pp’ — отображение, полу- 


чаемое из р при переходе к фактормодулям. Наконец, рассмотрите для лю- 


бого 5 Е $ точную последовательность 


-0>М№-> 4" А-> A/As 0, 


в которой Ws — это гомотетия A—As; далее надо использовать €), б) и 
упражнение 4 из Алгебры, гл. I, $ 8.) 

в) Вывести из пункта 0), что если А обладает левым кольцом частных 
(В, Ф) со знаменателями в системе $, то это кольцо обладает следующим 
_ универсальным свойством: для всякого гомоморфизма колец [: AC, при 
котором f(s) обратим в С для любого элемента $ = $, существует, и притом 


BEER 
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единственный, гомоморфизм g: BC, удовлетворяющий равенству f = ge φ. 
В частности, кольцо В канонически ‘изоморфно Аз. 


г) Аналогичным образом определяется правое кольцо частных кольца А 
со знаменателями в мультипликативной системе $5. Вывести из в), что если 
одновременно существуют правое`и левое кольца частных кольца ᾿Α со зна- 
менателями в S, то эти кольца изоморфны. 

д) Пусть Е — векторное пространство над полем К, (е,), = ‚— некоторый 


базис в E u T — тензорная алгебра пространства Е.”Пусть J — непустое под- 
множество множества /, отличное от J, а $ — мультипликативная система 
алгебры Т порожденная теми ei, для которых ἰΕΞ.. Показать, что Т He 
обладает ни левым, ни правым кольцом частных CO знаменателями в 5. 

е) В обозначениях пункта д) будем считать, что / = N, и рассмотрим 
факторкольцо А кольца Т по двустороннему идеалу, порожденному элемен- 
тами ef и ве; —е; 16, для любого i>0 и ее; —е;е; для i>0, j > 0. 
Пусть 5’ — мультипликативное множество, порожденное каноническим обра- 
зами элементов €; в А для i > 0. Показать, что А обладает левым кольцом 
частных со знаменателями в системе S’, HO не имеет правого кольца частных 
со знаменателями в этой же системе. 

ж) Допустим, что А обладает левым кольцом частных со знаменателями 
в 5. Пусть R обозначает следующее отношение на множестве $ Х А между 
(5, х) и (БИ): «существуют такие ге $, ue À, ve À, что г = us = vt и что 
ux = vy». Показать, что À — отношение эквивалентности, и определить Ha MHO- 
жестве В = ($ХА)/В такую структуру кольца, чтобы пара, образованная 
системой 5 и отображением ф: А — В, переводящим x € À в класс элемента 
(1, x), была левым кольцом частных кольца A со знаменателями в системе 5 
(воспользоваться тем фактом, что для $5 Е З Ἢ {ΕΞ δ существуют такие u € À 
и ve À, что г == us = vt принадлежит $). (Случай $ = А — {0} сравните с 
упражнением 8 из Алгебры, гл. I, $ 9.) 

23) а) Пусть А — нётерово слева кольцо без делителей нуля. Показать, 
что À обладает левым телом частных (воспользоваться упражнением 14а), 
для того чтобы показать, что условие В, упражнения 226) выполняется для 
$ = À — {0}). 

6) Пусть А — кольцо, нётерово слева и справа и He имеющее делителей 0. 
Показать, что любой левый А-модуль М конечного типа, всякий отличный от 
нуля элемент которого свободен, является подмодулем некоторого свободного 
А-модуля. (Вложить каноническим образом М в К aM, где К — тело част- 
ных) (левое или правое) кольца А, рассматриваемое как правый А-модуль; 
если (х;)— базис левого векторного К-пространства К 69 АМ, то показать, 
что существует а==0 в кольце A, для которого модуль М содержится в 
А-подмодуле пространства К © aM, порожденном элементами qa’ix;.) 

ФТ 24) Пусть А — кольцо, коммутативное или. нет, и Я — множество ле- 
вых идеалов | кольца A, таких, что [] ш=Е0 для любого левого идеала 
520 из À. 

Для включения [е= Я необходимо и достаточно, чтобы для любого эле- 
мента а -=0 кольца А существовал такой элемент b Е А, что ba 0 и bae I. 
Любой идеал | множества Я содержит левый цоколь кольца А (Алгебра, 


гл. VIII, $ 5, упражнение 9), а если À артиново, то Я образовано идеалами, 


содержащими левый цоколь кольца А 


а) Показать, что Я является топологизирующим множеством (упражне- 
ние 16). Вывести отсюда, что множество а тех элементов а = À, для которых 
[а = 0 при некотором ἴ = Я (это объединение правых аннуляторов идеалов 
Ге) является двусторонним идеалом в А, который не содержит ни одного 
идемпотента. Если А — нётерово слева кольцо, то показать, что а — нильпо- 
тентный идеал (доказать сначала, что нильпотентен любой элемент AQ Ea и 
рассмотреть левые аннуляторы элементов A”; затем применить ᾿ упражне- 
ние 266) из Алгебры, гл. VIII, $ 6). Ὃν 
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Пусть К — поле, а В — кольцо многочленов с коэффициентами из К от 
переменных У и X; (>21). Пусть 6 — идеал кольца В, порожденный эле- 
ментами Х;Х; (15=]) и УМХ, и пусть А — факторкольцо В/б. Показать, 
что в кольце А только что определенный идеал а содержит класс элемента 7, 
не являющийся нильпотентным элементом. 

6) Показать, что для всякого левого идеала Ш кольца А в А существует 
такой левый идеал И, что Ш] п=0 um+neF¥F, (Выбрать в качестве и 
идеал, максимальный среди идеалов {, для которых ML = 0.) 

B) Кольцо А называется чистым (слева), если двусторонний идеал а, 
определенный в пункте а), равен 0. Когда это имеет место, множество Я 
идемпотентно. (Пусть ἴ, mt, и — такие левые идеалы кольца À, что NEF, 
[сии и/ является Я-бесконечно малым, а ш #0. Если x0 принадлежит 
идеалу и! [] и, то существует такой идеал te, что τχς [[] м.) 

4] 25).Сохраняя обозначения упражнения 24, будем считать, что À — 
кольцо, чистое слева. - 

а) Показать, что каноническое отображение [ A Α-» À я инъективно, бла- 
годаря чему можно отождествить кольцо А с некоторым подкольцом коль- 
ца Ag. Пусть Я” — множество таких левых идеалов Г кольца Аз, что 


= A я; Показать, что множество F ’ совпадает с множеством тех левых 
идеалов Г кольца Ag, для которых ГПиг 0 при любом левом идеале 
ИГ £0 кольца Az. (Показать сначала, что для каждаго левого идеала и!’ == 0 
из Ag имеет место неравенство A П иг ==0; с. другой стороны, заметить, что 


идеалы Г = Я” — это в точности левые идеалы из Az, содержащие некоторый 
идеал ШЕЕ ¥.) Показать, что кольцо А g Чисто слева. 
6) Показать, что Ag является инъективным А-модулем, τ. е. (Algebre, 


chap. II, 3° éd., 6 2, exercice 11) !), что для всякого левого идеала | кольца А 
и всякого гомоморфизма u = Нотл (1, (Ag)s) существует такой элемент 
а’ +Е Ар, что u(x) = ха’ для любого x El. (Воспользоваться упражнением 246) 


и упражнением 19в).) Получить отсюда, что, любой эндоморфизм А-модуля 
Ag имеет вид и: х—> ха’, где a’ GAg (обратить внимание Ha, то, что 


Hom, (А, Ag) = Hom, pe (Ag. Аз) в силу упражнения 19д)); кроме того, 


имеет место равенство Кег(и) = (Ker(u)) ¢. 

в) Показать, что для любого левого идеала | кольца А кольцо [у яв- 
ляется прямым слагаемыме в Аз. (Пусть ит — левый идеал кольца А, такой, 
что ШПТ = 0 иш-+ Те Я; продолжить проекцию идеала ш--Т на ш, равную 
нулю Ha № до эндоморфизма р кольца Аз; показать, что р?=р и что 
Κετ(ρ) =1z.) | 

г) Показать, что А я — абсолютно плоское кольцо (гл. I, $ 2, упражне- 
ние 17). (Свести рассмотрение к случаю, когда А = Ag. Если и — эндомор- 
физм левого А-модуля As вида х-—>ха, то Кег(и) = (Кег(и)) z и, следова- 


тельно, Кег(и) обладает дополнительным идеалом Шв As; заметить, что Пт (и) 
изоморфен Mt, а потому инзективен (Algébre, chap. II, 3° éd., $ 2, exercice 11) 2); 
по этой причине Im(u) является прямым слагаемым модуля As (там же). 
В заключение воспользоваться упражнением 13 из Algébre, chap. II, 3° éd. 


$ 1. | 
-. $26) а) Показать, что всякое кольцо Цорна (Алгебра, гл. VIII, 8 6, 
упражнение 13) без ненулевых нильпотентных идеалов чисто слева; в частности, 


`1) См. также [КЗ], гл. I, $ 3, теорема 3.2, или [Л], стр. 113. — Прим. перев. 
Ὁ См. также [KO], гл. I, $ 3. — Прим. перев. Ἢ 
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всякое абсолютно плоское кольцо чисто слева; то же можно сказать и о при- 
митивном кольце, цоколь которого отличен от 0. 

6) Пусть А — примитивное слева кольцо, цоколь которого не равен нулю; 
показать, что если А’ представляется как плотное подкольцо кольца эндомор- 
физмов некоторого векторного пространства Епар(У) (Алгебра, гл. VII, $5, 
упражнение 10), то кольцо Аз, соответствующее А (упражнение 25), изо- 


морфно кольцу End, (У). 

в) Показать, что всякое квазипростое кольцо А (Алгебра, гл. VIII, $ 5, 
упражнение 5) чисто слева и справа и что соответствующее кольцо Аз квази- 
просто. Получить отсюда, что для всякого кольца В, отличного от 0, суще- 
ствует гомоморфизм φ: B—+R в кольцо R, являющееся квазипростым, a6co- 
лютно плоским и обладающее тем свойством, что Rs является инъективным 
К-модулем. 

г) Пусть А — нётерово слева кольцо, не имеющее нильпотентных идеалов. 
Показать, что А чисто слева и что соответствующее кольцо Ag является 
простым («теорема Голди»; воспользоваться упражнением 24а) и, с другой 
стороны, применить упражнение 7 из Алгебры, гл. VIII, 6 2, с учетом того, 
что в абсолютно плоском кольце Ag не может существовать бесконечного 
семейства ортогональных друг другу идемпотентов, так как в противном слу- 
чае А содержало бы бесконечную прямую сумму левых идеалов, отличных от 0). 
Показать, что если элемент SE Ä не является правым делителем нуля в À, 
то он обратим в Ари наоборот; множество ὃ таких элементов составляет 
мультипликативную систему в А. Показать, что Я является множеством 
левых идеалов кольца À, пересекающих S (для того чтобы увидеть, что 
идеалы, пересекающие $, принадлежат Я, следует заметить, что элементы 
из 5 не являются левыми делителями нуля в А; для того чтобы увидеть, что 
каждый идеал Ге Я содержит некоторый элемент из $, надо представить 
Ag как кольцо эндоморфизмов некоторого векторного пространства E раз- 


мерности п и индукцией по п определить такие элементы Wj, ..., Un из |, что 
uiu; =0 для j “Ги и = 0, причем и; имеет ранг 1; наконец, нужно пока- 
зать, что ядро отображения S=U +... + Un равно нулю). Получить orT- 
сюда, что пара (Аз, i ia) является левым кольцом частных кольца A со зна- 


менателями в системе 5 (упражнение 22). 

27) а) Пусть А — коммутативное кольцо, М — некоторый точный А-мо- 
дуль конечного типа. Показать, что если @ и В — такие два идеала из А, что 
aM = EM, το корни идеалов @ и В равны (воспользоваться следствием 2 пред- 


ложения 4 n° 2). 

6) Вывести из пункта а), что если у — простой идеал конечного типа 
в целостном кольце À, то у" = у" при т =Е п. 

в) Пусть К — поле и А — кольцо многочленов К[Х, У] от двух переменных. 
Пусть в кольце А через ἃ обозначен идеал ΑΧ! + АХЗУ + AXY3 + АУ“ и че- 
рез ὃ — идеал а + АХ?У?; показать, что В  @ и что 5 =а?. 


$ 3. Локальные кольца. Переход от локального случая 
к глобальному 


1. Локальные кольца 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть А — некоторое кольцо u [— множе- 
ство необратимых элементов в А. Тогда множество’ | представ- 
ляет собой объединение идеалов кольца A, отличных от са- 
мого А. Кроме того, следующие условия эквивалентны; 

а) множество I является идеалом; 
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6) множество идеалов кольца A, отличных от самого À, 
обладает наибольшим элементом; 
в) кольцо А имеет единственный максимальный идеал. 


Действительно, включение хе![ эквивалентно тому, что 
|1 Е ΧΑ, следовательно, хА #A. Если а— идеал кольца A, не 
равный А, и x Ga, то ХА Ca, следовательно, хА == А и ΧΕΙ. 
Поэтому каждый идеал, отличный от A, содержится в | и каж- 
Abid элемент x @/ принадлежит главному идеалу хА Æ А. Это 
доказывает первое утверждение и дает все необходимое для 
того, чтобы отсюда немедленно получилась эквивалентность 
свойств а), 6) ив). 


Замечание. |). Отметим, что если выполнено в), то | 
является радикалом кольца А (Алгебра, гл. VIII, $ 6, n° 8, 
определение 3). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Кольцо А называется локальным, если оно 
удовлетворяет эквивалентным условиям а), 6), в) предложе- 


ния 1. Факторкольцо локального кольца А по его радикалу (KO- 


торый в этом случае равен единственному максимальному 
идеалу в А) называется полем вычетов кольца А. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть A, В — два локальных кольца, м, n — 
их максимальные идеалы соответственло. Гомоморфизм и: À — В 
‘называется локальным, если U(M) CN. 


Это равносильно тому, что и-! (п) = м, так как и! (и) — это 
идеал, содержащий M и не содержащий |, τ. е. равный πι. При 
факторизации из локального гомоморфизма и каноническим об- 
разом получается инъективный гомоморфизм A/m— B/n поля 
вычетов кольца А в поле вычетов кольца В. 


Примеры. 1) Поле является локальным кольцом. Кольцо, 
состоящее из одного лишь 0, не является локальным. 

2) Пусть А — локальное кольцо и Е— его поле вычетов. 
Тогда кольцо формальных степенных рядов B = Α|Χι, ..., Χα] 
является локальным, поскольку необратимые элементы в В 
представляют собой те степенные ряды, свободный член кото- 
рых необратим в А (Алгебра, гл. ТУ, $ 5, n° 6, предложение 4). 
Каноническое вложение кольца А в кольцо В является локаль- 
ным гомоморфизмом, а соответствующее вложение полей ΒΡΙ- 
четов — изоморфизмом. - 

3) Пусть b — какой-нибудь идеал произвольного кольца À, 
содержащийся лишь в одном максимальном идеале M. Тогда 
A/b — локальное кольцо с максимальным идеалом M/b и с полем 


вычетов, канонически изоморфным полю А/м. В частности, это 


наблюдение можно использовать в ο μας $ = m*, где м — какой- 
нибудь максимальный идеал в А ($ 1, n° 1, следствие из пред- 
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ложения 1). Если А — локальное кольцо с максимальным идеа- 
лом M, то для любого идеала b == А кольца А факторкольцо A/S 
является локальным, канонический гомоморфизм À — Αθ лока- 
лен, а соответствующий гомоморфизм полей частных биективен. 

4) Пусть Х — топологическое пространство, хо — некоторая 
точка в нем, А — кольцо ростков в точке хо числовых функ- 
ций, непрерывных в некоторой окрестности точки хо (Общая 
топология, 1968, гл. I, $ 6, n° 10). Очевидно, что, для того чтобы 
росток в точке хо некоторой непрерывной функции [ был обра- 
тим в A, необходимо и достаточно, чтобы [ (хо) == 0, ибо из этого 
условия следует, что f(x) #0 в некоторой окрестности точки хо. 
Таким образом, А — локальное кольцо и его максимальный 
идеал M состоит из ростков функций, равных нулю в Xo. При 
факторизации отображение g—g(X) кольца А в поле Belle: 
ственных чисел В дает изоморфизм поля вычетов A/m на поле В. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть А — кольцо u у— его простой идеал: 
Тогда кольцо частных Ay локально; его максимальный идеал 
равен идеалу PA; =}, порожденному каноническим образом 
идеала у в Ay. Поле вычетов кольца Ay канонически изоморфно 
полю частных целостного кольца А]. 


В самом деле, пусть $ = À — у, и пусть 7: À — Ay — канони- 
ческий гомоморфизм. Из простоты идеала у следует, что отно- 
сительно системы S он насыщен, следовательно, j—'(pAy) = p 
($ 2, n° 4, предложение 10), и, так как идеалами, не пересекаю- 
щимися с δ, являются идеалы, содержащиеся в }, первые два 
утверждения — это частные случаи предложения 11 (ii) из $ 2, 
n° 5. Кроме Toro, если f — канонический гомоморфизм А - A/y, 
то ](5) совпадает с множеством отличных OT нуля элементов 
целостного кольца A/~, так что последнее утверждение является 
частным случаем предложения 11 (1) из $ 2, n° 5. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть А — любое кольцо и у— его простой 
идеал. Кольцо А, называется локальным кольцом кольца А 
в } или, если можно не опасаться путаницы, локальным коль- 
yom идеала $}. 


Замечание. 2) Если А — локальное кольцо и ш— его 
максимальный идеал, то элементы из А —ш обратимы (пред- 
ложение |), так что Am канонически отождествляется с А ($ 2, 
n° |, замечание 5). | 

Примеры. 5) Пусть р — простое число. Локальное кольцо 
Zp) представляет собой множество рациональных чисел a/b, 
в которых a, D — целые рациональные числа, причем 6 взаимно 
просто с р. Поле вычетов кольца Zip) изоморфно простому полю 


F, = Z/(p). 


= 
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*6) Пусть У — аффинное алгебраическое многообразие, А — 
кольцо регулярных функций на И, W — некоторое неприводи- 
мое подмногообразие в У и у— идеал (обязательно простой) 
кольца À, состоящий из функций, равных нулю в каждой точке 
на №. Кольцо Ap называется локальным кольцом подмногооб- 
разия W на V. x 


_ ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть А — кольцо, у— простой идеал в А 
и S=A—y. Для всякого идеала № кольца Ay, отличного от 


самого Ay, обозначим через b идеал (5): (’) кольца A, так что 
i= bAy. all | 


(i) Пусть | — канонический гомоморфизм À — Ар. Тогда го- 
моморфизм кольца Ay в кольцо (A/6), 155 канонически ассоцииро- 
ванный с | (8 2, n° |, предложение 2), сюрзективен и его ядро 
равно №. Этим определяется при переходе к факторкольцам 
канонический изоморфизм Аз’ на (Alb), 


(ii) Отображение 5’ >b = (iS) ο), ограниченное на MHOME- 


ство простых идеалов кольца Ay, является изоморфизмом (отно- 
сительно отношения включения) этого множества на множе- 
ство простых идеалов кольца À, содержащихся в идеале $. 
Если 5’ — простой идеал в Ay, то существует некоторый изо- 
морфизм кольца A, на кольцо (Ау),, который переводит эле- 


мент als в элемент (α/1)/(5/1), AGA, se А— В. 


Это не что иное, как частный случай предложения 11 
SANS. 

Замечания. 3) Если а— идеал кольца À, He содержа- 
щийся в у, то AA, = Ay и (4/1), -- 0 ($ 2, n° 5, замечание). 

4) Пусть А, В — два кольца, р: À — В — некоторый гомо- 
морфизм, 4 — простой идеал B u p = p~'(q)— простой идеал в А. 
Так как о(А — у) < В — 94, то по гомоморфизму р канонически 
строится гомоморфизм pr: А» >В. (8 2, n° 1, предложение 2) 
и немедленно проверяется, что Pa(pAr) <9В.. Следовательно, 
отображение р, — локальный гомоморфизм. 


2. Модули над локальным кольцом 


ПрРЕдложЕНИЕ 4. Пусть А — кольцо, не обязательно комму- 
тативное, м — правый идеал кольца A, содержащийся в его 
радикале, и М — левый А-модуль. Допустим, что выполнено 
одно из следующих условий: 

(1) М — модуль конечного типа. 

(ii) m — нильпотентный идеал. 

Тогда из равенства (Aulm) ® АМ = 0 следует, что М = 0, 
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Это утверждение в случае предположения (i) есть не что. 
иное, как следствие 3 предложения 6 в Алгебре, гл. VIII, § 6, 
n° 3. С другой стороны, равенство (Aa/m) ® AM = 0 эквивалент- 
но тому, что M=mM, и из него поэтому следует равенство 
М = "М при любом целом п>0. Отсюда получается утвер- 
ждение и в случае предположения (ii). 


СлЕДсСТВИЕ 1. Пусть А — кольцо, не обязательно KOMMYTATUB- 
ное, м — какой-либо правый идеал, содержащийся в радикале 
кольца À, М u М— два левых А-модуля и и: M — N — некото- 
рое А-линейное отображение. Если N — модуль конечного типа 
(или если m-— нильпотентный идеал) и если отображение 
1 Qu: (Am) © АМ > (Азат) © АМ сюрзективно, то сюрзективно 
и отображение и. 


Действительно, модуль (Ag/m)® A(N/u(M)) канонически 
изоморфен модулю ((Aa/m) ® АМ) Лт (1 Qu) (Algébre, chap. II, 
3 éd., ἃ 3, n° 6, corollaire 1 de la proposition 6')). Поэтому из 
предположения следует, что (Ag/m) ® A(N/u(M))= 0, и, следо- 
вательно, в силу предложения 4, №/и(М) = 0. 


СледствиЕ 2. Пусть А — кольцо, не обязательно KOMMYTA- 
тивное, M — двусторонний идеал, содержащийся 8 радикале дан- 
ного кольца, М — левый А-модуль и (x,), =, — некоторое семей- 


ство элементов модуля М. Если М — модуль конечного типа (или 
если м — нильпотентный идеал) и если элементы 1 Wx, (LET) 
порождают левый (А|м)-модуль (Alm) © АМ, то элементы x 
порождают М. 


В самом деле, пусть (e,), =, — канонический базис левого 


D 
А-модуля А’. Тогда достаточно применить следствие | к А-ли- 
o 1 © 
нейному отображению u: As — M, при котором u(e,) =х, для 
всех teil. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть А — кольцо, не обязательно комму- 
тативное, м — двусторонний идеал в А, содержащийся в ради- 
кале кольца А, и М — левый А-модуль. Допустим, что выпол- 
няется одно из следующих условий: 

(1) модуль М конечно представим; 

(ii) идеал M нильпотентен. 

Тогда если (Ам) ® АМ = M/mM является свободным левым 
(A/m)-modyren и если канонический гомоморфизм модуля ® АМ 
в модуль М инъзективен, то А-модуль М свободен. Выражаясь 
более точно, если (х,) _, — такое семейство элементов модуля 


1) См. Алгебра, Приложение П к гл. ПШ, n° 5, предложение 4. — Прим. 
перев. | 


О Ba Не т НЕ a pe EIERN Sr εἴδους, Se id er pa N Te En ΤΕ Ὕλ 
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М, что (1 ®x,) составляет базис (A/m)-modyaa МММ, то u на- 
бор (χι) является базисом в модуле М. 


Если as À, xe M u а— класс элемента а в факторкольце 
Alm, το à ®х = 1® (ах); поэтому из условия следует, что суще- 
ствует такое семейство (x,) _, элементов модуля М, что (1 @ x,) 
является базисом в (А/м)-модуле (A/m) ® АМ. Уже известно, 
что элементы Χί порождают М (следствие 2 из предложения 4); 


сейчас мы увидим, что они линейно независимы над кольцом А. 
a I 
Для этого рассмотрим свободный А-модуль L= А‘), и пусть 


» I - 
(e,) — его канонический базис; пусть и: AW + М — такое А-ли- 


нейное отображение, что и(е,) =х, при всех 1=/. Обозначим 
через R ядро отображения и и докажем, что К = 0. Согласно 
условию (i), (А/м)®АМ является (A/m)-mozyrem конечного 
типа и, следовательно, множество [ непременно конечно, a R 
является А-модулем конечного типа в силу леммы 9 из гл. I, 
$ 2, n° 8. Согласно предложению 4, достаточно доказать (при 
первом или при втором условии), что К = MR. 

Пусть /— каноническое вложение R—L; таким образом, 
имеет место коммутативная диаграмма 


πῶ[β-Ξί»τπιῶ!,--5΄»πιΏ ΛΙ 


τ. 


в которой обе строки точны, отображение | инъективно, а OTO- 
бражение 1 ® и сюръективно (гл. I, $ 2, n° 1, лемма 1). Так 
как по условию Кег (с) = 0, то точна такая последовательность: 


0 <> Coker (a) > Coker (δ) => Coker (с) 


(гл. I, $ 1, n° 4, предложение 2). Достаточно проверить, что 
отображение Ὁ биективно, так как отсюда получится, что 
Coker (a) = 0, т. е., другими словами, что а — сюръективное ото- 
бражение и, следовательно, что R = MR. Однако Coker(b) = 
= (Ам) ® 4L и Сокег(с) = (А/м) ®АМ и, по определению, 
(1 @e,)=1 @x,. Так как (1 ®е,) — базис модуля (A/m) Θ αἰ, 
то определение элементов X, показывает, что о — биективное 
отображение. | 


СлЕдстТвиЕ 1. Пусть А — кольцо, не обязательно коммута- 
тивное, м — радикал кольца А u M— левый А-модуль. Допу- 
стим, что Ам — тело, что канонический гомоморфизм модуля 
m © АМ в М инъзективен и что выполняется одно из условий (i) 
или (1) предложения 5. Тогда, для того чтобы некоторое се- 
мейство (у) ‘элементов модуля М было базисом некоторого 


ip 
pis 
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прямого слагаемого модуля М, необходимо и достаточно, чтобы 
семейство (1 ® у.) было свободным в фактормодуле M/mM. 


‚® Действительно, если это условие выполняется, то можно 
предположить, что (Yı) является подсемейством такого семей- 
ства (X,) элементов модуля M, что (1 ®x,) составляет базис 
модуля М/мМ (Algébre, chap. II, 3° éd., $ 7, n° 1, theorème 2)!), 
и предложение 5 показывает теперь, что (x,)— базис модуля M. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть À — кольцо, не обязательно KOMMYTATUB- 
ное, m— радикал в А и М — левый А-модуль. Допустим, что 
A/m— тело и что выполняется оно из следующих условий: 

(1) модуль М допускает конечное представление; 

(ii) идеал m нильпотентен. 

Тогда следующие свойства эквивалентны: 

а) модуль М свободен; 

6) модуль М проективен; 

в) модуль М является плоским; 

г) канонический гомоморфизм m ®.М- M инъективен; 

*д) имеет место равенство Tor{(A/m, М) = 0... 


Импликации а)-> 6) в) > г) устанавливаются немедленно. 
Поскольку Απ — тело, то (Ам)®АМ является свободным 
(А/м)-модулем, и предложение 5 показывает, что из г) сле- 
дует а). я 

* Наконец, как известно, Tor{(4, М) =0, и, следовательно, 
из точной последовательности 0 —>m—> Α-» A/m—>0 получается 
точная последовательность 


0— Tor{(4/m, М) > m @ 1 M — M. 


Это доказывает, что модуль TorA(A/m, M) изоморфен ядру ка- 


нонического гомоморфизма ш©® „М — M, так что свойства г) и 
д) эквивалентны. „ 


Можно показать, что для всякого кольца A, факторкольцо A/m 


которого по радикалу M является телом, любой проективный А-модуль 
свободен (упражнение 3). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Тусть А — кольцо, не обязательно KOMMYTA- 
тивное, ш— его радикал; предположим, что A/m— тело. Пусть 
М и N — два свободных А-модуля конечного типа ии: M—>N — 
некоторый гомоморфизм. Тогда следующие свойства: эквива- 
лентны: | 

а) гомоморфизм и является изоморфизмом модуля М на не- 
которое прямое слагаемое модуля М; 

6) гомоморфизм 1®и: (Ат) ® AM — (Ам) ® АМ инъективен: 


1) См. также [Л], гл. Ш, 8 4, стр. 103. — Прим. перев. 
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В) НЫ и инъективен и Coker(u) является свобод- 
ным А-модулем; 

г) транспонированный гомоморфизм tu: N*—M* сюръек- 
тивен. 


Известно (Algébre, chap. II, 3¢ éd., 8 1, n° 11, proposition 21)'), 

что если N/u(M) — свободный. модуль, то и(М) является прямым 
слагаемым модуля N, так что из в) следует а). Обратно, из а) 
следует, что модуль Coker(u), изоморфный дополнению и(М) 
в N, является проективным A- REN конечного типа и тем 
более конечно представим (гл. I, $ 2, n° 8, лемма 8). Поэтому 
этот модуль свободен, согласно следствию 2 из предложения 5, 
и из а) следует в). С другой стороны, очевидно, что из а) сле- 
дует 6). 'Положим, ради простоты, М’ =(A/m)®,M, N= 
= (A/m) © AN. Так как М и N — модули конечного типа, то со- 
пряженные модули М”* и N’* к (А/м)-модулям М’ и N’ канони- 
чески GIOHUIECTELE TER ς M*® (Ат) и №*® (Ам), а гомомор- 
usm #(1@u)—c гомоморфизмом (tu) ®1 (Algébre, chap. II, 
35 éd., $ 5, n° 4, prop. 8). Так как M’ u N’ — векторные простран- 
ства над телом A/m, то из инъективности отображения | Qu сле- 
дует сюръективность !(1®и) (Algébre, chap. II, 95 ἐά., $ 7, n°5, 
proposition 10) 2). Поэтому следствие | из предложения 4 пока- 
зывает, что и сюръективно, и мы доказали, что из 6) следует 
г). Наконец, покажем, что из г) вытекает а). Допустим, что го- 
моморфизм и сюръективен. Поскольку модуль M* свободен, 
существует такой гомоморфизм | модуля М* в N*, что 1.= 
='yof(Algébre, chap. Ш, 3° 64., $ 1, n° 11, proposition 21). 
Так как М и N — свободные модули конечного типа, TO суще- 
ствует такой гомоморфизм g модуля М в M, что | = ἰσ. Следова- 
тельно, 1и=1/.=‘ио ‘а =' (пои), откуда ly = gou. Это дока- 
зывает, что и является изоморфизмом модуля М на некоторый 
подмодуль модуля N, являющийся в N прямым слагаемым 
(Algébre, chap. II, 3¢éd., $ 1, n°9, corollaire 2 de la proposi- 
tion. 15).°). | 

Следствие. В условиях предложения 6 следующие свойства 
эквивалентны: | 

а) и есть изоморфизм М на М; 

6) модули М и N имеют одинаковый ранг (Algébre, chap. II, 
Зе éd., $ 7, n° 2) и гомоморфизм и сюръзективен. | 

в) гомоморфизм 1®и: M/mM — N/mN биективен. 


1) См. также Алгебра, гл. II, 8 1, n° 6, следствие из предложения 4. — 
Прим. перев. 
eh См. также Алгебра, гл. Il, $ 4, n° 9, следствие из теоремы 3. Ms 


"9 См. [K9], гл. I, $ 1, стр. 18, 19. — Прим. перев. 


CREER 2 as 
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Очевидно, что из а) следует 6). Из свойства 6) вытекает, 
что гомоморфизм 1®u сюръективен; кроме того, из предполо- 
жения о TOM, что М и N имеют одинаковые ранги, следует, что 
тем же свойством обладают и векторные пространства 
(Alm) ЭАМ и (Alm) ® АМ над телом A/m, Tak что 1 Qu — биектив- 
ное отображение (Algébre, chap. II, & éd., $ 7, n° 4, corollaire de 
la proposition 9); таким образом, из 6) следует в). Наконец, 
в силу предложения 6, из условия в) получается, что модуль N 
равен прямой сумме модуля и(М) и некоторого свободного под- 
модуля Р и что и является изоморфизмом на модуль и (М). Если. 
бы P #0, το (A/m) SAP = 0 и 1®Фи не было бы сюръективным 
отображением. Следовательно, из в) вытекает а). 

Доказанные выше предложения этого N° будут чаще всего 
применяться, когда А — локальное кольцо и м — его максималь- 
ный идеал. Дополним в этом случае следствие 2 из предложе- 
ния 5 следующим утверждением: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть А — редуцированное локальное коль- 
uo, Ш— его максимальный идеал, (=! — семейство всех 
минимальных простых идеалов кольца А, К, — поле частных 
кольца A/y,, М — некоторый А-модуль конечного типа. Для того 
чтобы М был свободным, необходимо и достаточно, чтобы 


(Alm) Θ 4 M : (А/т)] =[K, @ 4 ΛΙ: Ку для всех vel. (1) 


Если модуль М свободен, TO, очевидно, обе части равенства 
(1) при каждом t равны рангу модуля М. Допустим теперь, что 
данное условие выполнено, и обозначим общее значение обеих 
частей равенства (1) через п. Согласно следствию 2 из предло- 
жения 4, модуль М обладает системой из п образующих х; 
(1</< п). Сначала предположим, что кольцо А целостное, так 
что », =0 при всех t. Элементы 1®х; (1<]< п) порождают 
векторное пространство K®M над полем частных К кольца А; 
однако, ввиду Того что это векторное пространство, согласно 
условию, имеет ранг n над полем К, элементы 1@x; линейно 
независимы над К. Отсюда получается (Algébre, chap. II, 3 éd., 
$ 1, π7 13, remarque) !), что элементы X; линейно ‘независимы над 
кольцом А, а потому составляют базис модуля М. 

Перейдем к общему случаю. Отметим, что существует сюръ- 
ективный гомоморфизм Ὁ свободного модуля L = Ar на М. Рас- 


смотрим коммутативную диаграмму 


Г — M 
ul | μ΄ 


I] «am @.L) > IT (Af) ® М) 


1) См. также Алгебра, гл. Ш, $ 2, n° 3, теорема 2. — Прим. перев. 
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в которой и (соответственно и’) означает отображение 
x— (9, (x)) (соответственно y— ($, (y))), @,:L—(A/y.) @L 
(соответственно 1, : M— (Α/9ι) OM) — каноническое отображе- 
ние, а 9’ представляет собой произведение отображений l,, @ v. 


_Имеет место следующее равенство: (А/}»)/(т/».)® 4, ((4/9ι) ® АМ) = 


= (А/т) @ „М; поскольку А/у,— целостное кольцо, то из первой 
части утверждения следует, что каждое из отображений 
lus, ® Ὁ —H30MOPPH3M, следовательно, изоморфизмом будет и 


отображение о’. С другой стороны, поскольку кольцо A редуци- 
ровано, П» = (0) ($ 2, n° 6, предложение 13), откуда 
U 


Που =0, так как модуль L свободен (Algébre, chap. II, 99 éd. 


§ 3, n° 7, remarque). Поскольку у ‚С — ядро гомоморфизма ф,› TO 
отсюда следует, что гомоморфизм и инъективен. Таким образом, 
Гои =U’ oU Является инъективным отображением и, следова- 
тельно, 9 инъективно. Так как, по определению, отображение о 
к тому же и сюръективно, то М — свободный модуль. 


3. Переход от локального случая к глобальному 


ΠΡΕΠΠΟΛΚΕΗΗΕ 8. Пусть А — кольцо, M — некоторый макси- 
мальный идеал в нем и M— какой-либо А-модуль. Если суще- 
ствует такой идеал а кольца À, что M— единственный макси- 
мальный идеал в А, содержащий a, u aM = 0, то канонический 
гомоморфизм М + Mn биективен. 


Действительно, в данных условиях АН KOJIBILO 
- € максимальным идеалом m/a и М можно рассматривать как 
(А/а)-модуль. Канонический образ любого элемента $5 Е А— м 
в кольце A/a обратим и, следовательно, гомотетия χ-»5χ MO- 
дуля М биективна. В силу определения Mm как решения за- 
дачи об универсальном отображении ($ 2, n°2), отсюда следует 
утверждение. 

В частности, если существует такое k Z 0, что mM = 0, то 
гомоморфизм M— Mn биективен ($ 1, n°1, следствие предло- 
_ жения 1). 


ПрРЕдложеЕНИЕ 9. Пусть А — кольцо, M— некоторый макси- 
мальный идеал в Hem, М -— какой-либо А-модуль и Е > 0 — це- 


лое число. Тогда канонический гомоморфизм M > M,,/m*My 
сюръективен, его ядро равно MM u им определяется изоморфизм 


модуля ММ на Маш Ма 
Поскольку случай А = 0 тривиален, допустим, что А 21. Из 
предложения 8 следует, что канонический гомоморфизм 
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Mim" M > (Min М), биективен. С другой стороны, oes 
(M/m* M). каноническим pe ca о с Mx/(m* M). 
($ 2,.n° 4, теорема 1) и (m? М). = m* ΛΜ, (§ 2, n°7, следствие 
предложения 18). Отсюда получается изоморфизм модуля 


M/m*M на M,,/m*® Mm, который переводит класс элемента xeM 
в класс элемента х/1. 


Следствие. Пусть А — некоторое кольцо, Mi, Mo, ..., Mn — 
набор попарно различных максимальных идеалов в À, М— ne- 
который А-модиуль и Κι, Ro, ..., Rn — целые числа —_ 0. Тогда 


канонический гомоморфизм модуля М в II Ма. ‚[mi ‘Mm, сюрзек- 
i=] 


тивен и его ядро равно ([ N) nf) М. 


Vi =] 
Это немедленно следует из предложения 9 и из предложе- 
к, 
ния 6 $ 1, n° 2, с учетом того, что идеалы M; попарно взаимно 
просты (8 1, n° 2, предложение 3). 


В дальнейшем в этом n° через А обозначается некоторое 
кольцо, а через @ (А) (или просто через 9) — множество макси- 
мальных идеалов кольца А. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Модуль AA Am над кольцом А (прямая 


сумма колец частных Авпо всем MEN) является строго пло- 
CKUM. 


Действительно, каждый А-модуль Am является плоским ($2, 
n° 4, теорема 1); следовательно E= @ А», — плоский модуль 


ме 
(гл. 1, $ 2, n° 3, предложение 2). Кроме Toro, для всякого мак- 
симального идеала M кольца А идеал MA» является единствен- 
ным максимальным идеалом в Аш, так что ША == Аш, откуда 
mE FE и, следовательно, E есть строго плоский модуль (гл. I, 
$ 3, n°1, предложение 1г)). 


ТЕОРЕМА 1. Пусть М, N — два А-модуля, и: M— N — некото- 
рый А-гомоморфизм, и для любого ME Q пусть ит: Mm —> М. — 
соответствующий Аи-гомоморфизм ($ 2, n° 2, замечание 5). Для 
того чтобы гомоморфизм и был инъективным (соответственно 
сюръективным, биективным, нулевым), необходимо и достаточ- 
но, чтобы для всякого MEN был UHBEKTUBEH (соответственно 
сюръективен, биективен, равен нулю) гомоморфизм Um. 


Действительно, сказать, что гомоморфизм Um инъективен 
(соответственно сюръективен, биективен, равен нулю) при вся- 
ком ME Q,—3T0 все равно, что сказать, что гомоморфизм 


Е Roi AMOR re DNS LEE Pros PE cog AE SA τες Re CE ce 
CCR T PE ΓΕ АЕ а: + ες A Selene See = 
3 > ® en no. Fe ° 
Е a 


os = BR 
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® ἐξα: © Mn — © Nm обладает тем же самым свойством. Ha 
ΘΜ. -М®.Е, ΘΝ. = М ®дЕи Oun=u@ I, где E = D Απ. 


Поскольку Е — строго плоский модуль (предложение 10), дан- 
ная теорема следует из предложения IB) гл. I, $ 3, n° | и 
из предложения 2. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть М — некоторый А-модуль, N — его под- 
модуль и x — какой-нибудь элемент из М. Для включения xEN 
необходимо и достаточно, чтобы для любого MEN канониче- 
ский образ x в Μπ принадлежал подмодулю Ми. 


Пусть х — класс элемента x в фактормодуле M/N. Включе- 
ние хе N означает, что А-линейное отображение и: α-»αΤ 
модуля А в ΜΙΝ нулевое. Однако модуль частных (M/N)u οτο- 
ждествляется с Mm/Nm ($ 2, n° 4, теорема 1), a гомоморфизм 
Um: Аш —> Mm/Nm—C отображением A—AXm, THE хи — класс 
mod Nm канонического образа элемента X в модуле Ми. Так 
как в силу теоремы | равенство и = 0 эквивалентно равенству 
Um = 0 при любом M, то следствие доказано. 


СледствиЕ 2. Пусть М — некоторый А-модуль; обозначим для 
всякого М = О через fm канонический гомоморфизм М — Mn. To- 


гда гомоморфизм 71, (x)) us M в Il M  UHDEKTUBENn. 
meQ 


Действительно, применяя следствие | к случаю М =O, мы 
видим, что равенство X = 0 эквивалентно равенству fm (x) = 0 
при любом me Q. 


СЛЕДСТВИЕ 3. (i) Пусть b — некоторый идеал кольца Au a — 
какой-либо элемент в À. Для включения а =} необходимо u δο- 
статочно, чтобы при всяком M = Ω канонический образ элемента 
ав Am принадлежал идеалу Ат 

(ii) В частности, пусть b и с — два элемента кольца А. Для 
того чтобы с было кратно 6, необходимо и достаточно, чтобы 
при всяком ш = Ω канонический Ping св Am был кратен ка- 
ноническому образу элемента 6 в Απ 


Так как bAm=bm ($ 2, n°7, следствие предложения 18), т 
утверждение (1) является частным случаем следствия 1; nie 
ждение (1) получается из (i), примененного к идеалу Ab. 


СЛЕДСТВИЕ 4. Пусть кольцо А целостное, К — его поле ua- 
стных и М — некоторый А-модуль без` кручения; таким образом, 
М канонически отождествляется с А-подмодулем в K@ 4M. To- 
гда для всякого м = О модуль частных Mn канонически отож- 
дествляется с некоторым А-подмодулем в ΚΘ AM и справедливо 
равенство М = [ἢ Mn. 


ме 
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В самом деле, так как М отождествляется с некоторым под- 
модулем в ΚΘ АМ, то модуль Mn является Аи-подмодулем мо- 
дуля (К @4M),,=Km@aM ($ 2, n°4, теорема 1). Поскольку 
Km = К, To ясно, что Mm — модуль без кручения. Кроме того, 
коммутативность диаграммы 

М > К © à M 
Ма — (К © À M), | 
показывает, что каноническое отображение М — Ми инъективно. 
Поэтому доказываемое следствие получается из следствия 1, 
примененного к А-модулю К®АМ и к его подмодулю М. 
В частности, для всякого целостного кольца А имеем 
A= f) An. (2) 
meQ | 

ΟΠΕΠΟΤΒΜΕ 5. Пусть А — кольцо. Тогда любая система об- 
разующих А-модуля A”, состоящая из п элементов, является ба- 
зисом в Ап. 


Пусть (ei), <‚<„-— канонический базис модуля A” и (х;), <; <„— 


‘произвольная система образующих в А”, состоящая из п эле- 


ментов; пусть и: А” — А” — такое А-линейное отображение, что 
u(e;) = x; для 1<i<cn. По условию, и сюръективно, так что 
достаточно доказать его инъективность. Но это немедленно сво- 
дится, в силу теоремы 1, к случаю, когда А — локальное кольцо. 
Если М — максимальный идеал локального кольца A, TO эле- 
менты 1®х; (1<i<n) составляют в (А/м)” систему образую- 
щих свободного (А/м)-модуля (A/m)”. Так как А” — свободный 
А-модуль, то из предложения 5 следует, что (х;) —базис модуля. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть М — некоторый А-модуль, N — какой- 
либо А-модуль конечного типа и и: M—N — некоторый гомо- 
морфизм. Для сюръективности гомоморфизма и необходимо и до- 
статочно, чтобы при всяком ШЕФ гомоморфизм M/mM — N/mN, 
полученный из и при факторизации, был сюръзективным. 


Действительно, из теоремы | следует, что для того, чтобы 
сюръективным был гомоморфизм и, необходимо и достаточно, 
чтобы при всяком m@Q был сюръективен гомоморфизм 
Um: Ми -» Nm. В силу того что An — локальное кольцо и Nm яв- 
ляется А„-модулем конечного типа, предыдущее условие экви- 
валентно сюръективности гомоморфизма Um: Mm/M Mm —> Nm/MN m, 
полученного при факторизации (n° 2, следствие | предложе- 


_ ния 4). Но модуль Mm/mMm (соответственно модуль Nm/MN m) 


отождествляется с модулем М/мМ (соответственно с модулем 
N/mN) (предложение 9), откуда и следует доказываемое утвер- ᾿ 
ждение, | 
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ΠΡΕΛΠΟΧΈΗΗΕ 12. Пусть Е, Е, Ο--τρι А-модиуля, υ: G>F 
и и: Е» Е — некоторые гомоморфизмы. Допустим, что модуль 
Е конечно представим. Для того чтобы существовал. гомомор- 
физм τω: E>G, такой, что имеет место разложение 
и: Ε-5»Ω--»[, необходимо и достаточно, чтобы при всяком 
ше О существовал гомоморфизм τω: Em— Gm, такой, что 


m m 
имеет место разложение Em —— > Си —>Еш гомоморфизма 
Um: Eu — Ри. 


Существование требуемого гомоморфизма W эквивалентно 
следующему: гомоморфизм и принадлежит образу P отобра- 
жения г = Нот (1х, 9): Hom,(E, @) > Hom,(E, Е). Однако мо- 
дуль (Hom, (Е, Р))„ (соответственно (Hom, (Е, G)),,) канонически 


отождествляется с модулем Homa, (Em, Fm) (соответственно 
Homan ἐδ. Gm)) ($ 2, n°7, предложение 19(i)), а канонический 
образ элемента и в (Hom,(E, F)), отождествляется с Um; далее, 
fm отождествляется с Homan (Lem Um) и Pm—c образом ото-` 


бражения fm. Теперь предложение получается из следствия | 
теоремы 1, примененного к модулю Hom,(E, F) и его под- 


модулю Р. 


_ СлЕдствиЕ 1. Пусть М — некоторый А-модуль, N — такой под- 
модуль в М, что модуль ΜΙΝ конечно представим. Для того 
чтобы N был прямым слагаемым модуля М, необходимо и δο-. 
статочно, чтобы при любом MEN модуль Nm был прямым сла- 
гаемым модуля Mn. 


Действительно, утверждение о TOM, что N — прямое слагае- 
мое модуля М, означает, что тождественный гомоморфизм мо- 


дуля M/N разлагается в композицию ΛΙΝ —> ΛΙ--» MIN, где 
ὦ — некоторый гомоморфизм и „9 — канонический гомоморфизм 
(Algébre, chap. II, 3° в4., $ 1, n°9, ргор. 14); так как (M/N),, = 

= M,/N, и ®, является каноническим  гомоморфизмом 


Ми —> Mm/Nm, то данное следствие немедленно вытекает из пред- 
ложения 12. 


_ СледствиЕ 2. Пусть М — свободный А-модуль конечного 
типа, N — подмодуль в М, который также свободен над А u 
имеет конечный тип. Для того чтобы N был прямым слагаемым 
модуля М, необходимо и достаточно, чтобы при всяком ME Q 
выполнялось равенство mN = МП (мМ). 


°В самом деле, по определению модуль M/N конечно пред- 
ставим. С другой стороны, № и Mm — свободные Ав-модули 
конечного типа. Для того чтобы Nm был прямым слагаемым 
в Mm, необходимо и достаточно, чтобы каноническое отобра- 
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жение Nu/mNm— Mm/mMm было инъективным (n°2, предло- 
жение 6), что равносильно инъективности канонического отобра- 
жения N/mN — М/мМ (предложение 9); а так как ядро послед- 
него равно (N [\mM)/mN, то это доказывает следствие. 


_ Предложение | (соответственно следствие 1) будет, в част- 
ности, применяться в случае, когда кольцо А нётерово, а Е (со- 
‚ ответственно M/N) — А-модуль конечного Tuna (гл. I, § 2, n°8, 

лемма 8). 


4. Поведение плоских модулей при локализации. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть S — мультипликативная система 
кольца А и M— некоторый А-модуль. Если модуль М плоский 
(соответственно строго плоский), то SIM является плоским (со- 
ответственно строго плоским) S-!A-modynem и, кроме того, пло- 
ским А-модулем. 


Так как SIM = M®,S—!A, то первое утверждение вытекает 
из следствия 2 предложения 8 гл. I, $ 2, n° 7 (соответственно 
из предложения 5 гл. Г, $ 3, n° 3). Кроме того S-!A является 
плоским А-модулем ($ 2, n° 4, теорема 1); следовательно, если 
М — плоский А-модуль, то таков же и SIM в силу следствия 3 
предложения 8 гл. I, $ 2, n°7. 


Замечание. Если N — некоторый $-!А-модуль, το SIN 
отождествляется с N и, следовательно, высказывания «N есть 
плоский Э_'А-модуль» и «М есть плоский А-модуль» эквива- 
лентны. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Пусть А — кольцо, В — коммиутативная 
A-anee6pa и T — мультипликативная система в В. Если N — ne- 
который В-модуль, являющийся плоским как А-модуль, то 
Τ-ΙΝ является плоским А-модулем. 


В самом деле, T-IN = ΤΓΙΒΘΗΝ. Это предложение следует 
теперь из предложения 8 гл. Ι, $ 2, n°7, примененного к случаю, 
где вместо А берется В, вместо В берется А, вместо E берется 
T-!B u F заменяется на N. 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΗΜΕ 15. Пусть A, В — два кольца, ф: А — В — неко- 
торый гомоморфизм, М — некоторый В-модуль. ον. свой- 
ства эквивалентны: 

а) М — плоский А-модуль; 

6) для любого максимального идеала и кольца В Ny являет- 
ся плоским А-модулем; h 

в) если положить M = pl(n) для любого максимального 
идеала п кольца В, то Ny является плоским Ав-модулем. 


fee _ ЛОКАЛИЗАЦИЯ гл. 1, § 3 


Для всякого Gé M гомотетия умножения Ha а модуля Nu 
биективна, так что Ny канонически отождествляется с (М) 


и эквивалентность свойств 6) ив) вытекает из замечания, сде- 
ланного после предложения 13. Тот факт, что из а) следует 0), 
является частным случаем предложения 14. Остается дока- 
зать, что из 6) следует а), т. €. если выполнено условие 6), 
то для всякого инъективного гомоморфизма А-модулей 
и: M— M’ гомоморфизм v= 1Qu: М®АМ — М®АМ'’ также инъ- 
ективен. Однако гомоморфизм Ὁ является и гомоморфизмом 
В-модулей, и, для того. чтобы он был инъективным, необходимо 
и достаточно, чтобы для любого максимального идеала N кольца 
В был инъективным гомоморфизм On! (М Θα M), > (М Θα M’), 


(n° 3, теорема 1). Так как 
(№ @A M), = Bu ®s(N ®&aM)=Nı QaM, 


TO Un есть не что иное, как гомоморфизм | Qu: М, ®А M — 


— Nr @АМ’, a он инъективен, так как по предложению 
Ny— плоский А-модуль. 


СЛЕДСТВИЕ. Для того чтобы А-модуль М был плоским (со- 
ветственно СТрого плоским), необходимо и достаточно, чтобы 
_ для всякого максимального идеала m кольца А модуль Mn был 
плоским (соответственно строго плоским) Ав-модулем. 


Необходимость этих условий следует из предложения 13. 
Обратно, если Mm— плоский А„-модуль при каждом макси- 
мальном идеале м кольца À, то М — плоский А-модуль, соглас- 
но предложению 15, примененному к случаю тождественного 
отображения @. Наконец, если Ми — строго плоский Аш-модуль 
при каждом M, TO MMm = MAmMm == Mm, следовательно, MMM 
при всех m (n°3, предложение 9), а это и доказывает, что М — 
строго плоский А-модуль (гл. Ι, $ 3, n° 1, предложение 1г)). 


5. Полулокальные кольца 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 16. Пусть А — кольцо. Crecnamue условия эк- 
вивалентны: 

а) множество максимальных идеалов кольца А конечно; 

6) факторкольцо кольца А по его радикалу распадается в 
прямое произведение конечного числа полей. 


о Предположим, что факторкольцо А по ero радикалу À pac- 
падается в прямое произведение конечного числа полей. Тогда 
Д/У обладает лишь конечным числом идеалов и, тем более, ко- 
нечным числом максимальных идеалов. Поскольку любой мак- 
симальный идеал содержит À (Алгебра, гл. VIII, $ 6, n° 2, опре- 
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деление 2), то максимальными идеалами кольца А служат про- 
образы максимальных идеалов кольца A/R относительно кано- 
нического гомоморфизма А — A/R. Таким образом, этих идеалов 
лишь конечное число. 
Обратно, предположим, что кольцо А содержит лишь KO- | 
нечное число различных максимальных идеалов My, ..., Mn. 
Факторкольца А/м; являются полями, и из предложения SSH 


n° 2, следует, что каноническое отображение Δ IT Alia; сюръ- 
i=] 


ективно. Так как его.ядро N, равно радикалу À (Алгебра, 
i=] 
гл. VIII, $ 6, n°2, определение 2), то кольцо А/Я изоморфно 
п 


прямому произведению I] Aam.. / 
i=] 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Кольцо называется полулокальным, если OHO 
удовлетворяет эквивалентным условиям а) и 6) предложения 16. 


Примеры. Любое локальное кольцо полулокально. Вся- 
кое факторкольцо полулокального кольца полулокально. Любое 
конечное произведение полулокальных колец’ есть полулокаль- 
ное кольцо. *Если А нётерово полулокальное кольцо и В — не- 
которая А-алгебра, являющаяся А- -модулем конечного типа, то 
В — полулокальное кольцо (гл. IV, $ 2, n° 5, следствие 3 из пред- 


‘ложения 9). , 


Другой пример, обобщающий конструкцию локальных ко- 
лец Ay, получается из следующего предложения: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 17. Пусть А — некоторое кольцо и Py, ..., т — 
‚Я п 


простые идеалы в А. Положим S=[}(A— 9) =A-—f)»;. Тогда 


i=] i=] 


a) кольцо S-'A полулокально; если 4, ..., 4, — различные 
максимальные (относительно отношения включения) элементы 


| множества идеалов Y;, то максимальные идеалы кольца SIA — 
‚это идеалы 5—4; (1<]< т), причем все они попарно различны; 


6) кольцо Ay, канонически изоморфно кольцу {55 A)s-1, one 
oe See Le 


n 
в) если кольцо А целостное, то 5-:Α-- [} Αν, ϐ поле частных 
i=] 
кольца А. 
a) Идеалы кольца À, не пересекающиеся с системой $, ис- 
черпываются идеалами, содержащимися в объединении идеалов 
Pi, а следовательно, по крайней мере в одном из идеалов }; 


5 Н. Бурбаки 
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(8 1, n° I, предложение 2). Поэтому 9; представляют собой мак- 
симальные элементы в множестве тех идеалов, которые не пе- 
ресекают δ. Отсюда в свою очередь, согласно предложению 11 
(ii) из $ 2, n° 5, получается, что $4; —это максимальные иде- 
алы кольца 6ΓΙΑ. | 

6) Это частный случай предложения 11 (iii) из 8 2, n°5. 

в) Допустим, что А — целостное кольцо. Если у; < ψη, то 
Αν, > Ay,. Чтобы доказать в), можно, следовательно, предполо- 


жить, что идеалы у; друг в друге не содержатся. Тогда утвер- 
ждение a) и следствие 4 теоремы | из n°3 дают равенство 


п 
= —1 
5 en BS А) 5-1 Отсюда утверждение в) получается как 
‘следствие утверждения 6). 


Если А — целостное кольцо, то кольцо S-!A также целостное, и, 
таким образом, предложение [7 дает пример полулокального кольца, ко- 
торое не распадается в прямую сумму локальных колец (ср. с гл. III, 
§.2,.n° 13). 


_ СлЕдствиЕ. Пусть А — область целостности и Yi, ..., Yn— 

‚простые идеалы кольца À, не сравнимые друг с другом относи- 

п 

тельно отношения включения. Если Α--[}.Αν, в поле частных 
i=l 

кольца A, то максимальные идеалы кольца A—9TO идеалы 


Pi, ..., Dn. 


п 
Если положить $ = Πω -- p;), то SIA = А в силу предложе:- 
i=l 
ния 17в). Следовательно, элементы системы S обратимы в Аи 
S—'p; =}; при любом i. Наше утверждение получается отсюда 


€ помощью предложения 17а). 


Упражнения 


1) а) Пусть А — кольцо, не обязательно коммутативное, /, (соответствен- 
но [а) — множество элементов из A, не имеющих обратного слева (соответ- 
ственно справа). Показать, что следующие условия эквивалентны: 17 сумма 
любых двух элементов из /s принадлежит Is; 2° множество /4 является левым 
идеалом; 3° существует наибольший левый идеал <; в множестве левых идеа- 
лов, отличных от А. Если эти условия выполнены, то им удовлетворяет и про- 
тивоположное кольцо AP u I, = [а = À, а 5 является единственным макси- 
мальным (левым или правым) идеалом в À, следовательно, радикалом в À; 
всякий элемент х EY обратим и А/5 есть тело (ср. с Алгеброй, гл. УП, $ 6, 
n° 3). В этом случае тоже говорят, что А — локальное кольцо. 

6) Показать, что в локальном кольце не существует идемпотентов, отлич- 
ных OT 0 Ἡ |. . 

2) а) Пусть А — локальное кольцо (коммутативное), максимальный κ 


идеал Ш которого является главным, причем N πι’ =0 (ερ. c Γη...[11,.β.. ἃ 
n 


n° 2, следствие и предложения 4). Показать, что единственно возможными 
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идеалами в À, отличными от самого A, являются степени M; вывести отсюда, 
что А — нётерово кольцо, что оно либо *является кольцом дискретного норми- 
рования (гл. VI)», либо представляет собой квазиглавное кольцо, в котором 1 
является неразложимым идемпотентом. (Алгебра, гл. УП, $ 1, упражнение 6) !). 

6) Пусть А — кольцо ростков в точке { = 0 числовых функций, опреде- 
ленных и непрерывных в некоторой окрестности точки 0 и дифференцируемых 
в 0 (Общая топология, 1968, гл. I, $ 6, n° 10). Показать, что А — локальное 
кольцо, максимальный идеал M которого порождается ростком функции [: 
t—t; для любого п имеет место неравенство м” == 0, однако А не является 
кольцом главных идеалов. Если с — росток функции Ё-— exp(—1/t?) и p — προ- 
стой идеал кольца А, не содержащий с, то показать, что факторкольцо В = 
= А/р будет целостным локальным кольцом, не являющимся кольцом главных 
идеалов, но максимальный идеал в нем является главным. 

Ч 3) Пусть А — локальное кольцо (не обязательно коммутативное, CM. 
упражнение |) и М — его максимальный идеал. 

а) Пусть L— свободный левый А-модуль, ΧΕ — некоторый элемент 
из L. Пусть (e,), = ; — некоторый базис модуля L, в котором число отлич- 


ных от нуля координат элемента х наименьшее; если X = D) Ёе» то пусть 
| = 

J — множество тех индексов L Е Г, для которых &, 0. Показать, что ни один 
из элементов & (LE /) не принадлежит тому правому идеалу кольца A, ко- 
торый порожден остальными координатами. 

6) Сохраняя обозначения и предположения пункта а), обозначим через 
Ρ, Q дополнительные подмодули в L, такие, что хе Р; пусть для любого 
tel ег, =, + 2,, где у, Е Р, 2, = Q. Показать, что семейство, образованноё 
элементами и, для t&J и элементами е, для 1 ÆÉJ, является базисом MO- 


дуля L. (С помощью а) доказать, что если 2, = >, & ие,» то координаты Ex, 
ter 

для которых *G@J и te J обязательно принадлежат M, и воспользоваться 

следствием 2 из предложения 4). Вывести отсюда, что существует свободный 

подмодуль в Р, который содержит элемент X и является прямым слагаемым 

модуля Р. 

в) Показать, что всякий проективный А-модуль Р свободен (применить 
теорему Капланского (Algébre, chap. II, 3° 64., $ 2, exercise 4) 2), чтобы cBe- 
сти рассмотрения к случаю, когда Р порожден счетной системой элементов, 
и применить в этом случае пункт 6)). 

г) Привести пример локального кольца А и плоского А-модуля М, кото- 
рый не является свободным и удовлетворяет равенству MM = М. (Взять А == 
= Z(p)) *(В ra. III, $ 3, мы дадим примеры строго плоских А-модулей, He 
являющихся свободными над нётеровым локальным кольцом A). 

д) Пусть А — локальное кольцо и М — плоский А-модуль конечного типа. 
Показать, что М — свободный А-модуль (воспользоваться упражнением 23д) 
о ι, | 

4) Пусть А — локальное кольцо (не обязательно коммутативное) и м — 
его радикал. Пусть М и N — два свободных А-модуля (конечного типа или 
нет); пусть и: M—N — такой гомоморфизм, что 1©и: M/uM >N/mN 
является биективным отображением. Показать, что гомоморфизм и биективен. 
(Последовательно доказать, что гомоморфизм и сюръективен и что OH HHBEK- 
тивен, сводя все к случаю, когда М и N имеют конечный тип, и используя 
соответственно следствие | предложения 4 и предложение 6.) 

5) Показать на примере, что предложение 7 не распространяется на слу- 
чай, когда локальное кольцо А не редуцировано. 


1) Где использован термин «квазикольцо главных идеалов». — Прим. ред. 
2) См. прим. перев. на стр. 49. — Прим. ред. 
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6) а) Пусть М — определенный в Алгебре, гл. УП, $ 4, упражнение 223), 
7-модуль; пусть T — подмодуль кручения $ М. Показать, что для любого 
простого числа р подмодуль Tip) модуля М(р) является прямым слагаемым 
в M(»), в то время как Т прямым слагаемым в M не является. 

-6) Пусть N — определенный в Алгебре, гл. УП, $ 3, упражнение 5, Ζ-Μο- 
дуль; показать, что для любого простого числа р Мир) является свободным 
А(р)-модулем, в то время как М не является свободным Ζ-ΜΟΛΥΠΕΜ. 

7) Пусть А — кольцо и (ὅλ)λ er — некоторое семейство таких мультипли- 
кативных систем кольца À, что для всякого максимального идеала M из А 
существует такой индекс AGL, что πι» = S (ср. с упражнением 8 ὃ 2). 
Пусть M, М — два А-модуля и и: M— N — некоторый гомоморфизм. Для того 
чтобы гомоморфизм и был сюръективным (соответственно инъективным, би- 
ективным, нулевым), необходимо и достаточно, чтобы для любого À ΕΞ L этим 


же свойством обладал гомоморфизм Зи: SI М -» SN. Как обобщить след- 


ствия теоремы 1 в n° 3? 

8) Пусть А — кольцо, В — некоторая А-алгебра (не обязательно комму- 
тативная) и Е — левый В-модуль конечного типа. 

а) Пусть $ — мультипликативная система в A; снабдим 6-18 = 5ἼΙΑ  αΒ 
структурой 5"! А-алгебры; тогда модуль SIE может рассматриваться как 
‚левый 5! В-модуль (Алгебра, гл. VIII, § 7, n° 1), изоморфный 5-!Β QE. 
Показать, что если Е — плоский В-модуль, то SE — плоский S~-'B-mo- 
дуль. _ 

6) Пусть `($5»).е=г- такое семейство мультипликативных систем коль- 
ца А, что для всякого максимального идеала M из А существует индекс À ΕΞ L, 


для которого м [] $) = ©. Показать, что ‚ Р в является строго плоским 
= E 


В-модулем (левым или правым; ср. с упражнением ὃ ὃ 2). Показать, что если 


для любого ÀÂ=L S; IE является строго плоским ὅλ |B- модулем (соответ- 

ственно плоским), то Е является строго плоским В-модулем (соответственно 
—1 

плоским) (воспользоваться упражнением 9 гл. I, $ 3, при Cy, = Sy А). 


в) Предположим, что системы $) удовлетворяют условию пункта 6) и 
что L — конечное множество. Показать, что если Sy IE является проективным 


$) 'В-модулем конечного типа для любого индекса AGL, то E является 


проективным В-модулем конечного типа. 

9) Показать, что, для того чтобы некоторое (коммутативное) кольцо А 
было абсолютно плоским‘ (гл. I, § 2, упражнение 17), необходимо и доста- 
точно, чтобы для всякого максимального идеала M кольца А кольцо A,, было 


полем (заметить, что абсолютно плоское локальное кольцо обязательно яв- 
ляется полем и применить следствие предложения 15). 

10) Пусть À, B— два кольца, 0: А — В — некоторый гомоморфизм, 9 — 
минимальный простой идеал в В и P= p!(q). Предположим, что существует 
такой В-модуль N, что N, является отличным от нуля плоским А-модулем и 
что N, является А,-модулем конечного типа; тогда простой идеал P минима- 
лен в А. (Обратить внимание на то, что Ny в этом случае является строго 
плоским А,-модулем и применить следствие 4 предложения 11 $ 2, n° 5.) 


11) Пусть А — некоторое кольцо, а — идеал в А и $ — мультипликативная 
система в А, образованная теми элементами, канонические образы которых 
в A/a не являются делителями 0; пусть Ф — множество максимальных элемен- 
тов в множестве таких идеалов кольца А, которые не пересекаются с $ (та- 
ким образом, идеалы p = Ф просты, ср. $ 2, n° 5, предложение 11). Показать, 
что @ является пересечением своих насыщений относительно идеалов } = D 
(свести к случаю, когда 4 = 0 и применить следствие | теоремы 1). 
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n 
Т 12) Пусть А= |] А; — произведение некоторого конечного семейства 

i=] 
локальных колец Ai, канонически отождествленных с идеалами кольца A. 
Пусть В — такое подкольцо в À, что pr; В = À; для | Ki п. Показать, что 
В разлагается в прямое произведение не более чем п локальных колец 
и является прямым произведением п локальных колец только в том случае, 
когда В = À. ‘(Провести индукцию по п, рассматривая идеалы a; = Bf) A; 
кольца В. Последовательно проверить случай @; = А; по крайней мере для 
одного индекса Г и случай @; 5= А; для любого индекса i. Обратить внимание 
на то, что если a; Aj, то каждый максимальный идеал кольца В conep- 
жит 4; и, рассматривая кольцо B/A;, получить отсюда, что имеется не более 
п — | различных максимальных идеалов в В; далее, если В не является ло- 
кальным кольцом, то свести дело к случаю, когда a; = А; для ji и восполь- 
зоваться предположением индукции, а также упражнением 16).) Привести 
пример, когда п > Ти В является локальным кольцом, He изоморфным ни 
одному из А; (взять в качестве А; алгебры над одним и тем же полем К, 
максимальные идеалы Ш; которых имеют нулевые квадраты.) . 

{ 13) Пусть С — конечная группа порядка п, равного степени р’ неко- 
торого простого числа р, и К — поле характеристики р. 

а) Пусть Е — конечное множество, на котором действует данная группа G 

(Алгебра, гл. I, § 7, n° 2); если Е’— множество тех элементов из Ε, которые 
инвариантны относительно каждого LEG, то показать, что Card (Ε) = 
= Сага (E’) (mod р). Вывести отсюда, что если С не равна своему нейтраль- 
ному элементу €, то центр Z группы G не сводится к элементу € (предста- 
вить С как группу операторов на самой себе с помощью внутренних автомор- 
физмов). Сделать отсюда вывод о том, что G — разрешимая группа (Алгебра, 
гл. I, $ 6, упражнение 14). 
- 6) Пусть У — векторное пространство над К, и пусть р — гомоморфизм из. 
Св GL(V). Пусть У’ — множество элементов X € V, инвариантных относи- 
тельно линейных отображений p(g), где бе G. Показать, что если У” равно 
нулю, то V обязательно тоже равно нулю. (Если EV и x 0, το при- 
менить пункт а) к аддитивной подгруппе Е пространства У, порожденной 
элементами 0(5)х, где g = С.) 

в) Пусть А = Κίθ) — групповая алгебра группы С над полем К (Algebre, 
chap. III, 35 éd., $ 1) !) и пусть Г — векторное подпространство в A (над К), 
порожденное элементами вида | — g, где ge С. Показать, что [ является ра- 
дикалом кольца А и что А// изоморфно полю К (воспользоваться пунктом 6) 
и определением радикала); вывести отсюда, что [Г — нильпотентный идеал. 

г) Пусть У — модуль конечного типа над кольцом À, а V’ — множество _ 
таких элементов X из У, что gx =x при всех ge С. Показать; что имеют 
место следующие неравенства: : 


dim, (У) < пт. dim (ИГУ); (+) dim, (V)<n- dim (И’). (++) 


(Чтобы установить (+), воспользуйтесь следствием 2 из предложения 4; 
чтобы вывести (#*), надо рассмотреть пространство, двойственное к вектор- 
ному пространству У над К.) Для того чтобы оба члена неравенства (x) 
(соответственно (**) ) были равны, необходимо и достаточно, чтобы У было 
свободным А-модулем (ср. следствие | из предложения 5). 

14) Пусть А — некоторое, не обязательно коммутативное, кольцо, ради- 
кал Ш которого таков, что A/m — тело; пусть М — свободный А-модуль конеч- 
ного типа. ὋἪ 

а) Пусть М” — второй свободный А-модуль конечного типа и пусть 
и: M— М’ — такой гомоморфизм, что и(М) является прямым слагаемым в М’; 
назовем рангом гомоморфизма и и обозначим через τσ (u) число Айти (M). 


1) См. также [П], стр. 130. — Прим. ред. 
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Для любого такого гомоморфизма Ker (и) является прямым слагаемым в М 
и rg (и) = dim М — dim (Ker (и)); для того чтобы гомоморфизм и был инъек- 
тивным (соответственно сюръективным), необходимо и достаточно, чтобы 
rg (и) = dim М (соответственно rg (u) = dim М’). Транспонированное отобра- 


жение tu таково, что и (М”) служит прямым слагаемым в М*, и имеет ме- 
сто равенство rg (tu) = Tg (и). 

6) Пусть п = dim М. Назовем прямыми (соответственно гиперплоскостя- 
ми) в М прямые слагаемые модуля М размерности | (соответственно п — 1). 
Говорят, что автоморфизм и = СЁ (М), отличный от тождественного, является 
трансвекцией, если существует гиперплоскость Н в М, элементы которой инва- 
риантны относительно и, и U(X) = х + аф(х), где ф — некоторая линейная фор- 
ма на М, для которой Н = Ker (ф) иаеН. Если кольцо А коммутативно, то 


показать, что любой автоморфизм и Е GL(M) с определителем | является mpo- : 


изведением трансвекций (заметить, что в матрице автоморфизма и относитель- 
но какого-нибудь базиса модуля М каждый столбец содержит по крайней 
мере один обратимый элемент из А и что матрица вида 1 + AE;; (ij) яв- 
ляется матрицей трансвекции). 

в) Привести пример такого автоморфизма и = СЁ (М), что ядро отобра- 
жения | — и не является прямым слагаемым модуля М (взять в качестве А 
локальное кольцо КПХ, Y]] формальных степенных рядов от двух переменных 
над полем К и положить М = 4?). 

г) Привести пример прямых слагаемых N, Р модуля М (обязательно 
свободных), для которых N+P и МПР не являются прямыми слагаемыми 
для М. (Взять А = К[Х]/(Х?), где К — поле, и положить M = A2.) | 

Ч 15) Пусть А — некоторое кольцо (коммутативное) и М — А-модуль. 

a) Для того чтобы некоторый подмодуль М’ модуля М был чистым (гл. IJ, 
$ 2, упражнение 24), необходимо и достаточно, чтобы для всякого максималь- 


[4 
ного идеала M кольца А модуль M,, был чистым A, -ΠΟΠΜΟΛΥΠΕΜ модуля Mn 


(воспользоваться теоремой 1 n° 3). 

_ 6) Предположим, что А — локальное кольцо с максимальным идеалом M 
и М — свободный А-модуль конечного типа. Для того чтобы некоторый под- 
модуль М” конечного типа модуля М был чистым, необходимо и достаточно, 
чтобы он был прямым слагаемым в М. (Используя следствие | из предложе- 
ния 5 в n° 2, свести все к доказательству того, что если М’ < mM, το М’ mo- 


жет быть чистым подмодулем в М только тогда, когда М’ = 0.) 


16) Пусть (A), fur) — фильтрующаяся индуктивная система локальных 
колец, в которой гомоморфизмы fur — локальные; пусть Nl, — максимальный 
идеал в А), и пусть Κλ = Αλ/πιλ. Тогда А = Им Αλ является локальным коль: 

—> 


цом, в котором ш= Шт шу служит максимальным идеалом, а К= lim Ky 
— > 


является его полем вычетов. Кроме того, если ny, = Аду, для À «μμ, TO M = 
= Am, при всех À. 


$ 4. Спектры колец и носители модулей 


1. Неприводимые пространства 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Топологическое пространство Х называется 
неприводимым, если пересечение любого конечного числа непу- 
стых открытых множеств в Х непусто. 


_ Неприводимое пространство всегда непусто, что видно из 
рассмотрения пустого семейства открытых множеств в À. Для 
того чтобы некоторое топологическое пространство Х было не- 
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приводимым, необходимо и достаточно, чтобы OHO было непу- 
стым и чтобы пересечение двух любых непустых открытых мно- 
жеств в Х всегда было непустым (или, что то же самое, чтобы 
объединение двух любых отличных от Х замкнутых множеств 
всегда отличалось от À). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть Х — непустое топологическое про- 
странство. Следующие условия эквивалентны: 

а) Х неприводимо; 

6) любое непустое открытое множество пространства X 
NAOTHO 8 À; | 

в) любое открытое множество пространства Х связно. 


По определению, плотное множество топологического про- 
странства Х — это множество, имеющее непустое пересечение 
с любым непустым открытым множеством; следовательно, a) H 6) 
эквивалентны. Непосредственно проверяется, что из в) следует 
а), так Kak ‘если U, и О› — открытые непустые непересекаю- 
щиеся множества, то U, U Up является множеством открытым 
и несвязным. Наконец, покажем, что из а) следует в): если 
U — любое открытое несвязное множество, то оно является объ- 
единением двух множеств U’ u И”, которые между собой не 
пересекаются, открыты в U, а потому открыты и в À; отсюда 
следует, что Х не является неприводимым. 


Отделимое пространство является неприводимым лишь в том слу- 
чае, когда оно состоит из одной точки. 


Подмножество Ё топологического пространства À называется 
неприводимым, если Е как подпространство пространства X 
неприводимо. Для того чтобы Е было неприводимым множест- 
вом, необходимо и достаточно, чтобы для любой пары множеств 
U и, открытых в À и пересекающихся с Е, множество (ПУ 
также пересекалось с E или (что то же самое) чтобы для любой 
пары множеств F, С, замкнутых в À и таких, что Ес РО С, 
выполнялось одно из включений ECF или ECG; индукцией 
по n отсюда получается, что если (Е; <: cn — Любое конечное 

n 
семейство таких замкнутых множеств в Х, что Е< |] F,, то су- 
| i=l 
ществует индекс i, для которого Е < Γι. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Для того чтобы множество E в Tononoeuue- | 
ском пространстве Х было неприводимым, необходимо и доста- 
точно, чтобы неприводимым было его замыкание Β. 


— Действительно, для того ‘чтобы открытое множество в À пе- 
ресекало Е, необходимо и достаточно, чтобы OHO пересекало Е, 
и предложение следует из предыдущих замечаний. 


Е LES GE SE es ER 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. (i) Если X — неприводимое пространство, то 
любое его непустое открытое подмножество также неприводимо. 
(ii) Пусть (Ио).ед — непустое покрытие топологического 


пространства Х, образованное такими открытыми множествами, 
что U, Ив == © для любой пары индексов (a, В). Если множе- 
ства U, неприводимы, то неприводимо и пространство À. 


(i) Если X — неприводимое пространство, И < X — непустое 
открытое множество в нем и Ус О — произвольное непустое 
открытое множество: в U, то У открыто и в À; следовательно, 
У плотно в À ua fortiori оно плотно в U. Следовательно, И — 
неприводимое множество. 

(ii) Покажем, что если У — любое непустое открытое в À 
множество, то И N U, == © для всякого a G&A. Отсюда и из усло- 
вия будет следовать, что множество ИП U, плотно в U,, а по- 
тому У плотно в Х и этим будет установлена неприводимость 
пространства Х (предложение 1). Действительно, существует 
по крайней мере один индекс у, для которого ИП ОИ, = ©; так 
как U, ПО, == © при всех а и, кроме того, множество УПИ, 
плотно в ое τ А И ПИ- © иа faction! 
U,NV-Æ@. Этим завершается доказательство пункта (ii). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть X и У — два топологических простран- 
ства и | — любое непрерывное отображение пространства Х в У. 
Тогда для любого неприводимого подмножества Е пространства 
X множество |(Е) — неприводимое подмножество в Y. 


Действительно, если U, У — два открытых множества в про- 
странстве У, пересекающиеся с [(Ε), то их прообразы [\(И) 
и Г! (У) являются открытыми множествами в пространстве À, 
пересекающимися с Е. Следовательно, множество [| (UN 
Of-'(V) =f-'(U NV) пересекается с Е, в силу uero UNV 
пересекается с [(E). Предложение доказано. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Неприводимой компонентой топологического 
пространства X* называется любое его максимальное неприво- 
димое подмножество. 

Из предложения 2 следует, что любая неприводимая компо- 
нента пространства À замкнута в À. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть X — топологическое пространство. 
. Всякое неприводимое подмножество пространства Х содержится 
в некоторой неприводимой компоненте пространства X и само À 
является объединением своих 'неприводимых компонент. 


Для доказательства первого утверждения достаточно, в силу 
теоремы Цорна, показать, что множество 3 неприводимых: под- 
множеств пространства Х индуктивно. Пусть © — любое совер- 
шенно упорядоченное подмножество множества №; мы покажем, 


EDER "η ЧАСАМ 
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что объединение Ё множеств F ΕΞ © неприводимо. Пусть U, У — 
два открытых множества в пространстве X, пересекающих E; 
поскольку @® совершенно упорядочено, существует некоторое 
Е = 6, пересекающееся с U и У. Так как множество F неприво- 
димо, то (ПУ пересекается c.F, а потому и с E, что и доказы- 
вает неприводимость множества E. Следовательно, множество I 
индуктивно. Второе утверждение следует из первого, так как лю- 
бое подмножество в À, состоящее из одной точки, неприводимо. 


СЛЕДСТВИЕ. Уюбая связная компонента топологического про- 
странства Х является объединением неприводимых компонент 
этого пространства. 

Действительно, всякое неприводимое подпространство X 


связно в силу предложения |; поэтому OHO содержится в неко- 
торой связной компоненте пространства À. 


Отметим, что две различные неприводимые компоненты простран:- 
ства Х могут иметь общие точки (упражнение 11). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть À — топологическое пространство и 
(P;),z;2, — конечное покрытие этого пространства неприводи- 


мыми замкнутыми множествами. Тогда неприводимые компо- 
ненты пространства À являются максимальными (в смысле OT- 
ношения включения) элементами множества, состоящего из 


всех P.. 


Можно ограничиться случаем, когда множества Р; попарно 
несравнимы. Если Е — любое неприводимое подмножество в À, 


п 
DEC UP; и потому Е содержится в одном из замкнутых MHO- 
i=l 


_жеств Р;. Отсюда следует, что P; являются единственно BO3MOX- 


ными максимальными неприводимыми множествами в À. 


Следствие. Пусть X — топологическое пространство и E— 
подпространство 8 X, имеющее лишь конечное число различных 
неприводимых компонент Q; (1<1< п). Тогда неприводимыми 


компонентами замыкания ve в пространстве À служат замыка- 
ния Οι компонент Q; (1 <i<n), причем Οι == О; при ἱ ΞΕ]. 


В самом деле, Ё является объединением замыканий Οι, а они 
неприводимы (предложение 2); так как множество Q; замкнуто 


BE, то О; ПЕ = Ох; так как Q; GQ; для πε], το Qi F Qi. Or- 
сюда в силу предложения 6, получается данное следствие. 


Замечание. Предположим, что пространство À имеет 
лишь конечное число различных неприводимых компонент À; 
(1<1< п); тогда множество iat sh 8, 1η открыто в X u 

ii 


138 ЛОКАЛИЗАЦИЯ ГЛ. II, 8.4 


ee 


плотно в Xj, так как Х; 2 U X,. Следовательно, множества U; 
ji 
(l<i<n) непустые, открытые в À, неприводимые (предложе- 


ние 2), попарно не пересекаются и их объединение плотно в À. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть Ц — открытое подмножество тополо- 
гического пространства X. Тогда отображение V—>V (взятие 
замыкания в À) является биективным отображением множества 
неприводимых подмножеств подпространства U, замкнутых BU, 
на множество неприводимых подмножеств пространства X, замк- 
нутых в X и пересекающихся с Ц; обратное биективное OTO- 
бражение задается так: Z>ZN 0. В частности, указанное биек- 
тивное отображение переводит множество неприводимых KOM- 
понент пространства И на множество неприводимых компонент 
пространства X, пересекающихся с U. 


Действительно, если У — неприводимое и замкнутое в U мно- 
жество, то его замыкание У также неприводимо (предложе- 
ние 2) и V=V AU. Обратно, если множество Z неприводимо, 
замкнуто в X и пересекается с U, το Z П U — непустое открытое 
множество в Z, а потому оно неприводимо (предложение 3), 


плотно в Z и, так как 2 замкнуто, Z = 2 ПИ. Предложение до- 
казано. 


2. Нётеровы топологические пространства 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Топологическое пространство Х называется 
нётеровым, если любое непустое множество замкнутых подмно- 
жеств пространства À, упорядоченное по включению, обладает 
минимальным элементом. 


Это равносильно TOMY, что всякое непустое множество от- 
крытых подмножеств пространства Х, упорядоченное по вклю- 
чению, содержит максимальный элемент, или тому, что всякая 
убывающая (соответственно возрастающая) последовательность 
замкнутых (соответственно открытых) множеств стационарна 
(Теория множеств, гл. Ш, $ 6, n° 5, предложение 6). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. (i) Всякое подпространство нётерова про- 
странства само является нётеровым. 
(ii) Пусть (A;),=,— конечное покрытие топологического 


пространства Х. Если подпространства А; пространства Х нёте- 
ровы, то нётерово и само пространство Χ. 


(i) Пусть X — нётерово пространство, А — подпространство 
пространства À и (F,)— убывающая последовательность под- 
множеств из À, замкнутых B А; имеем Fn = Fa ПА, и замыкания 
Г, множеств Fa в пространстве Х образуют убывающую после- 


(es et аа eae sae dia dame ка btp le ἐς ab à А ARE er Ре 


ES SU 
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довательность замкнутых подмножеств в À. Так как эта после- 
довательность стационарна, то такова же и последователь- 
ность (Ри). 

(ii) Пусть (G,),-0— произвольная убывающая последова- 
тельность замкнутых множеств в пространстве Х. По условию, 
каждая из последовательностей (G„N A;),-, стационарна. Так 
как множество [ конечно, то существует такое целое No, что 
С, ПА: = Gr, А; при n> по для всех ie Г. Но G,= UJ (G,N A)), 

ie! 
в силу чего последовательность (G») стационарна и простран- 
ство Х нётерово. 


— ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Для Того чтобы топологическое простран- 
ство X было нётеровым, необходимо и достаточно, чтобы любое 
открытое в Х множество было квазикомпактным. 


Для доказательства необходимости этого условия можно 
ограничиться, согласно предложению 8, доказательством того, 
что любое HETEPOBO пространство X квазикомпактно. Пусть 
(UL), =, — произвольное открытое покрытие пространства À. Мно- 


жество конечных объединений подмножеств U, не пусто и, 
следовательно, обладает некоторым максимальным элементом 
у = U) U,, где Н — конечное подмножество в [. По определе- 
ЕН 
нию, VU U,=V при всех ,е=Г; следовательно, И = X. 
Обратно, предположим, что всякое открытое в À множество 
квазикомпактно, и пусть (U„)— возрастающая последователь- 
ность открытых подмножеств пространства Х. Поскольку объ- 
единение У множеств О» открыто, OHO квазикомпактно; HO так 
как (U,) представляет собой открытое покрытие У, το суще- 
ствует конечное подсемейство в системе множеств (U,), являю- 
щееся покрытием множества У. Поэтому V = U, при некотором 
индексе N, в силу чего последовательность. (U,) стацио- 
нарна. 


JIEMMA | (принцип нётеровой индукции). Пусть Е — упоря- 
доченное множество, в котором всякое непустое подмножество 
имеет минимальный элемент. Пусть Е — подмножество в E, 
обладающее следующим свойством: если a = Е — такой элемент, 
что из соотношения X 5. а вытекает включение XSF, το а= Е. 
Тогда F = Ε. 


Действительно, предположим, что FFE. Тогда множество 
CF обладает минимальным элементом D. По определению, 
xeF для любого x <b, откуда следует, что bEF,— проти- 
воречие. 
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Предложение 10. Если Х — нётерово пространство, -то мно- 
жество неприводимых компонент пространства Х (и, тем более, 
множество его связных компонент) конечно. 


Достаточно доказать, что Х является конечным объедине- 
нием своих замкнутых неприводимых подмножеств (n° 1, пред- 
ложение 6). Мы покажем, что здесь можно воснользоваться 
принципом нёетеровой индукции, взяв в качестве Е множество 
замкнутых подмножеств пространства À, упорядоченное по 
включению, а в качестве F — множество конечных объединений 
неприводимых замкнутых подмножеств. Пусть У — такое замк- 
нутое подмножество в À, что любая замкнутая часть подмноже- 
ства У, отличная от У, принадлежит Γ. Если У неприводимо, то, 
по определению, YeF.B противном случае У представляет CO- 
бой объединение двух замкнутых множеств Yı, Ya, отличных 
от У. Следовательно, У =F n У. РЁ по условию, откуда YEF, 
в силу ал множества F. 


Отсюда, в частности следует, что отделимое нётерово пространство 
обязательно конечно. 


3. Простой спектр кольца 


Пусть А — любое кольцо и À — множество его простых идеа- 
лов. Для любой системы М элементов кольца А обозначим че- 
рез V(M) множество тех простых идеалов в А, которые содер- 
жат М. Очевидно что если а — идеал, порожденный множеством 
М, то У(М) = V(a); если система М сводится к единственному 
элементу 7, то мы будем писать V(f) вместо V({f}); очевидно, 
что И (Г) = V(Af). Отображение М — У (М) является убывающим 
в смысле отношения включения в множествах А и X. Кроме 
того, имеют место следующие формулы: 


И (0) =х. VDS oe; (1) 
"(Ч м.) =" (> И (2) 
-\ve] ef vel 


для любого семейства (М,), _, подмножеств кольца A. Для лю- 
бой пары идеалов a и a’ кольца А имеет место формула 


У (αῃα’) = И (аа/) =И (@)0И (m). (3) 


Действительно, формулы (1) и (2) очевидны; с другой. стороны, 
формула (3) означает, что, для того чтобы некоторый простой 
идеал Ÿ кольца А содержал один из идеалов 4 либо a’, необхо- 
димо и достаточно, чтобы он содержал aa’, или чтобы On содер- 
жал af)a’. Это последовательно получается из предложения | 
($ 1, n°1). Вторая из формул (1) имеет следующее обращение: 


εκτ κ» SS = ἕνα. Έα С eg ES aa eee ea A nef 

“γης ОВ Е EE RES 
ИТ Фи D < = 5 ehe > +. и + ar 

u 2 у > = = 5 ео £5 > wa; 


У 
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если a — такой идеал À, что У(а) = O, то a = À, ибо не суще- 
ствует максимального идеала в À, содержащего 4. Наконец, если 
а— любой идеал в À H г (а) — его и (S 2 1 6; определе- 
ние 4), то 


V (a) =V (v(a)), ὦ 


что вытекает из следствия | предложения 13 ($ 2, n°6). 

Формулы (1)—(3) показывают, что подмножества V(M) 
удовлетворяют аксиомам замкнутых множеств некоторой топо- 
логии (Общая топология, 1968, гл. I, $ 1, n° 4). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть А — кольцо. Простым спектром коль- 
ца А (он будет обозначаться через Зрес(А)) называется мно- 
жество Х простых идеалов этого кольца, снабженное тополо- 
гией, в которой замкнутыми множествами являются множества 
V(M), где М пробегает $ (A). Так определенная топология на- 
зывается спектральной или топологией Зарисского на простран- 


стве À. 
Очевидно, что равенство Зрес (А) = © эквивалентно равен- 
ству А = {0}. 


Пусть À — простой спектр кольца À; обозначим для любого 
fe À через X; множество тех простых идеалов в À, которые 
не содержат элемент }; очевидно, что X; = À — V(f) и Χ,--οτ- 
крытое множество. В силу формулы (2), любое замкнутое под- 
множество в Х представляет собой пересечение замкнутых мно- 
жеств вида УР; следовательно, множества Х; образуют базис 
спектральной топологии Ha À. Кроме того, из определений не- 
медленно следует, что 


Xo vn (ὃ, X >. X, (5) 
и, более общо, À; = À для любого обратимого элемента ] ΕΞ À. 


Хи = XF NX, для любых элементов Ги в кольца А. (6) 


Обозначим через 5 (У), где У — любое подмножество в X, 
пересечение простых идеалов кольца À, принадлежащих под- 
множеству У. Ясно, что S(Y) является идеалом в кольце А и 
что отображение У —> З (У) является убывающим в смысле отно- 
шений включения в множествах Х и А. Очевидно, что 


- S(O) = A, (7) 
S(U re bse), 2. (8) 
AGL AGL 


для любого семейства (У,),_, подмножеств в À: Кроме того, 
имеет место 


Pre 
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ПрЕдложЖЕНИЕ 11. Пусть А — кольцо, а— идеал в Аи Y — 
подмножество в À = Spec(A). Тогда 

(i) множество V(a) замкнуто в X, а S(Y) является идеа- 
лом в А, совпадающим со своим корнем; | 

(ii) идеал S(V(a)) является корнем идеала à, а множество 
V(S(Y))— замыканием множества Y 8 Χ; — 

(iii) отображения 3 и У определяют взаимно обратные убы- 
вающие биективные соответствия между множеством замкну- 
тых подмножеств пространства Х и множеством тех идеалов 
кольца А, которые совпадают со своим корнем. 


Утверждение (1) и первое из утверждений в (ii) следуют 
из определений и из следствия | предложения 13 в $ 2, n° 6. 
Если некоторое замкнутое множество V(M) (для какого-то 
McA) содержит У, το McCy для любого простого идеала 
pe Y, откуда MC S(ŸY) и, следовательно, V(M)= V(3(Y)); 
но так как Ус V(Y(Y)), το V(Ÿ(Y))— наименьшее замкнутое 
множество в À, содержащее У, что доказывает утверждение 
пункта (ii). Наконец, из (ii) следует, что если а — идеал, рав- 
ный своему корню, то 3 (У (а) ) =а, а если У замкнуто в X, то 
V(3(Y)) =У. Этим доказано и (iii). 


Из предложения 11 немедленно следует, что если М — произвольное 
подмножество кольца А и У — произвольное подмножество A, το V(M) = 


= V(S(V(M))) и 5 (У) = 5(У($5(7))). 


СЛЕДСТВИЕ 1. Для ‘любого семейства (Yy),c; замкнутых 


подмножеств пространства Х идеал ( N) у») является корнем. 
ЛЕГ 
‘суммы идеалов 5(Т,). 


В самом деле, из предложения 11 (11) следует, что У N уз) 
А ЕТ, 
представляет собой наименьший идеал, равный своему корню 
и содержащий все идеалы 3 (У,). Следовательно, этот идеал 
содержит и = S(Y,), а потому и корень идеала py S(Y 4) 
ЛЕГ, | AGL 

($ 2, n° 6, следствие 2 из предложения 13), откуда следует Tpe- 
буемый результат. 


_ Следствие 9. Обозначим через t(a) корень идеала a коль- 
ца А; еслиа и b— два идеала кольца À, то отношение У (а) < 
— V(b) эквивалентно включению bŒt(a) и включению t(b)C 
= κα}. 


Немедленно проверяется, что отношения bCr(a) и 1(5) < 
ς-τ(α) эквивалентны, и так как У (а) = V(t(a)), то следствие 
вытекает непосредственно из предложения 11 (111). 
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Следствие 3. Пусть (р), αχ — некоторое семейство элемен- 
тов кольца А. Для того чтобы элемент g Е А обладал тем свой- 
ством, что X, [J X;,, необходимо и достаточно, чтобы суще- 

VEL 
ствовало целое п > 0, при котсром элемент g" принадлежал бы 
идеалу, порожденному элементами fy. 


Действительно, соотношение À, < UJ Ar, эквивалентно со- 
NEL 
отношению у (ο) -» [) У (f,), и потому достаточно применить 
ЛЕГ, 
следствие 2. 


СЛЕДСТВИЕ 4. Для Того чтобы два элемента |, © кольца А 
обладали тем свойством, что Χρ = Χρ, необходимо и достаточно, 
чтобы существовали целые т > 0 ип>0, для которых "ЕЕ Ag 
и gr & Af. 


СЛЕДСТВИЕ 5. Для того чтобы Х; = @ при некотором эле- 
mente [= À, необходимо и достаточно, чтобы | был нильпо- 
тентным. 


Это немедленно вытекает из следствия 4. 


СЛЕДСТВИЕ 6. Замыкание множества, состоящего из одной 
точки ре = Spec(A), представляет собой множество У(у) 
простых идеалов, содержащих }. Для того чтобы множество {у} 
было замкнуто в Х (или, как говорят для краткости в этом 
случае, чтобы YP была замкнутой точкой пространства X) необ- 
ходимо и достаточно, чтобы идеал Y был максимален. 


Следствие 7. Если А — нётерово кольцо, то X = Spec(A) — 
нётерово пространство. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Для любого f EA открытое множество Х; 


в пространстве Х = Spec(A) квазикомпактно. В частности, само 
пространство Х является квазикомпактным. 


Поскольку множества Xg составляют базис топологии, до- 
статочно ‚доказать, что если (2)),_‚— такое семейство элемен- 


тов кольца A, что X, [} Xg,, TO существует такое конечное 


AGL 
подсемейство (£4), -,, что Х; € U Xe, Ho соотношение 
REM ,.; | 
А; < U) Ха, означает, что существуют такое целое n> 0 и Ta- 


ЛЕГ, 
кое конечное подсемейство (бы ΠΤΟ fr принадлежит идеалу, 


порожденному этим подсемейством (следствие 3 предложе- 
ния 11). Отюда следует предложение, 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть A, А’— два кольца, X = Spec(A), 
Х’ = Spec(A’) u h — некоторый гомоморфизи кольца А в KOAb- 
uo A’. Тогда отображение th: у’ — 1! (у’) пространства X’ в про 
странство Х непрерывно. 


Действительно, для McA множество (*h)-!(V(M)) пред- 
ставляет собой множество таких простых идеалов }’ кольца A’, 
что Mch-!(y), а это эквивалентно включению h(M)c у’. Сле- 
довательно, это множество равно V(A(M)) и, таким образом, 
является замкнутым. 

Говорят, что 4} есть отображение, «--Ἡπαροσθήμας ς ΓΟΜΟ- 
морфизмом A. 


‚Замечание. Если h— сюръективный гомоморфизм и @— его 
ядро, то из определения спектральной топологии следует, что “й являет- 
ся гомвоморфизмом спектра X’ на замкнутое подпространство Va) 
спектра X. Действительно, для того чтобы простой идеал }’ кольца А” 
содержал некоторый идеал №’ кольца А’, необходимо и достаточно, 
чтобы A!(p) содержал h-1(b”). Таким образом, прежде всего видно, 
что “h инъективно, если считать b’ простым; кроме того, для любого 
идеала D’ кольца A’ образ относительно “Й множества V(b’) равен 
V(A-1(6’)). Отсюда уже следует наше утверждение, так как в виде 
h-!(6’) можно представить все идеалы кольца A, содержащие a. 


СлЕедствиЕ. Пусть 5 — мультипликативная система кольца À, 


Д’ = S-!A и h— канонический гомоморфизм iS. Тогда “h. npeo- 
| A 


ставляет собой гомеоморфизм спектра X’ = Spec(A’) на подпро- 
странство спектра Х = Spec(A), которое состоит из простых 
идеалов, не пересекающихся с 5. | 


В самом деле, пусть f =f/s, где fe À, 5=$. Тогда 
Xp = Χμι, так Kak $/1 — обратимый в А’ элемент. Уже известно, 
что “h — инъективное отображение и что для любого VEN’ 
соотношения [/1е}’ и | ЕЙ !(у’) = А (у’) эквивалентны; сле- 
довательно, эквивалентны и условия p ΕΞ: Χμι и *h(p’) = X;. Это 
показывает, что “A(X;) равно Χρ} “й (Х”), откуда следует пер- 
вое утверждение, так как множества Х; (соответственно Χρ) 
составляют базис топологии пространства Х (соответственно 
Х’). Второе утверждение вытекает из предложения 11 (11) 
п 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Пусть А — кольцо. Для того чтобы под- 
множество У спектра X = $рес(А) было неприводимым, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы идеал S(Y) был простым. 


Положим p= Ÿ(Ÿ) и заметим, что для любого элемента 
ГЕ À соотношение {Е} эквивалентно соотношению Ÿ € V(f). 
Допустим, что У неприводимо, и пусть }, 8 — такие элементы 
в A, что fg Ее}. Следовательно, 


Y SV (fg)=¥ (UV (g). 
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Так как У неприводимо, a V(f) и V(g) замкнуты, то или 
YCV(f), или Ус У(5); следовательно, [EI или ge у, чем и 
доказывается простота идеала }. 

Предположим теперь, что идеал у прост. В силу предложе- 
ния 11(ii), Y = V(y), и так как у — простой идеал, TO p= ὦ ({y}), 


откуда У = V(3({p})) = {y} (предложение 11(1)). Так как мно- 
жество, состоящее из одной точки, неприводимо, то У — непри- 
водимое множество. 


СЛЕДСТВИЕ |. Для того чтобы пространство X=Spec(A) было 
неприводимо, необходимо и достаточно, чтобы факторкольио 
кольца А по его нильрадикалу Jt было целостным. 


Действительно (предложение 11 (ii)), идеал 3(X) является 
корнем идеала (0), т. е. нильрадикалом NM. 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ 2. Отображение y—V(y) является биективным 
отображением множества Х = Spec(A) на множество непри- 
водимых замкнутых подмножеств пространства Х. В частности, 
неприводимыми компонентами замкнутого подмножества YCX 
служат множества V(y), где у пробегает всевозможные мини- 
мальные элементы множества простых идеалов кольца А, со- 
держащих идеал 3 (У). 


Так как I(V(p))=» для любого простого идеала у коль- 
ца Аи Y=V(S(Y)) для любого замкнутого подмножества У 
пространства À, то первое утверждение следует из предложе- 
ния 14. С другой стороны, для включения У > V(p) необходимо 
и достаточно, чтобы у = 5 (И(у)) > 3(Y) (предложение 11), от- 
куда следует и второе утверждение. 


- 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ 8. Множество минимальных простых идеалов нё- 
терова кольца А конечно. 


Действительно, Х = Spec(A) имеет лишь конечное число не- 
приводимых компонент (следствие 7 предложения 1] и n° 2, 
предложение 10), и это следствие вытекает из предыдущего 
следствия 2. | 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΠΕ 15. Пусть А — некоторое кольцо, | — конечное 
множество, Е — множество таких ортогональных семейств 
(е;), «т Идемпотентов е; == 0 кольца A, что À e,=1. Для каж: 


= Ε положим ölle), = )= Vie 
Тогда © является биективным OTO- 


дого семейства (e;) 
и о ((е.) =, (Acer 
бражением множества Е на множество Р разбиений (Uj), _, 


пространства X = $рес(А) на открытые множества, а в пред- 
ставляет собой биективное отображение множества Е на 


ie] 
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множество $ семейств (ai), =, таких идеалов 0 кольца A, 
что А является прямой суммой идеалов Qj. 


Пусть (e;), _,- элемент множества Е, и положим У, = 
V(All-e,)); если i Aj, то 1=1-е, +е; (1-е) = A(l —-e;) + 
ok + АС —е;), откуда У, ПУ; = © (формулы (1) и (2)). С другой 
стороны, U Y,=V ν(Π A(L— ei) (формула (3)). По условию, 
| ie] 
КИЙ (1—е;) = 1 — р e; =0, в силу чего U У; =Х (формула (1)). 
=] 
Tax как множества У; замкнуты, TO они открыты, так что 


о (Е) с Р. Кроме того, очевидно, что А = 2 Де;; если 0 = oa a;e; 


ic] 
при а; = A, To, умножая это последнее равенство на 5. и 
чаем 0 = а,е; = ae, для всех ἰ. Этим доказано включение с (Е) CS. 


_ JIEMMA 2. Если для двух идемпотентов e и | кольца А 
идеалы Ae и Af имеют один и тот же корень, TO e =f. 


Действительно, согласно условию, существуют такие целые 
п>0 и mZ0, что e=e"e Af u | =Ре Ае. Пусть x, y— 
элементы из A, для которых € = Xf u | = уе. Тогда ef = xf? = 
=xf=e u, аналогичным‘ образом, ef = уе? = уе = f, откуда 
asf. | | 
Лемма 2 и следствие 2 предложения 11| показывают, что 
отображения © и O инжективны. 

Теперь установим, что с — сюръективное отображение. Если 
(a;), =, — какой-либо элемент семейства $, то существуют такие 


элементы е; = а;, что | = > ὁ; если {52 |, το ϐ) 6; HANA, = {0}, 


ie] 
откуда получается равенство е, = » €; e; = 6). Наконец, Де, CA, 
ic] 
для всякого ie [ И >) Ае; ΞΞ Α, 1B силу чего Де; == 1. 


Е! 
Остается доказать сюръективность отображения ©. Пусть 


(U;), „‚—какой-нибудь элемент множества Р; положим Z;=CU;= 
(J U;; поскольку множества U, и Z, замкнуты, существуют 
ii 


такие идеалы A, 6; кольца А, что И; =: (a,), 7; =" (6). Можно 
считать — и это сейчас будет доказано, — что а; | 0; = {0}. Так как 
ИП; = ©, тоя, + В, = А. Пусть a; = a,b, b, — такие элементы, 
что а; =1. Поскольку X=U,UZ,=V (а,6;\ (формула (3)), 
то каждый элемент произведения A,D, нильпотентен (следствие 2 
предложения 11); пусть р— целое число, для которого αἰ δὲ =0. 
Отметим теперь такие соотношения: И; < И (Aa,)=V (Aa?) 


Zi = V (Ab;) = V (Ab?) nV (Aai) NV (Abi) = V (Aa; + Abi) = ©; следо- 


αἱ 
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вательно, И; =У (Аа?) и 7: =У(АЬ?), откуда и получается наше 
утверждение, если заменить a; Ha Aaj, а ὃ; -- на 467. Если 
считать, что идеалы a; и В; выбраны именно такими, то из того 
факта, что отображение. о биективно, следует, что существуют 
два идемпотента |; = ®, e; =b;, для которых 1 =e; +f, ef, =0, 
a, = Ай, В; = Ае;. Если i 4 |, To X = Z;U Z; = V (Ае,, e)), и так как 
е;е; — идемпотент, то лемма 2 показывает, что е;е; = 0. Наконец, 
элемент е= Dj E; является идемпотентным, и для любого ie] 
Le] 

имеет место включение e; = Ae, откуда У (Ae) < Z; при каждом i. 
Отсюда следует, что У (Ае) = @=V(A-1) и лемма 2 вновь 
показывает, что e= I. 


CaencTBnE |. Пусть А — кольцо, +— нильидеал!) в A u 
h: A> Ад — канонический гомоморфизм. Тогда для всякого 


| ортогонального конечного семейства (ei), <, идемпотентов KOAb- 
Lt 


ца Alt, удовлетворяющего равенству le e =1, существует та- 
=! 


кое ортогональное конечное семейство (e;), =, идемпотентов 
y — —— ΄ 1 
кольца À, что Φ e,=1uhle)=e; для всех iel. 
ef 

Положим A’ = Alt. Уже известно (замечание, следующее за 

предложением 13), что отображение 
“h: Spec (A’) > $рес (А) 

является биективным гомеоморфизмом, так как, по условию, 
всякий простой идеал из А содержит т.’Из предложения 15 
видно, что в кольце А существует такое конечное ортогональное 


семейство (е;); =} идемпотентов, что 22 e; = 1 и что образ при. 
отображении @h множества FO ο) равен У (А (1—е,)). Од- 
нако, совершенно очевидно, что множество У(А(1—е;)) пред- 
ставляет собой и образ множества У(А”(1 —h(e;))) при ото- 
бражении À; поскольку l—e, и l—h(e,) — идемпотенты, 
лемма 2 показывает, что e;=h(e,). Отсюда и получается наше 


следствие. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Для того чтобы простой спектр Х = Spec(A) 
кольца. А был связным, необходимо и достаточно, чтобы в А 
не было никаких идемпотентов, кроме 0 и 1. 

В самом деле, утверждение о том, что пространство Х не- 
связно, означает, что существует одновременно открытое и 
замкнутое множество в X, отличное OT @ и от самого À. 


1) Иначе говоря, F— идеал кольца A, содержащийся в нильрадикале 
этого кольца, — Прим. перев, 
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4. Носитель модуля 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть А — кольцо и М — некоторый А-мо- 
дуль. Носителем модуля М называется множество тех простых 
идеалов } кольца A, для которых My #0; носитель модуля М 
обозначается через 51105 (М). 


Поскольку любой максимальный идеал в А прост, из след- 
ствия 2 теоремы | $ 3, n° 3, вытекает, что А-модуль М равен 0 
тогда и только тогда, когда Supp (M) = ©. 


Пример. Пусть а— идеал в кольце А. В обозначениях 
n° 3 имеет место следующее равенство: 


У (a) = Supp (A/a). (9) 


В самом деле, известно, что если у — такой простой идеал 
кольца A, что ау, то (A/a)y =O (8 3, n° 1, замечание 3); 
наоборот, если AC у, то идеал «А, содержится в максимальном 
идеале PA, кольца частных Αν и (А/а), изоморфно фактор-. 
кольцу А,/аА,, а потому оно отлично от 0 ($ 3, n° 1, предложе- 
ние 3). Отсюда следует наше утверждение. | 

В частности, Supp (А) = $рес(А). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 16. Пусть А — кольцо и М — некоторый А-мо- 
дуль. 
(i) Если N — подмодуль модуля М, το 


Supp (M) = Supp (№) U Supp (M/N). | 


(ii) Если модуль М есть сумма некоторого семейства’ 
(№,). =, своих подмодулей, то 


Зирр(М) = UJ Supp (N.). 


te 7 


(i) Из точной последовательности 0 -» N — М — М/М —0 для. 
любого простого идеала αὶ кольца А получается точная последо- 
вательность 

0>N > My > (MIN), > 0 


($ 2, n° 4, теорема 1). Таким образом, для того чтобы модуль 
частных My был равен 0, необходимо и достаточно, чтобы нуле- 
выми были модули № и (M/N),. Иными словами, соотношение 
yA Зирр (М) эквивалентно тому, что »&Sup(N и 
p £& Supp(M/N), этим доказывается утверждение (i). 

(ii) Для любого простого идеала P кольца А модуль My 
представляет собой сумму семейства подмодулей (M), 


($ 2, n°4). Но неравенство М, == 0 означает, что существует та- 
кой индекс tu] 1, что (NW), == 0, откуда следует (ii). 


Par 


PARIS ао RE, RS NES ee ee EURE BEE TE CREE rm CS eA LA TR ro 2 ых Е 
ет ыы АЕ: Е EEE 


= 
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ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ. Пусть А — кольцо, М — некоторый А-модуль, 
(m,), =, — какая-либо система образующих модуля М u а — 


аннулятор элемента πι. Тогда Зирр(М) = LE У (αι). 


_ Действительно, согласно предложению. 16 (ii), Supp(M) = 
= U Supp (Am, )- C другой стороны, модуль Ат‚изоморфен А-мо- 
ve] 


дулю A/a, и было показано, что Supp(A/a,)= V(a,) (см. при- 
веденный выше пример). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 17. Пусть А — кольцо, М — некоторый А-мо- 
дуль и a— его аннулятор. Если М — модуль конечного типа, TO 
Supp (М) = У (а) и, следовательно, множество Зирр (М) замкнуто 
в Spec(À). 

Пусть (π1}), £i£n 7 Некоторая система образующих модуля М, 

п 
и пусть а; — аннулятор элемента mi. Тогда я= [Г] а; и, следо- 
i=l 


вательно, И (a) = Uva (n°3, формула (3)). Доказываемое 
£ i=] 
предложение следует теперь из следствия предложения 16. 


СЛЕДСТВИЕ |. Пусть А — кольцо, М — некоторый А-модуль 
конечного типа’и а— какой-нибудь элемент из А. Для того 
чтобы элемент а принадлежал всякому простому идеалу носи- 
теля модуля М, необходимо и достаточно, чтобы гомотетия YM- 
ножения на а модуля М была нильпотентной. 


Действительно, из предложения 17 следует, чтс пересечение 
простых идеалов, принадлежащих Фирр (М), является корнем 
аннулятора a модуля М (n°3, предложение 11 (ii)). Утвержде- 
ние о том, что элемент а принадлежит этому корню, эквивалент- 
но утверждению, что некоторая степень a* принадлежит а, т. €. 
что aM = 0. 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ 2. Пусть А — нётерово кольцо, М — некоторый 
А-модуль конечного типа и а— идеал в А. Для включения 
Зирр (М) < V(a) необходимо и достаточно, чтобы: а. 
целое число k, для которого αἴ М = 0. 


В самом деле, если b— аннулятор модуля М, то включение 
Зирр (М) < У(@) эквивалентно: включению У (5) < У(а), в силу 
предложения 17, и, следовательно, включению a@Cr(b), где 
t(b) — корень идеала b (n°3, следствие 2 из предложения 11). 
Но так как А — нётерово кольцо, то это условие в свою ‚очередь 
эквивалентно существованию такого целого > 0, что a Ch 
($ 2, n° 6, предложение 15). 
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ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 18. Пусть М, М’— два модуля конечного типа 
над кольцом А. Тогда 


Supp (М @ 4M’) = Supp (М) П Supp (M’). | (10) 


Нужно доказать, что если у — простой идеал кольца А, то 
утверждение (М®АМ’), #0 и утверждение My = 0и М, = 0. 
эквивалентны. Но OO Ay-mogyan My @ ay My и (M Qa М’), 


изоморфны (8 2, n°7, предложение 18), наше утверждение вы- 
текает из следующей леммы: 


JIEMMA 3. Пусть В — локальное кольцо, а Е и Е’ — два В-мо- 
дуля конечного типа. Если Е = 0 и Ε’ = 0, то и ΕΘΗΕ’ = 0. 


В самом деле, пусть R— поле вычетов кольца В. В силу 
предложения 4 из $ 3, n° 2, имеют место неравенства ROBE == 0 
и ROBE’ == 0. Отсюда следует, что (ROBE) ®, (Е®вЕ’) #0 (Al- 
gébre, chap. И; 35 éd. .$:3, n° 8) I); Благодаря ассоциативности 
тензорного произведения (там же, $ 3, n° 8), это тензорное про- 
изведение изоморфно модулю EQ, ((R &,k) © вЕ’) =Е®в(Е®вЕ”), 
и, следовательно, модулю R@B(E@BE’), откуда получается тре- 
буемое. 

Следствие. Пусть М — некоторый А-модуль конечного типа 


u и— его аннулятор. Гогда для всякого идеала а кольца А спра- 
ведливы равенства Supp (М/аМ)-= V (α) ПУ (и) = V (a+ n). 


Действительно, M/aM = M ® ἃ 4 (479) и A/a — модуль конечного | 


типа. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 19. Пусть A, В — два кольца, ф: А — В — неко- 
торый гомоморфизм u %p: Spec(B) — Spec(A) — непрерывное 
отображение, ассоциированное с ф (предложение 13). Тогда для 
любого А-модуля М имеет место включение Зирр(М(в)) & 
`<“ф-'(Зирр M). Если, к тому же, М — модуль конечного типа, TO 
Supp (M(g)) = “@~* (Supp (M)). 


Пусть 9 — простой идеал В ир=ф`' (1). Предположим, что η 
принадлежит носителю SUPP (Mis); имеем Mig) ®в B = 
= (М ®лВ) ®в В, = М @ Ba =(M ®_А,) ®д,В., ибо томом 
физм ÀA— B — В. разлагается на А>А, >В. (8 2, n°1, пред- 
ложение 2). Следовательно, предположение Me) Op В. #09 
влечет за собой, что M @ 1 Αν #0, откуда получается первое 
утверждение. Поскольку гомоморфизм фо: А, BD, локален, 


наше второе утверждение получается из НЕ леммы: 


1) См. также Алгебра, τη. III, $ 1. — Прим. перев. 
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JIEMMA 4, Пусть. А, В —два локальных кольца, р: Am В — 
локальный гомоморфизм и Е — некоторый А-модуль конечного 
типа. Если Е +0, то Em #0. 


В самом деле, пусть м — максимальный идеал кольца Аи 
Е = Alm— поле вычетов; из условия следует, что ΒΘ = 
= B/mB =2 0. В силу ассоциативности тензорного произведения, 
модуль (Е Ὁ à B) @ à À изоморфен модулю Е ® „(В ® лк), а потому 
и модулю Е® (Е ®,(В Θα Κ)) и, наконец, модулю (Е ΘΚ) ®, 
©, (В ®,k). Согласно предложению 4 из $3, n°2, Е®.Е=>0 
и, следовательно, (E@®,B)®,kR<#0 (Algébre, chap. IT, 3° éd; 
$ 3, n°7)!), так что a fortiori EQ,B~O0 


- ПРЕДЛОЖЕНИЕ 20. Пусть А — кольцо и М — некоторый А-модуль 
конечного типа. Тогда для всякого простого идеала } = Supp (M) 
существует ненулевой А-гомоморфизм w : M—> А}. Ἢ 


Пусть be Supp(M). Так как M — модуль конечного типа и 
My #0, το My/pMy = My ® „(А Аь) 5-0 (8 3, n°2, предложе- 
ние 4). Пусть К = Ay/p A, — поле частных целостного кольца A/p. 
Поскольку My/PMy является векторным К-пространством, отлич- 
ным от 0, существует некоторая ненулевая линейная форма 
u: My/pMy—> K. Композиция и и канонического отображения. 
_М№М — M,/vM, дает ненулевое А/у-линейное отображение 
υ: М/М —>К. Если (X), -;<, — некоторая система образующих 
(А/›)-модуля M/pM, то существует такой элемент а FO 
в кольце A/p, что при 1<1< п произведения аи (х;) принад- 
лежат A/v. Следовательно, w = au представляет собой ненуле- 
вое (A/p) — линейное отображение модуля M/vM в A/v. Компо- 
зиция гомоморфизмов | 


М — М№М —> А» 
дает, таким образом, ответ на рассматриваемый вопрос. 


Упражнения 


1) Пусть (Ха, fag) — проективная система топологических пространств 
с фильтрующимся множеством индексов, пусть À = ИтХа и [а — канониче- 
<< 


`ское отображение из À в Ха. Предположим, что для любого & отображе- 
ние fg сюръективно. Показать, что если пространства Ха ‚неприводимы, то 
неприводимо и À (ср. Общая топология, 1968, гл. I, $ 4, n° 4, следствие из 
предложения 9). В частности, любое произведение неприводимых пространств 
неприводимо. 

2) Говорят, что в неприводимом пространстве Х некоторая точка X яв- 
ляется ОЕ, если множество {х} плотно в À. 

а) Если Х — пространство Колмогорова (Общая топология, 1968, гл. I, 
$ 1, упражнение 2), то оно обладает не более чем одной общей точкой; 


1) См. также Алгебра, гл. ПТ, $ 1, — Прим. перев. 


ET TEE EEE TEE СИЕ ЕЕ 
> BZ Ir МИЯ Br ee “Ae te Sr 
> ae + > ie g “ ee +1 


El EN eo ἅπαν LE pit À δ΄ ἀπ] NE 
< = fs BE ep ER DA ἐκ 1 ARE AT © А 
FRE VAE ys κ ЧЕ : 
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если À — достижимое пространство (Общая топология, 1968, гл. I, $ 8, упраж- 
нение 1), то общая точка может в. нем быть только тогда, когда оно само 
состоит из одной точки. 

6) Привести пример достижимого неприводимого пространства, являю- 
щегося бесконечным (ср. Общая топология, 1968, гл. 1, ὃ 8, упражнение δ). 

в) Пусть X, Ур— два неприводимых пространства, каждое из которых 
имеет общую точку; предположим, кроме того, что У обладает лишь одной 
общей точкой у. Пусть f: Х- У — непрерывное отображение; для того чтобы 
множество [(X) было плотно в У, необходимо и’ достаточно, чтобы для’ каж- 


‚ дой общей точки x из À выполнялось равенство [(х) = y. 


г) Пусть (Χα, fag) — проективная система неприводимых пространств, мно- 
жество индексов которой фильтрующееся. Допустим, что каждое простран- 
ство Ха обладает единственной общей точкой Χα. Показать, что если для 
a < В множество fag(Xg) плотно в Χα, TO Х = lim Ха является неприводи- 


— 
мым пространством и обладает единственной общей точкой (устанавливается 
тем же методом, что и упражнение 1). 

3) Пусть’ X — топологическое пространство, (Ya) — фильтрующееся BO3- 
растающее семейство подпространств в Х; показать что если каждое из под- 
пространств Yq неприводимо, a À является объединением семейства (Уз), то 
и Х неприводимо. Получить отсюда пример, в котором Х — пространётво Кол- 
могорова, каждое Ус обладает общей точкой, но À общей точки не имеет. 

4) Пусть У — неприводимое пространство, обладающее единственной об- 
щей точкой у, À — некоторое топологическое пространство и f: Х>У— не- 
прерывное отображение. | 

а) Для всякой неприводимой компоненты Ζ пространства Х, пересекаю- 
щей f-'(y), множество [(Z) плотно в У. 

6) Привести пример, в котором множество [(Χ) плотно в У и вместе с тем 
множество [!(у) пусто (взять в качестве À подпространство в У). 

5) Пусть С — связная полутопологическая группа (Общая топология, 
1969, гл. III, упражнение 2). Показать, что если С обладает лишь конечным 
числом неприводимых компонент, то она обязательно неприводима (обратить 
внимание на то, что все неприводимые компоненты получаются из той непри- 
водимой компоненты, которая содержит нейтральный элемент, с помощью 


левых или правых сдвигов). 


6) Пусть Х — топологическое пространство. 

а) Пусть x — точка из X и О — открытая окрестность точки X, содержа- 
щая лишь конечное число неприводимых компонент. Показать, что существует 
такая окрестность У точки х, что каждая открытая окрестность этой точки, 
содержащаяся в V, связна. | 

6) Предположим, что каждая точка пространства À обладает открытой 
окрестностью, имеющей лишь конечное число неприводимых компонент. По- 
казать, что следующие свойства эквивалентны: 

&) Неприводимые компоненты пространства À открыты. 

В) Неприводимые компоненты пространства Х совпадают со связными 
компонентами этого же пространства. 

у) Связные компоненты пространства Х неприводимы. 

ὃ) Любые две различные неприводимые компоненты пространства Х не 
пересекаются. 

7) Пусть X — метризуемое компактное пространство и À — такое откры- 
TO отношение эквивалентности в À, что факторпространство Х/К неприводимо. 
Показать, что существует точка x = À, класс которой mod À всюду плотен. 
(Сначала заметить, что всякое насыщенное относительно À открытое подмно- 
жество пространства Х всюду плотно. После этого воспользоваться теоремой 
Бэра.) 

8) Показать, что произведение двух нётеровых пространств является He- 
теровым пространством. (Показать, что если А и У — нётеровы пространства и 
À — некоторое открытое подмножество в ХХ У, то для любой точки x == prı A 
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существует такая ее открытая окрестность У, что VX A(x) CA, и получить 
отсюда, что А — квазикомпактное множество.) 

9) а) Показать, что простой спектр коммутативного кольца является 
пространством Колмогорова (Общая топология, 1968, гл. I, $ 1, упражнение2), 
в котором всякая неприводимая компонента имеет (и притом только одну) 
общую точку. 

6) Пусть А — целостное кольцо, & = (0) — общая точка пространства 
X = Spec (А). Для того чтобы точка & была изолированной в À, необходимо 
и достаточно, чтобы пересечение простых идеалов кольца À, отличных от 0, 
было ненулевым идеалом. Привести пример локального кольца, обладающего 
ЭТИМ СВОЙСТВОМ. | 

10) Пусть А — кольцо и % — его нильрадикал. Для того чтобы спектр 
кольца A был дискретным, необходимо и достаточно, чтобы A/ было прямым 


произведением конечного числа полей. 


11) Пусть К — поле, А — кольцо многочленов К [X, У] и В — факторколь- 
πο A/(X, У); показать, что Spec (В) является связным пространством, но с 
двумя различными неприводимыми компонентами. 

12) Пусть У — вполне регулярное пространство, А = ®°® (7; В), B= 
= ® (У; R). Показать, что компактификация Стоуна — Чеха ВУ пространства У 


канонически отождествляется с некоторым всюду плотным подпространством 


в Spec (А) и с некоторым всюду плотным подпространством в Spec (В). 

13) Пусть А — некоторое кольцо и Х = $рес (А) — его спектр. 

a) Если подмножество F в Х замкнуто, то оно обладает следующими 
свойствами: &) для любого идеала ЕЁ V(y) CF; В) для любого идеала 
Ὁ & F существует некоторое замкнутое подмножество в V(P), содержащее 
ЕПУ(У) и не содержащее $}. | 

6) Допустим, что пространство Х нётерово. Показать, что любое подмно- 


жество F этого пространства, обладающее свойствами %) и В) из пункта а), 
замкнуто в À (рассмотреть неприводимые компоненты множества F и вос- 
пользоваться ‚упражнением 9a)). 


в) В обозначениях упражнения 12 возьмем в качестве У интервал (0, 1) 
прямой В. Показать, что множество Y не замкнуто в À = Spec (A) (cp. 8 2, 


‚ упражнение 15), но вместе с тем оно удовлетворяет условиям‘) и В) из а). 


14) Пусть А — кольцо, À = Spec (А) — его спектр, Р — множество мини- 
мальных простых идеалов из А. 
а) Пусть К: у, pi — симметричное и рефлексивное отношение между эле- 


ментами у, у’ из Р: «существует простой идеал }’” кольца A, который содер- 
жит P+ У». Пусть $ — наименьшее отношение эквивалентности, содержащее 
отношение Ю (Теория множеств, гл. II, § 6, упражнение 10). Показать, что 


если Г— класс эквивалентности относительно $, то множество У, = U У (р) 
pe] 

CBA3HO. 

6) Показать, что если P — конечное множество (и, в частности, если A -- 

нётерово кольцо), то множества У: служат связными компонентами про- 

странства Х. Распространяется ли этот результат на случай бесконечного мно- 

жества Р (ср. упражнение 12)? 

Ч 15) Пусть А — кольцо и 4 — идеал конечного типа в А. Показать, что 
следующие свойства эквивалентны: &) 4? =a; В) идеал а порождается идем- 
потентом; у) множество .У (4) одновременно открыто и замкнуто В À = Spec (A) 
и @ является минимальным среди идеалов 8, для которых t(b) = τ(α) (восполь- 
зоваться следствием 3 из предложения 4 в $ 2). Привести пример, когда 4? = 
= 4, но @ не является идеалом конечного типа и не содержит идемпотентов 
(ср. $ 2, упражнение 15). Ἢ 

di 16) а) Пусть А — абсолютно плоское (коммутативное) кольцо (гл. I, 
$ 2, упражнение 17). Показать, что Х = Spec (А) является компактным вполне 
несвязным пространством, что каждый простой идеал αὶ кольца А максимален 


j 


Ὅν. κα... ατα.” ES ph. Le Sad роб ЗЕ - DS SON ak > Sa Mire, 
PTS E ЕЕ Е FR TES ; im =o ms 


SE TEE АЕ RER 7 DEEE ee has τ 
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и что Ay канонически изоморфно полю А/ф (показать сначала, что для каж- 


moro {+ А множество V(f) одновременно открыто и замкнуто в À; с другой 
стороны, воспользоваться упражнением 9 $3). 8 

-. 6) "Показать, что отображение ᾱ-» V(a) является биективным отображе- 
нием множества идеалов кольца А на множество замкнутых подмножеств 
пространства X. Кроме того, следующие условия эквивалентны: &) множе- 
ство У(@) открыто; В) идеал @ имеет конечный тип; у) идеал @ порождается 
идемпотентом; ὃ) факторкольцо A/a является проективным А-модулем. 


*в) Пусть А — структурный пучок колец Ha À. Показать, что всякий 


А-модуль Я имеет вид Е, где Е — некоторый однозначно определенный с точ- 
ностью до изоморфизма А-модуль (положить Е = Г(Х, 7) и воспользоваться 
тем фактом, что каждая точка пространства Х имеет фундаментальную си- 
стему открыто-замкнутых окрестностей: Для любого идеала @ кольца А no- 


казать, что Нотл (а, Е) можно отождествить с Г(Х — V(a), Е) (заметить, 
что À — V(a) является объединением множеств Xe, где € пробегает множество 
идемпотентов e = 4). Вывести отсюда, что, для того чтобы Е был инъектив- 


ным А-модулем, необходимо и достаточно, чтобы пучок Е был вялым.» 
о Г) Пусть А — некоторое кольцо и —ero нильрадикал. Следующие 
свойства эквивалентны: 

a) ΑΙ 2ὲ — абсолютно плоское кольцо; 

В) пространство Х = Spec (А) отделимо; 

у) каждая точка пространства Х замкнута (иначе говоря, каждый про- 
стой идеал кольца А максимален). 
(Воспользоваться упражнением 9 из $ 3). 

. 17) *a) Пусть. X — вполне несвязное компактное пространство, © — 


такой пучок ‘колец Ha X, что для всякой точки хе X слой О’, является по- 


лем. Показать, что если А = Г(Х, О), то кольцо А — абсолютно плоское и 


что спектр этого кольца (снабженный пучком колец A) канонически отожде- 


ствляется с X (снабженным пучком колец О). (Обратить внимание на то, что 
для любого {Е А множество таких точек ХЕХ, что [x == 0, одновременно 


открыто и замкнуто в Х, и получить отсюда существование такого элемен- 


та g Е À, что Î = ϱ[.).Ὧα 

° 6) Пусть X — вполне несвязное компактное пространство, К — поле и 
А — кольцо локально постоянных отображений из Х в К. Показать, что А — 
абсолютно плоское кольцо (рассуждать непосредственно или применить 


пункт а)). 


в) Пусть А — кольцо ступенчатых числовых функций, определенных - на 
множестве / = (0, 1), причем точки их разрывов имеют вид k/2" (NEN, 


0<k< 2"); пусть эти функции непрерывны справа. Пусть / — множество 


конечных объединений полуоткрытых интервалов (x, у) < 1, края которых’ 


имеют вид 2/9”. Для каждой функции [EA множество Z(f) = f-!(0) при- 
надлежит I. Если @ — идеал кольца A, то множество множеств Ζ(]), где 
f пробегает идеал 4, характеризуется следующим образом: |” пересечение двух 


множеств из % принадлежит «8; 2° каждое множество из /, содержащее 


некоторое множество из «8, принадлежит . Верно и обратное. Для того 


чтобы Heal 4 был простым, необходимо и достаточно, чтобы множество # 


было базисом фильтра, который сходится K некоторой точке из (0, 1). Пока- 
зать, что À — абсолютно плоское редуцированное кольцо и что для любого 


максимального идеала M из А кольцо À, изоморфно полю К. Описать про- 


странство Spec (А). 


Ч 18) а) Пусть У — вполне регулярное пространство. Показать, что сле- 


дующие условия эквивалентны: 
a) Всякий простой идеал в ® (7; К) максимален. 
`В) Любое счетное пересечение открытых подмножеств в У является от- 
крытым множеством. | | « 
y) Всякая непоерывная числовая функция на У локально постоянна. 


(et 


PAR Le 
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δ) Кольцо ® (У; К) абсолютно плоское. 

(Упражнение 15е) из $ 2 дает требуемое.) 5 

Когда эти условия выполнены, пространство À = Spec (® (У; R)) канони- 
чески отождествляется с компактификацией Стоуна — Чеха ВУ пространства Y. 
Такое пространство У называется плоским. 

6) Всякое подпространство плоского пространства плоско. Всякое вполне 
регулярное факторпространство плоского пространства плоско. Любое конеч- 
ное произведение плоских пространств есть плоское пространство. Любая сум- 
ма плоских пространств снова является плоским пространством. | 

в) В плоском пространстве любое счетное подпространство замкнуто и 
дискретно. В частности, всякое счетное плоское пространство дискретно. - 

г) Каждое вейерштрасово вполне регулярное пространство (Topologie 
générale, chap. IX, 25 64., $ 1, exercise 22) (и, тем более, любое компактное 
пространство), являющееся плоским, конечно. 

о д) Пространство, ассоциированное с нетривиальным ультрафильтром, экс- 
тремально несвязно (Общая топология, 1968, гл. I, $ 11. упр. 21), но не яв- 
ляется плоским. 

е)’Дискретное пространство М плоско, но его компактификация CroyHa— 
Чеха плоской не является и спектры колец ®(М; К) и S©(N; В) по этой 
причине не изоморфны. 

19) а) Пусть ф: А — В — гомоморфизм колец. Показать, что для любого 


идеала b кольца В имеет место равенство “p(V(b)) = У(ф!(5)). 

о 6) Получить из a), что, для того чтобы множество “p(Spec (В)) было 
плотно в Spec (А), необходимо и достаточно, чтобы идеал Кег(ф) был ниль- 
потентным в А. 

в) Показать, что если всякий элемент b = В записывается в виде b = 
= йф(а), где À — обратимый в В элемент и a А, то °P является гомеомор- 
физмом пространства Spec (В) на подпространство в Spec (À). 

20) Привести пример такого гомоморфизма колец ф: A— В, при котором 
всякий максимальный идеал из А имеет вид (M), где м — некоторый макси- 
мальный идеал в В, но при котором существуют простые идеалы в А, не 
являющиеся прообразами относительно ф никаких идеалов кольца В (взять 
в качестве В поле). 

21) Пусть (Ag, Фва) — индуктивная система колец, множество индексов 


которой фильтрующееся, и пусть А = ИтАц, а Фо: Au> — канонический 
—— 
гомоморфизм. Если положить X, = Spec (AQ), то [Χα Pgo) станет проектив- 


ной системой топологических пространств, и если À = Spec (А), то отображе- 
ния ‘фо: X— Aa образуют проективную систему непрерывных отображений, 


Показать, что и = lim “фа является гомеоморфизмом из X на lim Ха. (Сначала 
<— <— 


доказать, что если для любого & взят простой идеал Ψα B Аа, причем Ÿ, = 


= Ppa (рв) при &@ < В, то объединение у идеалов Фа (ра) является простым 
идеалом в À; обратно, всякий простой идеал Ÿ кольца А представляет собой 
объединение идеалов Фи (Pa), где Pa = Фа | (y). Наконец, если fg € Ag U 
f = Фо (fa), то заметить, что включение ψ ΕΞ X; эквивалентно включению 


и (p) = pra! ( (Ха) fo) )- 


22) а) Пусть М — некоторый А-модуль и (Ni) — конечное семейство под- 
модулей модуля М. Показать, что имеет место равенство Sun EM} 
i “ 


-U Supp (M/N;) (заметить, что модуль “N N; изоморфен подмодулю 
i | i 


прямой суммы модулей M/N;). 
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6) Пусть р — простое число; носитель Ё-модуля Й отличен от замыкания_ 
объединения носителей 2-модулей Z/p*Z (Е = М). 

в) Пусть М — прямая сумма 7-модулей 2/рЁ2 (Е = М); показать, что 
Supp (M) замкнут, но отличен от V(a), где а — аннулятор модуля М. 

г) Пусть N — прямая сумма 2-модулей Z/nZ (п > |); показать, что 
Supp (Ny не замкнут в Spec (2). = 

д) Вывести из в) и г) пример такого А-модуля М, что если 4 — его анну- 
лятор, то Supp (М) не замкнут и имеет замыкание, отличное от У (а). 

е) Показать, что носитель Й-модуля Il (Z/p®Z) отличается эт замыкания 

k=1 
объединения носителей модулей-слагаемых Z/p*Z. 

23) Пусть р — простое число; привести пример Ё-модулей М, N, где N — 
модуль конечного типа, для которых Мер) Æ 0 и М№р) F 0, но ( M,N) (р) = ae à, 
(положить M = Q). 

24) a) Пусть А — некоторое кольцо, М, М — два А-модуля, причем M — 
модуль конечного типа. Показать, что Supp (Homa(M, Ν)) содержится в ne- 
ресечении Supp (M) Π Supp (N). 

6) Привести пример, в котором модули М и М конечно представимы и 
в котором Supp (Нота (M, N)) строго содержится в Supp (М) ῃ Supp (N) 
(положить А = Др) и N = À). 

в) Пусть задан Й-модуль M, являющийся прямой суммой модулей Z/p*Z 
(р — простое число, REN). Показать, что Supp (Нот, (М, M)) не содержит- 


ся в Supp (M). 

25) Пусть А — нётерово кольцо, À = Spec (А) — его спектр, М — некото- 
рый А-модуль конечного типа и У = Supp (М). Пусть У» (IS k < Ἡ) — раз- 
личные связные компоненты пространства У. 

а) Показать, что существует, и притом единственное, разложение моду- 
ля М в прямую сумму М = M OM ...@ Mn, такое, что Supp (Mz) =У» 
для каждого À. 

6) Если а = Ann (М) и a, = Ann (Mz), то показать, что идеалы a, по- 

n 


парно взаимно просты и Ile, а, =а. 
k+1 

(Используя предложение 17 n° 4, свести рассмотрения к случаю, Kora 
а =0, У =Х и применить предложение 15 из n° 3.) 

26) Пусть ф: АВ — такой гомоморфизм колец, что отображение “ф: 
. Spec (В) — Spec (А) сюръективно. Пусть N — некоторый А-модуль конечного 
типа; показать, что если и: М —> М — такой гомоморфизм А-модулей, что ro- 
моморфизм и 69 1: Me) > № в) сюръективен, TO и — сюръективное отображе- 
ние (применить предложение 19 из n° 4 к Coker (и)). 

27) Привести пример локального гомоморфизма р: A—B и такого А-мо- 
дуля М (не имеющего конечного типа), что Supp (М(в)) не равен MHo- 
жеству “o-!(Supp (M)) (положить А = Zip), В = Z]pZ для некоторого про- 
стого числа р). 

28) Привести пример такого Z- -модуля М, что для некоторого простого 
числа р, удовлетворяющего включению (р) = Supp (М) не существует ни 
одного Z-romomopdu3ma из М в Z/pZ, отличного от нуля. 


$ 5. Проективные модули конечного типа. 
Обратимые дробные идеалы 


1. Локализация относительно элемента 


_ Пусть А — кольцо и М — некоторый А-модуль. Для любого 
элемента ΓΕΑ положим A; = АРТ, М; = M[f-'] = M@,Aff-!] 
($ 9, n°n° 1 m 2). Если $; — множество степеней f" для n 220, 
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το А;=$;'А, M;=S;'M. Если элемент f обратим в кольце А, 
то A; (соответственно М;) канонически отождествляется с А 
(соответственно с М). Если элемент f нильпотентен, то А; = 0 
и М, =0. Для любого гомоморфизма А-модулей и: M— N мы 
будем писать и; = UW]: М; > Ny. 
Пусть теперь & — второй элемент из кольца А. Тогда À;, (co- 
ответственно Mg) каноническим образом отождествляется 
с (Af) и (соответственно с (,) гп), где g/l —- образ элемента g 
в кольце частных А;; гомоморфизм Uyg канонически отождест- 
вляется с (Us)gn ($2, n° 3, предложение 7). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть |— некоторый элемент кольца А, u 
пусть ф: А А, — каноническое отображение. Тогда отображе- 
ние %p: Spec(A;)— Spec(A) является гомеоморфизмом про- 
странства Spec (А;) на открытое пространство X; пространства 
Х = $рес(А) ($ 4, n°3). 

Это частный случай следствия предложения 13 $ 4, n°8. 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 9. Пусть А — кольцо, и: М — М — гомоморфизм _ 
А-модулей и ÿ — простой идеал кольца А. 

(i) Предположим, что гомоморфизм из: М, -» М, сюрзекти- 
вен и что N — модуль конечного типа. Тогда существует такой 
элемент | Е À — у, что сюръективен и гомоморфизм us: M;— Nj. 

(ii) Допустим, что гомоморфизм u, биективен, что М — мо- 
дуль конечного типа и что N — конечно представимый модуль. 
Тогда существует такой элемент [Е À — у, что биективен u us. 


Пусть R и Q — ядро и коядро гомоморфизма и; если g Е À, 
то ядром и коядром гомоморфизма Ug (соответственно Uy) слу- 
жат модули частных Rg и (ὃς (соответственно Ry и Ων) (8 2, 
n° 4, теорема 1). Следовательно, Qy =0. Поскольку ‘NV — модуль 
конечного типа, то таков же и модуль Q, так что существует эле- 
мент g’ = À —), для которого g’Q = 0 (8 2, n° 2, следствие 2 из 
предложения 4); по этой причине Ως; =0. При выполнении ус- 
ловий пункта (ii) последовательность Ο-» Rg —> Mar —> Ng >0 
точна и, следовательно, Ю„’— модуль конечного типа (гл. I, § 2, 
n° 8, лемма 9). Однако (Ве, = Rp =0, и поэтому существует 


бе о: Oe такой, что gR„=0 ($ 2, n°2, следствие 2 из 


предложения 4) Имеем равенство gi = g’/g’", в котором 
g” ЕЛА — р; тем более выполняется равенство (g”/1) R =0, от- 


_куда В га” = (Re) = 0. Если f—g’g”, то [ЕА— у, О, =0 и 


R;= 0; таким образом, гомоморфизм и; биективен. 


Следствие. Если М — конечно представимый модуль и если 
№, — свободный Ау-модуль ранга р, то существует такой элемент 
feA—y, что Ny является свободным А;-модулем ранга р. 
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По условию существуют такие р элементов KEN (1 Li<p), 
что x;/l образуют базис свободного Ау-модуля Ny. Рассмотрим 
гомоморфизм и: АР — М, для которого и(е;) = x; при 1 <i<p, 
где (е;), <; <,- канонический базис модуля AP. Так как гомо- 


морфизм и, MO условию биективен, то существует такой 
f & À — }, что и; — также биективный гомоморфизм в силу пред- 
ложения 2: 

ПрЕдложеЕнНиЕ 3. Пусть (f;), = , — некоторое конечное семейство 
элементов кольца А, порождающее идеал А кольца А. Тогда 
кольцо В = Al А; является строго плоским А-модулем. 


В силу теоремы 1 $2, n°4, каждое из колец Aj, является 


плоским А-модулем, а потому таков же и модуль В (гл. Ι, $2, 
n° 3, предложение 2). С другой стороны, если у — простой идеал 
в À, то существует такой индекс i, что + AP и, таким образом, 
ὃς = PA, — простой идеал кольца частных А;. В этом случае 


ο ῬΑ; ns ll Ar, = В, ибо ῬΑ; == А;; этого достаточно, что- 
| -ᾱ ἱ > 


бы установить, что В — строго плоский А-модуль (гл. I, $ 3, n° 1, 
предложение 1). 


Следствие. В условиях СВ 3, для того чтобы He- 
который А-модуль М был конечного типа (соответственно конеч- 
но представим), необходимо и достаточно, чтобы А;-модуль 


М, был модулем конечного типа (соответственно конечно пред- 


ставим) для каждого индекса i. 
Очевидно, это условие необходимо ($ 2, n° 4). Обратно, если 
все М;-модули конечного типа (соответственно конечно пред- 


ставимы), TO M’ = ll М; представляет собой В-модуль конеч- 
ie! 


ного типа (соответственно конечно представимый В-модуль), 
так как, очевидно, можно предположить, что для каждого À 


существует точная последовательность А}, —> А; -» М, —>0, в ко- 
торой т и п не зависят от i. Однако М’ = M@,B. Данное 
следствие получается и из предложения 3 PRES 
предложения 11 из гл. I, $ 3, n° 6. 


Следует отметить, что условия на |; означают, что открытые мно- 
жества Xe образуют покрытие пространства Spec (А) ($ 4, n° 9, след- 
i 


ствие 3 предложения 11). 
2. Локальное описание проективных модулей конечного типа 


ТЕОРЕМА 1. Пусть А — кольцо и Р — некоторый А-модиль. То- 
гда следующие свойства эквивалентны: 
а) Р — проективный модуль конечного типа; 


Е ел Ади а € 
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6) Р — конечно представимый модуль u для всякого макси- 
мального идеала M кольца А модуль частных Pm является сво- 
бодным Ав-модулем; 

в) Р— модуль конечного типа, для всякого уе Spec(A) 
А,-модуль Py свободен и, если через г» обозначить ранг мо- 
дуля Py, то функция P— ry локально постоянна на топологиче- 
ском пространстве Spec(A) (τ. е. любая точка спектра Зрес (А) 
обладает окрестностью, -B которой эта функция постоянна); 

г) существует конечное семейство (];), =, элементов кольца 


А, порождающее идеал А, для которого при любом iel 
А;-модуль Ps, свободен и имеет конечный ранг; 


д) для любого максимального идеала ш кольца А сущест- 
вует такой элемент | = À —m, что P;— свободный А;-модуль 
конечного ранга. 


Мы докажем эту теорему по следующей логической схеме: 


а)— 6). Уже известно, что любой проективный модуль KO- 
нечного типа конечно представим (гл. I, $ 2, n° 8, лемма ὃ (iii)). 
Если Р — проективный А-модуль, то Ри=Р Q Am является 
проективным А„-модулем (Algébre, chap. II, 3° ed, $ 5, n° 1, 
corollaire de la proposition 4); наконец, так как Am — локальное 
кольцо, TO всякий проективный Am-MOAyJIb конечного типа CBO- 
боден (8 3, n° 2, следствие 2 предложения 5). 

6) > д). Это вытекает из следствия предложения 2 n° 1. 

в) > д). Пусть м — максимальный . идеал в A; положим 
ги = И, и пусть (Xi), <,<„- Некоторый базис модуля Ри. С по- 
мощью домножения элементов х; на некоторый обратимый эле- 
мент из Am можно добиться того, чтобы все X; были KAHOHH- 
ческими образами элементов р. ЕР (1<1< п). Пусть 
(е;) <: <„- Канонический базис свободного модуля А” и 
и: Ar— P— такой гомоморфизм, что и(е;) = р; при 1 Li<n. 
Поскольку Р — модуль конечного типа, из предложения 2 n° | 
следует, что существует элемент {Е À — M, для которого гомо- 
морфизм и; сюръективен. Отсюда мы заключаем, что и; — так- 
же сюръективный гомоморфизм при любом g = À — м; согласно 
же сделанным предположениям, существует такой элемент 
g = À —m, что r,=n для pS Xg. Таким образом, можно пред- 
положить, что для каждого PE X; имеет место равенство 
fy = n— для этого достаточно заменить [ на ]6. В этом случае 
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гомоморфизм Up! Ay->P, сюръективен, a Py и Ay являются 
свободными А,-модулями одинакового ранга. Следовательно 
($ 3, n° 2, следствие предложения 6), гомоморфизм м биекти- 
вен при любом реХ,;. Пусть γ΄ — некоторый простой идеал коль- 
ца Ay, и пусть у — его прообраз в А относительно канонического 
отображения; если отождествить (АР) и (Pi) с A и P, при 
помощи канонических гомоморфизмов, TO (и;)„, отождествляется 


с и», и, таким образом, этот гомоморфизм биективен. Отсюда 
следует биективность гомоморфизма и; ($ 3, n° 3, теорема 1), 
и условие д) получено. 

д) > г). Пусть Е — множество таких элементов f & À, что 
P;— свободный А,-модуль конечного типа. По условию множе- 
ство E не содержится`ни в одном максимальном идеале коль- 
ца А, а потому Е порождает идеал А и, следовательно, сущест- 


вует конечное семейство (f;), <;<„ элементов множества E и эле- 


менты EA (l<i<n), такие, что 1 = δ) а}. Отсюда сле- 
= 


дует г). 
τ) > в). Из следствия предложения 3 n° 1 вытекает, что Р — 
модуль конечного типа. С другой стороны, для всякого простого 


идеала у кольца А существует такой индекс i, что pEX,. 
1 
Если p=p;,ToP, re Je ($ 2, n°5, предложение 10); следова- 


тельно, по условию Pepe модуль Того же ранга, что 
и модуль Р;,что и доказывает в). f 
г) > а). Рассмотрим кольцо В = Il Ay, и В-модуль M= 
ре 1 


= || ΡῊ =P®,B. Для каждого индекса i существует такой 
se] 
свободный А;-модуль Li, что Pr, служит прямым слагаемым 


модуля L;, и мы можем считать, что модули L; все имеют один 
и тот же ранг. Поэтому L= Il L, является свободным В-моду- 
ie] 


лем, в котором М — прямое слагаемое; иначе говоря, М пред- 
ставляет собой проективный В-модуль конечного типа. Посколь- 
ку В — строго плоский А-модуль (n° 1, предложение 3), Р — про- 
ективный А-модуль конечного типа (гл. 1, $ 3, n° 6, предложе- 
ние 12). 


Следствие 1. Предположим, что имеют место эквивалентные 


условия, перечисленные в теореме 1. Пусть т — такое целое чис- 
ло >0, что для любого семейства (x), <, < т Элементов модуля P 
существует семейство (dj), <;—] Элементов кольца А, которые 


ΤΝ ὥ 3 RE 
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т 
не все являются делителями нуля и для которых Хах,=0. 
i=] 


Toeda для любого у = Spec(A) справедливо неравенство Γρ < т. 


В самом деле, пусть у — простой идеал кольца А. Положим 
r=fy, и пусть (И; <,<,‚- Какой-нибудь базис свободного 


А;-модуля Py. Тогда существуют такие элементы х; (l<j<r) 

модуля Р и такой элемент 5+ À — у, что у; = x,;/S для всех |. 

Для любого семейства rer элементов кольца А, удовлет- 
г. 


воряющего равенству Ул ах, =0, в этом случае имеет место со- 
j=! 


2 
отношение > (a;/1) y;= 0, выполняющееся в модуле Py. Отсюда 
= | 


следует, что а/1=0 при 1<]<г. Поскольку система Α--- αὶ 
не содержит 0, это показывает, что все элементы а; являются 
делителями нуля в А (8 2, n° 1, замечание 3), так что обязатель:- 
HOF Mm. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Всякий конечно представимый плоский модуль 
является проективным. 


Действительно, если Р — конечно представимый плоский 
А-модуль и М — максимальный идеал в А, то А,-модуль Pm 
является плоским ($ 3, n° 4, предложение 13) и конечно пред- 
ставимым (8 2, n° 4); следовательно, этот модуль свободен ($ 3, 
n° 2, следствие 2 предложения 5). Таким образом, условие 6) 
теоремы 1 выполнено. 

Замечания. 1) Существуют плоские модули конечного типа, не 
являющиеся проективными (упражнение 7). 


2) Следствие 2 из теоремы | распространяется на модули над не: 
коммутативными кольцами (гл. 1, $ 2, упражнение 15). 


3. Ранги проективных модулей 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть Р — проективный А-модуль конечного 
типа. Для любого простого идеала у кольца A рачг свободного 
А›-модуля Py называется рангом модуля P в у; этот ранг 060- 
значается через го, (Р). 


В силу теоремы 1, функция D reg, (Р) с целочисленными зна- 


чениями является локально постоянной на Х = $рес(А); следо- 
вательно, она является константой, если À — связное простран: 
ство и, в частности, если кольцо А целостное ($ 4, n° 3, след: 
ствие 2 предложения 15). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть ἡ — целое число 20. Мы говорим, что 
некоторый проективный А-модуль Р имеет ранг п, если он 


6 Н. Бурбаки 
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является модулем конечного типа и если го, (P)=n для вся- 
кого простого идеала у кольца А. 


Совершенно ясно, что любой свободный А-модуль L конеч- 
ного типа имеет ранг п в смысле определения 2, если п — раз- 
мерность (или ранг) модуля L в смысле Algébre, chap. II, 3° éd. 
т, а, 

Любой проективный модуль ранга 0 является нулевым ($ 3, 
n° 3, следствие 2 теоремы 1). Если А состоит не только из 0 и 
если проективный А-модуль Р имеет ранг п, то целое число п 
определяется однозначно; оно обозначается через rg(P). 


ТЕОРЕМА 2. [Пусть Р — некеторый А-модуль и п— некоторое 
целое число Z 0. В этом случае следующие свойства эквива- 
лентны: 

а) Р — проективный модуль ранга п; 

6) Р — модуль конечного типа и An-modyAb Ри свободен u 
имеет ранг п для любого максимального идеала M кольца А; 

в) Р— модуль конечного типа и Ау-модуль Py свободен и 
имеет ранг п для любого простого идеала у кольца А; 

г) для любого максимального идеала M кольца А существует 
такой элемент f =A—m, что А;-модуль Р; свободен и имеет 
pane п. 


В соответствии с определением 2 и в силу теоремы 1, усло- 
вия а) и в) эквивалентны; из 0) следует в), так как для вся- 
кого простого идеала у кольца А существует максимальный 
идеал M, содержащий у, и если положить D’ =}, TO № изомор- 


фен (Pas ($ 2, n°5, предложение 11). Если Ри — свободный 


модуль ранга п, то таков же, следовательно, и модуль Py. 
Из в) следует г) в силу теоремы | и того факта, что если 
[+ А — м и Ш’ =\щ,, то модуль Ри изоморфен (P;),, благодаря 
чему ранги модулей Р; и Pm равны. Наконец, это последнее 
рассуждение и теорема | показывают, что из г) следует 0). 


Замечание. Если А — целостное кольцо, то любой проективный 
А-модуль обладает однозначно определенным рангом (в смысле опре- 
деления 2), как было показано выше; кроме того, этот ранг совпадает 
с рангом, определенным в Algébre, chap. II, 3° 64., $ 7, n° 21). Чтобы 
в этом убедиться, достаточно применить теорему 2в) при } == (0). 


Пусть Е и F— два проективных А-модуля конечного типа. 
Известно (Algébre, chap. II, 3 éd., $ 2, 3), что модули E XF, 
Е® АЕ, Homu(E,F), a также сопряженный модуль E* являются 


I) Имеется в виду определение ранга модуля М над целостностным коль- 
цом А как размерности над полем частных К кольца А векторного про- 
странства ΚΕΦ aM. — Прим. перев: 
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проективными модулями конечного типа, то же самое верно 
R 


и для внешней степени AE при любом k > 0 (Algebre, chap. III, 
3е éd.). Кроме того, из определения |, из предложений 18 и 19 
§ 2, n°7, а также из п°8 немедленно следует, что для любого 
простого идеала р} кольца А выполняются следующие COOTHO- 
шения: 


го, (Е Χ F) =rg, (E) + rg, (F), (1) 
gy (E © y F) TEL (Е) Tg, (Е), (2) 
rg, (Нот, (Е, F)) = rg,(E) rg, (F), (3) 
rg, (E") = rg, (E), (4) 
re, (AE) = (80) 6) 


Когда определены ранги модулей Е и F, то определены и 


k 
ранги модулей E XF, E@,F, Hom,(E, Ε), Е*, ЛЕ, и только 
что указанные формулы останутся верными, если опустить ин- 
декс у. Кроме Toro: 


СЛЕДСТВИЕ. Для того чтобы проективный А-модуль P Koneu- 
ного типа имел ране п, необходимо и достаточно, чтобы модуль 


ЛР имел ранг 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть В — коммутативная А-алгебра u P — 
проективный А-модуль ранга п. Тогда В-модуль Рив, =В®АР 
проективен и его ранг равен п. 


Известно, что PB) — проективный ‘модуль конечного типа 
(Algébre, chap. IT, 3° éd., $ 5, n° 1, corollaire de la proposition 4). 
Если 4 — простой идеал в кольце В и p—ero прообраз в À, To 
(Р(в›), = (Р ®лВ) ®в В. =Р @ 4 Ba =(Р @ à Ay) @a, Ba, и так как 


по условиюР ® , Ay является свободным Ay -модулем ранга п, то 
(Р(в))а является свободным В-модулем ранга п. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть А — полулокальное кольцо и P — npo- 
ективный А-модуль конечного типа. Если ранг модуля P onpe- 
делен, то Р — свободный А-модуль. 


Предположим сначала, что А изоморфно произведению по- 

лей К; (1 <1< п). В этом случае К; можно отождествить с MH- 
[e) 

нимальными идеалами (Алгебра, гл. VIII, $ 3, n°1) кольца А 
и для всякого i сумма }; полей К; по индексам ji является 
максимальным идеалом в À, причем идеалы у; (1 <i<n) — это 
единственно возможные простые идеалы кольца А. Любой А-мо- 
дуль Р конечного типа в этом случае является прямой суммой 


6* 
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своих изотипических компонент Р; (1 <i<n), где каждый мо- 
дуль Р; изоморфен прямой сумме конечного числа г; А-модулей, 
изоморфных А; (Алгебра, гл. VIII, $ 5, n° 1, предложение 1, и 
n° 3, предложение 11); кольцо Ay, отождествляется с К; и анну- 


лирует компоненты Р; при ji; следовательно, г, =г Р). 
у J 1 р; 


Если все числа г; равны некоторому г, то Р отождествляется 
с Ar, откуда в рассматриваемом случае следует предложение. 
В общем же случае пусть Я —радикал кольца А и В = А/У. 
Поскольку В представляет собой произведение полей, проектив- 
ный В-модуль Pix) свободен в силу предыдущих рассуждений 
и предложения 4. В то же время Р — плоский А-модуль, и наше 
предложение вытекает из предложения 5 $ 3, n°2. 


4. Проективные модули ранга 1 


ТЕОРЕМА 3. Пусть А — кольцо и М — некоторый А-модуль ко- 
нечного типа. 

(1) Если существует такой А-модуль М, что модуль ΜΘΑΝ 
изоморфен модулю À, то М — проективный модуль ранга 1. 

(ii) Обратно, если М — проективный модуль ранга | и если 
М* — модуль, сопряженный к М, то канонический гомоморфизм 


и: M®@,M* А, соответствующий канонической билинейной фор- | 


ме (x,x*)—(x,x*) на MX М* (Algébre, chap. II, 3° éd., 5 2, 
n° 3) !), биективен. 


(1) Нам предстоит доказать, что для любого максимального 
идеала M кольца А Ан-модуль Mm свободен и имеет ранг | 
(теорема 26)); заменив при необходимости А на Am, мы можем 
предполагать, что А — локальное кольцо (8 2, n°7, предложе- 
ние 18). Пусть k = Alm; изоморфизм 9: М®АМ — À определяет 
некоторый изоморфизм 9®1,: (M/mM) @,(N/mN)— Е. Посколь- 
ку ранг модуля (M/mM) @,(N/mN) над полем А равен произведе- 
нию рангов модулей M/mM и N/mN, эти ранги обязаны быть рав- 
ными 1, иначе говоря, M/mM — моногенный модуль. Отсюда мы 
заключаем, что моногенен и сам модуль М ($ 3, n° 2, следствие 2 
предложения 4). С другой стороны, аннулятор модуля М анну- 
лирует и модуль М® АМ, т. 6. он равен нулю, что и доказывает 
изоморфизм модулей М и А. 

(ii) Достаточно доказать, что при любом максимальном иде- 
але M кольца А гомоморфизм Um является изоморфизмом ($ 3, 
n° 3, теорема 1). Так как модуль М конечно представим (гл. I, 
$ 3, n°8, лемма 8), то модуль (M*)m каноническим образом ото- 
ждествляется с сопряженным модулем (Μπ) ($ 2, n° 7, предло- 
жение 19); а так как Mm и вместе с ним сопряженный к нему 


Ὁ См. также Алгебра, ra, II, $ 4, n° 1. — Прим. перев, 
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модуль (Mm)* имеют ранг 1, то ясно, что канонический гомомор- 
* 
физм Um! (Mm) Θα. (Mn) > Am биективен. Доказательство за- 


кончено. 


Замечание. 1) Если М — проективный модуль ранга 1, 
а №М— такой модуль, что тензорное произведение М®АМ изо- 
морфно модулю A, то N изоморфен модулю М*: в самом деле, 
имеют место следующие изоморфизмы: 


№М—> М ® А> ММ ® М* > А® M'— M". 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть М и М№— проективные модули ран- 
га 1. Тогда модули М®АМ, HomA(M, М) и сопряженный к М 
модуль М* проективны и имеют pane 1. 

Это немедленно следует из формул (2), (3) и (4). 


Отметим теперь, что любой А-модуль конечного типа изомор- 


фен фактормодулю модуля L = AN, следовательно, можно го- 
ворить о множестве F(A) классов А-модулей конечного типа по 
отношению изоморфизма (Theorie des ensembles, chap. I, 25 éd., 
$ 6, n°9). Мы будем обозначать через P(A) подмножество 
в F(A), состоящее из классов проективных А-модулей ранга |, и 
через Εἰ (М) — образ в множестве P(A) проективного А-модуля M 
ранга 1. Очевидно, что для двух проективных А-модулей М, Ν 
ранга | класс с1(М® М) зависит только от cl(M) и cl(N). Мы 
положим, по определению, | 


с1 (М) + с1 (№) =с1(М ΘΝ) (6) 


таким образом, мы определили внутренний закон. композиции 
в множестве P(A). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Множество P(A) классов проективных 
А-модулей ранга 1, снабженное законом композиции (6), пред- 
ставляет собой коммутативную группу. Если М — любой проек- 
тивный А-модуль ранга | и М* — сопряженный к нему, TO 


с1(М*) = — 1 (М) и cl(A)=0. (7) 


Ассоциативность и коммутативность тензорного произведе- 
ния показывают, что закон композиции (6) ассоциативен и ком- 
мутативен. Изоморфизм модулей А®АМ и М говорит о том, 
что класс cl(A) является нейтральным элементом относительно 
рассматриваемого закона композиции и, наконец, в силу тео- 
ремы 3, cl(M) + cl(M*) = cl(A), откуда и следует предложение. 


Пусть В — коммутативная A-anreöpa, М — проективный 
А-модуль ранга 1; тогда Mia) = В®АМ является проективным 
В-модулем ранга | (n° 3, предложение 4). Следовательно, 
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существует такое отображение ф: P(A)—P(B), что 
ф(с1 (М) ) = cl (Mcay); (8) 


это отображение называется каноническим. 

Формула Mp в/в), = (М®АМ)(в, справедливая для любых 
двух А-модулей М, N, доказывает, что отображение ф является 
гомоморфизмом коммутативных групп. 


*Замечание. 2) Условие д) в теореме | (эквивалентное 
на самом деле тому, что Р — проективный модуль конечного 
типа) может быть выражено и так: пучок модулей Р над про- 
странством X = Spec À, ассоциированный с модулем ΡΤ), ло- 
кально свободен и имеет конечный тип; таким образом, этот 
пучок можно интерпретировать как пучок сечений некоторого 
векторного расслоения над À. Обратно, всякое векторное рас- 
слоение над Х получается из некоторого проективного модуля 
конечного типа, определенного однозначно с точностью до изо- 
морфизма; проективные модули ранга п соответствуют вектор- 
ным расслоениям, все слои которых имеют размерность и. В ча- 
стности, векторные расслоения ранга | соответствуют проектив- 
ным модулям ранга |. Если обозначить через Ох структурный 


пучок A, а через Ох-— пучок обратимых элементов пучка Ох 
(сечения которого над открытым множеством U являются обра- 
тимыми элементами кольца сечений пучка Ох над тем же U), 
то легко установить, что группа Р(А) изоморфна первой группе 


когомологий H'(X, On). | 


5. Невырожденные подмодули 


В этом пункте и в двух последующих через А обозначается 
некоторое кольцо, через δ — некоторая мультипликативная си- 
стема 8 À, состоящая из элементов, не являющихся делителями 
нуля в A, и через В — кольцо частных $-'А; кольцо А канони- 
чески отождествляется с некоторым подкольцом в В (8 2, n° I, 
замечание 3). Takum образом, элементы из $ обратимы 8 коль- 
це В. 


Одним из наиболее важных для приложений частных слу- 
чаев описанной ситуации является случай, когда кольцо А це- 
лостное, а 5 — множество всех элементов ==0 из кольца A. To- 
гда В представляет собой поле частных кольца А. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть М — некоторый А-подмодуль кольца В. 
Мы πο что М невырожден, если В.М = В. 


вт Cu ‘Grothendieck A., Eléments de la geomeirie algebrique, I ($ 1), 
Publ. Math. | . Н.Е. 8; 7° 4 1960. 
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Когда В является полем, это условие означает просто, что 
модуль М состоит не только из 0. 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 8. Пусть М — некоторый А-подмодуль кольца 
В. Тогда следующие условия эквивалентны: 

а) модуль М невырожден; 

6) модуль М пересекается с множеством 5; 

в) если |: M—B— каноническое вложение, то гомоморфизм 
и = S-lj: SIM — В биективен. 


Из а) следует 0), так как если В.М = В, то существует та- 
кой элемент а Е А и такие элементы $ © $, хе М, что (a/s)x=1; 
следовательно, ах = $ принадлежит $ [] М. Что касается того, 
как из 6) следует в), то уже было замечено, что гомоморфизм и 
инъективен ($ 2, n°4, теорема 1); кроме того, если x] МП $, 
то образ элемента х/х = SIM при гомоморфизме и в кольце В 
равен | и, следовательно, и — сюръективный гомоморфизм. На- 
конец, очевидно, что из в) следует а). 


СЛЕДСТВИЕ. Если М и N — два невырожденных А-подмодуля 
модуля В, To невырожденными являются и А-модули M +N, 
M-NuMNN. 


Для модуля М + N утверждение тривиально. С другой сто- 
роны, если $ Е $] М и Ё=$5 [1 М, то #E=SN(M:N) и = ЗП 
N(MNN). 

Если заданы два А-подмодуля М и М кольца В, то через 
N:M будем обозначать А-подмодуль в В, состоящий из таких 
элементов ве В, что ВМ < М (гл. 1, $ 2, n° 10, замечание). Если 
сопоставить каждому элемент bEN:M  romomophu3m 
hy: x—>bx модуля М в модуль N, то получится канонический го- 
моморфизм b>h, из М: М в Нощд (М, №). 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΗΕ 9. Густь М, М— два А-подмодуля кольца В. 
Если М невырожден, то канонический гомоморфизм из М:М 
в Нот (М, N) биективен. 

Пусть $ Е $ ПМ. Если bEN:M— такой элемент, что bx = 0 
для всякого x = M, то bs = 0, откуда 6 = 0, так как 5 не являет- 
ся делителем нуля в В. С другой стороны, пусть f=Hom, (М, М) 
и положим b = [($)/$; для любого элемента x = М существует 
такой элемент {ΕΞ $, что tx Е A. Следовательно, 


[= 1) =; Ч 1α] (5) = bx, 


откуда БЕМ: М и | = hy, чем и доказывается предложение. 


Замечание. В частности, модуль А:М канонически ото- 
ждествляется с модулем M*, сопряженным к М, а каноническая. 
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билинейная форма на МХМ* отождествляется с ограничением 


на МХ (А:М) обычного умножения BX В» В. 


6. Обратимые подмодули 
(Сохраняются обозначения из n° 5.) 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Говорят, что А-подмодуль М кольца В обра- 
тим, если существует такой А-подмодуль М в В, что M:N = À. 


Пример. Если 6 — обратимый элемент кольца В, то А-мо- 
дуль Ab является обратимым, так как обратным ему служит 
модуль N = Ab. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть М — обратимый А-подмодуль коль- 
ца В. Тогда 

(i) существует такой элемент 5Ε:5, что Аз Мс Аз" 
(в частности, модуль М невырожден); 

(1) модуль А:М является единственным А-подмодулем М 
кольца В, для которого М.М = А. 


Если М.М =A, то B-M=B-(B-M)>B-(M-N)=B-A=B; 


следовательно, модуль М невырожден. Невырожденным являет- 
ся также и модуль М. Если {Е ЗП МииеЗПМ (n°5, предло- 
жение 8), то элемент $ = tu принадлежит $ [|] М Г] М, в силу 
чего Ms < М.М = À; следовательно, ASC М < As. 

С другой стороны, очевидно, что NE А:М, откуда 


A=M:-NCM:(A:M)CA 


и M-(A:M)= A; умножая обе части этого равенства Ha N, πο- 
лучаем, что A: М = N, а это завершает доказательство. 


ТЕОРЕМА 4. Пусть М — невырожденный А-подмодуль кольца 
В. Тогда следующие свойства эквивалентны: 
a) модуль М обратим; 
6) модуль M проективен; 
в) модуль М проективен ранга 1; 
г) М является А-модулем конечного типа и Ав-модуль Am 
моногенен для всякого максимального идеала M кольца А. 


_ Сначала докажем эквивалентность пунктов а), 6) ив). Если 
выполнено а) и если М№М— такой А-подмодуль кольца В, что 
М.М = А, то имеет место соотношение 


р 
2 mn=1 (meM, пе N для любого i). (9) 
=] 


Для любого элемента x = M положим v;(x) = 14x; функции 


у; являются линейными формами на М и, в силу (9). 
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р 
x = У mv,(x) для всякого элемента хе M. Это доказывает 


ἰ--] 
(Algébre, chap. II, 3 в4., $ 2, n°6, proposition 12) !), что модуль 
М проективен и что OH порождается элементами M;. Следова- 
тельно, М — проективный модуль конечного типа. 

Пусть м — максимальный идеал в А; покажем, что целое чис- 
ло г= го (M) равно 1. Для этого обозначим через S’ образ си- 


стемы 5 в кольце Απ; поскольку элементы из S не являются 
делителями нуля в À, то и элементы системы S’ не будут дели- 
телями нуля в Аш; -следовательно, $7 "Am 5:0 и, так как Mn 
является свободным Аи.-модулем ранга г, модуль частных 
S’"'Mm свободен над кольцом $” An и имеет ранг r. Но если 
T’ — образ системы A—m в кольце $ 'А, то $’ 'Аш (соответ- 
ственно 5’ 'Mm) каноническим образом отождествляется 
Е PES A (соответственно с У AT) ($ 2, n° 3, предло- 
жение 7). В силу равенства SIM = В (предложение 8B), Mo- 
дуль MAS on является свободным модулем ранга | над коль- 
ΠΟΜ amen Ae а это означает, что г = |, и доказывает импли- 


кацию а) в). 

Импликация в) => 6) тривиальна. Покажем, что 6) =a). 
Согласно предположению, существует некоторое (не обязатель- 
но конечное) семейство (fA), =, линейных форм на модуле M 


и некоторое семейство (MA), =, элементов модуля М, для KOTO- 

рых при любом x = M семейство (/,(x)) имеет конечный носи- 

тель и х= У mix) (Algebre, chap. II, 35 &d., $ 2, n° 6, proposi- 
λ 


tion 19) 1). Поскольку модуль М невырожден, 1, (х) = mx при 
некотором nN, Е À : М в соответствии с предложением 9 n° 5. Если 
взять в качестве X какой-нибудь элемент пересечения МП 5$ 
(n° 5, предложение 8), то станет видно, что обязательно п, = 0 


для всех, кроме конечного числа, индексов, и У mm = 1. От- 
À 


сюда, очевидно, следует, что M-(A:M)= À, и условие а) по- 
лучено. | 
В силу определения 2 n° 3, из в) следует г). Докажем обрат- 
ное. Так как модуль М невырожден, его аннулятор равен нулю 
(предложение 86)) и, следовательно, таков же и аннулятор мо- 
дуля Mm ($ 2, n°4, формула (9)). Поскольку предполагается, 
что Mm — моногенный Аи-модуль, этот модуль свободен и имеет 


1) Предыдущее, очевидно, равносильно вложению М на прямое слагаемое 
в AP, τ. 6. равносильно тому, что М — проективный А-модуль конечного 
типа. — Прим. ред. . 
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ранг 1; теперь из теоремы 2 n°3 следует, что М — проективный 
модуль ранга |. 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ. Всякий обратимый А-подмодуль кольца В являет- 
ся плоским и конечно представимым. 
Это следует из теоремы 4в). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Лусть M, N— два А-подмодуля кольца В. 
Допустим, что модуль М обратим. Тогда 

(i) канонический гомоморфизм M © 4N— M:N биективен; 

(ii) №М:М = М-(А:М) и М=(М: М). М. 


о Пусть j — каноническое вложение N — B. Так как M — ππο- 
ский А-модуль (следствие теоремы 4), το | © j: ΜΘΑΝ-» 
_—M @ АВ есть инъективный гомоморфизм. Ho так как В = 
= S-'A, το В-модуль М®АВ равен SIM, следовательно, он 
отождествляется с В, ибо М — невырожденный модуль (n° 5, 
предложение 8). Если это отождествление осуществить, то об- 
раз гомоморфизма | ®] окажется равным ΛΙ. Ν, откуда и сле- 
дует (1). 

J Положим M’=A:M. Очевидно, что M’-NCN:M и 
М. (М: М) CN. С другой стороны, ввиду того, что М.М’ = А 
(предложение 10), М:М=М”-М-(М:М)=М’.№М и N= 
= М.М’. Мо М-(М:М), откуда следует (ii). 


Замечание. Доказательство пункта (i) в предложении 11 
использует только то, что М — плоский невырожденный модуль. 


7. Группа классов обратимых модулей 
(Сохраняются обозначения из n° 5 и 6.) 


А-подмодули кольца В образуют относительно операции 
умножения коммутативный моноид M, в котором А служит 
нейтральным элементом. Таким образом, обратимые модули яв- 
ляются обратимыми элементами моноида M и, следовательно, 
они образуют коммутативную группу 3. Мы видели (n° 6, пред- 
ложение 10), что обратным для элемента Mes служит MO- 

дуль A: M. 

Пусть А* (соответственно В*) — мультипликативная группа 
обратимых элементов кольца А (соответственно кольца В); 
обозначим через и каноническое вложение À — B. Для любого 
элемента b = В* множество 0(b) = БА прдставляет собой обра- 
тимый А-подмодуль. Отображение 0: В* -» J является гомомор- 
физмом, ядро которого равно и(А*); мы будем обозначать его 
коядро через © или через 6 (A). Группа © называется epyn- 
пой классов обратимых А-подмодулей кольца В. В соответствии 
со сделанным построением имеем точную последовательность 


(1) Α"-Ξ» B* “> 5-5» € (1), (10) 
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где (1) обозначает группу, состоящую из одного нейтрального 
элемента, и р — каноническое отображение 3 - 6 = 5/9 (В*). 

Поскольку всякий обратимый А-подмодуль М кольца В 
проективен и имеет ранг 1 (n° 6, теорема 4), то определен эле- 
мент cl(M)= P(A) (n° 4). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Отображение cl: 5 — P(A) определяет по- 
средством перехода к факторгруппам изоморфизм группы 
© = 3/0 (В*) на ядро канонического гомоморфизма φ: P(A)— 
— P(B) (n° 4). 


Иными словами, точна такая последовательность: 
(1)—> A*—4> B* > 3 P(A) <> P(B). (11) 


Из предложения 11 n° 6 x из определения сложения в P(A) 
следует, что cl(M-N)=cl(M)+cl(N) для М, М us 5; это 
показывает, что отображение cl есть гомоморфизм. Если мо- 
дуль ME $ изоморфен À, то существует такой элемент 6 ΕΞ В, 
что М = ΑΡ и, поскольку М — обратимый модуль, существует 
такой элемент b’EB, что δ’ δ = 1; иначе говоря, элемент b об- 
ратим в кольце В. Обратное получается непосредственно. Сле- 
довательно, ядро гомоморфизма cl в группе 3 равно 6 (B*). 

Найдем теперь образ отображения cl. Если MES, το 
М ® В =5М =В (n° 5, предложение 8в)), откуда cl(M)e 
= Кег(ф). Пусть, обратно, Р —проективный А-модуль ранга 1, 
для которого модуль Pix =Р © „В В-изоморфен модулю В. 
Поскольку Р — плоский_А-модуль, вложение и: A—B опреде- 
ляет инъективный гомоморфизм и @ 1: P—Pm = В u, таким 
образом, Р можно отождествить с некоторым А-подмодулем 
кольца В; в силу предложения 8в) n° 5, модуль Р невырожден, 
и теорема 4 n° 6 показывает, что модуль Р обратим. Следова- 
тельно, ядро отображения ф равно образу отображения 
Gi: % —> P(A). 


СлЛЕДСТВИЕ|. Для того чтобы два обратимых А-подмодуля 
кольца В имели один и тот же образ в группе 6, необходимо 
и достаточно, чтобы они были изоморфны. 


СледствиЕ 2. Если В — полулокальное кольцо, то группа © 
классов обратимых А-подмодулей кольца В канонически ото- 
ждествляется с группой Р(А) классов проективных А-модулей 
‚ранга |. 

В самом деле, в этом случае Р(В) = 0 (n° 3, предложение δ). 

Замечание. Предположения следствия 2 выполняются 
в следующих двух случаях: 

1) А— целостное кольцо и $ — множество элементов FO 
из À; тогда В является полем частных кольца А. Обрати- 
мые А-подмодули поля В называются в этом случае также 
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обратимыми дробными идеалами; те обратимые дробные идеа- 
лы, которые являются моногенными свободными А-модулями Ab 
(6 == 0 8 В), представляют собой не что иное, как дробные глав- 
ные идеалы, введенные в Алгебре, гл. VI, 8 1, n° 5. 

*2) А — нётерово кольцо и $ — множество всех элементов 
из А, не являющихся делителями нуля, так что В — полное 
кольцо частных кольца А. Действительно, в этом случае 


$ = A-U», где р}; — элементы (их конечное число) из Ass(A) 


= 
(гл. IV, $ 1) и, следовательно, В — полулокальное кольцо ($ 3, 
n° 5, предложение 17)., 


Упражнения 


1) Построить такой эндоморфизм и 7-модуля М = ZN, чтобы для про- 

стого идеала } = (0) кольца Z отображение и, было автоморфизмом модуля 
M, и чтобы при этом не существовало такого элемента | Æ 0 из Z, что u; 
является сюръективным эндоморфизмом модуля Mj. 
- Пусть К — поле, В — кольцо многочленов с коэффициентами из К от 
бесконечного числа переменных X; (i = М); пусть $ — идеал кольца В, по- 
рожденный произведениями X;X; (ij), А — факторкольцо B/b, E; — класс 
modb (ie N) элемента Χι, р— идеал кольца À, порожденный элементами Е; 
с индексами i> |, являющийся простым, и и— каноническое отображение 
A— A/p. Показать, что отображение Uy: Ay > (Alp), биективно, но не суще- 
ствует такого элемента { Е À — р, при котором было бы биективным отобра- 
жение Uy. 

3) Пусть А — кольцо и P— проективный А-модуль конечного типа. По- 
казать, что А изоморфно произведению конечного числа колец I] A, P 130- 
| ie} 

ΜΌΡΦΕΗ произведению I] P;, где Pi является проективным А;-модулем 
el 

ранга n;, причем числа п; попарно различны (использовать теорему | и тот 

факт, что Зрес(А) является квазикомпактным пространством). 

4) Пусть А — кольцо (коммутативное) и В — кольцо (не обязательно 
коммутативное), содержащее А. Предположим, что левый А-модуль В проек- 
тивен и имеет конечный тип. Показать, что А является прямым слагаемым 
в В. (Свести к случаю, когда А — локальное кольцо и применить следствие | 
предложения 5 ὃ 3, n° 2.) 

5) Пусть А — редуцированное кольцо и М — некоторый А-модуль конеч- 
Horo типа. Предположим, что существует такое целое п > 0, что для всякого 
гомоморфизма ф из А в л некоторое поле Kg имеет место равенство. 


[М © „Ko: Κο] = п. Показать, что М является проективным модулем ранга п. 


(Свести к случаю, когда А — локальное кольцо и воспользоваться предложе- 
нием 7 ὃ 3, n° 2.) 

4 6) Пусть А — целостное кольцо, К — его поле частных и M — некото- 
рый А-модуль. Показать, что следующие свойства эквивалентны: 

a) М — такой проективный А-модуль, что число [М @ „К:К] конечно. 

В) М — проективный А-модуль конечного типа. 

у) М — модуль конечного типа и для всякого максимального идеала M 
кольца А модуль Ми над кольцом А свободен. 

(Чтобы показать, что из %) следует В), применить Algébre, chap II, 3° éd. 
6 5, n° 5, proposition 9. Чтобы показать, как из γ) следует &), надо сначала 
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заметить, что М — модуль без кручения, и заключить отсюда, что для каждого 
простого идеала у кольца А модуль M, над кольцом À, является свободным 


и ранг его не зависит от }.) 

7) Пусть А — кольцо (коммутативное), являющееся абсолютно плоским 
(ср. упражнение 16 $ 4), и пусть Х — его спектр. 

а) Пусть Р — замкнутое подмножество в À и 4 — идеал кольца А, соот- 
ветствующий этому подмножеству (loc. cit.). Показать, что М = A/a является 
моногенным плоским А-модулем, причем М. является свободным A, ΜΟΛΥΠΕΜ 


для любого ME À, однако М проективен лишь тогда, когда множество F 
открыто. 

6) Пусть Е — прямая сумма модулей А/м для me À. Показать, что E 
является таким плоским А-модулем, что Е есть свободный Аи-модуль ранга | 


при любом ME À; для того чтобы Е был проективным А-модулем, необходимо 
и достаточно, чтобы À Obit конечным (заметить, что М является модулем 
конечного типа, если А/М — проективный А-модуль). 

8) Пусть А — некоторое кольцо и М — проективный А-модуль ранга п. 
Показать, что существует такая А-алгебра В (коммутативная) конечного типа, 
что А-модуль В является строго плоским, а Mis) = М® ΑΡ представляет 


собой свободный В-модуль ранга п (воспользоваться теоремой Ir) и предло- 
жением 3). Верно и обратное. 

49) а) Пусть А — некоторое кольцо, (fi); = j — конечное семейство элементов 
этого кольца, порождающее идеал A, и М — некоторый А-модуль. ‚Допустим, 
что в каждом Af -модуле МЕ; задан элемент 2; таким образом, что при ij 


канонические образы элемента =; и элемента 2; в модуле частных МЕ; COB- 


падают. Показать, что существует, и притом единственный, элемент г & M, 
такой, что для каждого индекса i канонический образ элемента 2 в Mf, 


равен Ζι. (Заметить, что для любого целого #> 0 существует семейство 
(gi); = 7 таких элементов из A, что > в =1.) 


1 
6) Пусть А — некоторое кольцо и Р — проективный А-модуль ранга 1. 
Показать, что кольцо EndA(P) канонически изоморфно кольцу А (воспользо- 
ваться теоремой 3). Е | 
в) Пусть А — некоторое кольцо и Р — проективный А-модуль ранга п. 
Любому эндоморфизму и модуля Р соответствует каноническим образом эндо- 
n 


морфизм Ли, а ему, в силу пункта 6), соответствует некоторый элемент 
4е (и) = À, называемый детерминантом эндоморфизма и и обладающий сле- 
дующим свойством: det(u ου) = det(u) - det(v) для любых` двух эндоморфиз- 
мов и, о модуля À. Характеристическим многочленом эндоморфизма и назы- 
вается элемент Yu (T)= 4е{(Т-1— и) кольца А[Т] (cp. n° 3, предложение 4); 
показать, что многочлен Xu является унитарным многочленом степени п и что 
χι (и) =0 (воспользоваться пунктом a) и теоремой | из $ 3, п. 3). Вывести 
отсюда, что для биективности эндоморфизма и необходима и достаточна об- 
ратимость детерминанта det(u) в кольце А. Если кольцо А целостное и 


n 

Lu (Г) = II (Т — а;) — разложение на линейные множители многочлена χι в 
1=1 

алгебраически замкнутом расширении поля частных кольца A, TO Yq (и) (Т) = 


n 
tes Il (Τ--ᾳ(α)) для любого ge&A[T]. Обобщить аналогичным образом 
i=] 
предложение 14 из Алгебры, гл. УП, § 5, n° 6. 
10) Пусть À — кольцо и Е(А)— множество классов проективных А-моду* 
лей конечного типа; пусть С есть й-модуль формальных линейных комбинаций 
элементов множества E(A), а М— подмодуль в С, порожденный элементами 


174 | ЛОКАЛИЗАЦИЯ ГЛ. 11, § 5 


вида & —&’—&”, где Е, Е, Е” являются классами трех проективных А-моду- 
лей конечного типа М, М’, М”, для которых существует точная последова- 


тельность 
0-» М’ > М> М” 0 


(то же самое можно выразить, сказав, что модуль М изоморфен прямой сумме 
Μ΄ ВМ”: это следует из Algébre, chap. II, 3° ἐά., $ 2, n° 2). Пусть K(A) — 
фактормодуль G/N над кольцом Z, a для любого проективного А-модуля ко- 
нечного типа М пусть x (М) (или x 4 (М)) обозначает его класс в К(А). 

а) Показать, что на модуле К(А) существует, и притом единственная, 
структура коммутативного кольца, в которой сложение совпадает со сложе- 
нием в И-модуле K(A), а умножение таково, что x (M) x (№) = x (М © ,N) 
для любых двух проективных А-модулей М, М конечного типа; при этом х (А) 
служит единичным элементом в K(A). 

6) Для любого проективного А-модуля М конечного типа и любого 


р 

целого числа р > 0 обозначим через Л? (М) элемент X(A M) кольца К(А). 

Показать, что A” (ME N) = > A (M) x (№). Обозначим через Ат (М) эле- 
r+s=p 


MEHT р АР (M) ΤΡ кольца К(А)[[Т]] формальных степенных рядов от одной 
p=0 

переменной над кольцом К(А); показать, что Ar(M@N) = hr (M) - Ar (М). 

Получить отсюда гомоморфизм, по-прежнему обозначаемый через X — Ат (х), 

кольца К(А) в мультипликативную группу тех степенных рядов из K(A)[[T] ], 

свободный член которых равен 1. Будем обозначать через ЛР (x) коэффициент 

при TP ряда Ат(х); в этих обозначениях 


(ху = УМХ (y) 
r+s=p 
для x, у из К(А). 
в) Если А — локальное кольцо, то кольцо К(А) каноническим образом 


р n 
отождествляется с Zu À (n)= | ὴ | Вывести отсюда, что если À предста- 


вляет собой прямое произведение т локальных колец, то K(A) изоморфно Z". 

г) Пусть ф: À — В — гомоморфизм колец. Показать, что существует, и 
притом единственный,  гомоморфизм pl: К(А)-> К(В), при котором 
p'(xa(M))= хв(М(в)) для любого проективного А-модуля конечного типа М; 
кроме того, ф' (AP (х)) = АР (gp! (x)) для всякого хе К(А). Если ф: B>C— 
второй гомоморфизм колец, то (фоф)' = ф'оф.. 

д) Пусть ф: А —+ В — гомоморфизм колец, при котором В превращается 
в проективный А-модуль конечного типа. Тогда для любого проективного 
В-модуля конечного типа N модуль @,(N) является проективным А-модулем 
конечного типа. Вывести отсюда, что существует такой гомоморфизм Ζ-ΜΟΛΥ- 
лей Pi: K(B) > K(A), что @, (x, (№)) = x 1 (P,(N)). Показать, что для любых 


хеК(А) и y=K(B) имеет место равенство 9, (y . ф' (х)) = ф! (у) х. Если 
wy: B— С — другой гомоморфизм колец, при котором С превращается в проек- 
тивный В-модуль конечного типа, то (ψοφ)ι--Φι.οφψι. 

11) Пусть K— поле характеристики ==2; рассмотрим многочлен 
g(X)E ΚΙΧ] степени >2, все корни которого различны (в алгебраически 
замкнутом расширении поля К) и для которого g(0) == 0. Положим В = 
= K[X], А = B[Y]/(Y? —f(x)), где F(A) = Χε(Χ). 

а) Пусть y — класс элемента У в кольце А. Показать, что всякий эле- 
мент QG = À единственным образом записывается в виде а = P + yQ, где Ρ 
и О лежат в В. Пусть à = Р — yQ, N(a) = аа = P? ](2, Показать, что из 
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соотношения N(a)=0 следует равенство а = 0; вывести отсюда, что А — це- 
лостное кольцо. Показать, что обратимыми элементами в А являются тольк 
отличные от 0 элементы из К. 
6) Пусть Ш — идеал Ax-+ Ay кольца А; показать, что М максимален и 
что идеал M, кольца частных A, порождается элементом у (заметить, что 


Х = y?/g(X)). Вывести отсюда, что M является обратимым А-модулем (вос- 
пользоваться теоремой 1). Показать, что M? = АХ; вывести отсюда, что M не 
является главным идеалом в А и что группа классов обратимых А-модулей 
в поле частных кольца А не равна по этой причине нейтральному элементу. 
(Если бы m = At, то выполнялось бы равенство À = λί’, в котором AE К, 
откуда следовало бы, что À IX = ΡΣ + [02 при PeB u QE В; показать, что 
такое соотношение невозможно.) 

12) Пусть А — некоторое кольцо, [ — какой-либо А-модуль, а В — то 
однозначно определенное кольцо, аддитивная группа которого представляет 
собой прямую сумму аддитивных групп A1, в котором А является под- 
кольцом, а / — идеалом с нулевым квадратом, на котором структура А-модуля, 
получаемая ограничением скаляров, совпадает с исходной (Algebre, chap. II, 
3€ ἐά., $ 1, exercice 7). 

а) Предположим, что всякий необратимый элемент из А принадлежит 
аннулятору некоторого ненулевого элемента из Г. Показать, что в кольце В 
любой элемент, не являющийся делителем нуля, обратим, или, иначе говоря, 
что В равно своему полному кольцу частных. 

6) Пусть (Na)1 = y — такое семейство максимальных идеалов кольца А, 
что всякий необратимый элемент из А принадлежит по крайней мере одному 
идеалу Πλ. Показать, что если в качестве модуля /[ взять прямую сумму А-мо- 
дулей ΑΙ}, то условие а) удовлетворяется. 

в) Получить из пункта 6), что если существует проективный А-модуль 
ранга |, не являющийся свободным, то можно определить модуль J таким 
образом, чтобы В было равно своему полному кольцу частных и чтобы суще- 
ствовал проективный В-модуль ранга 1, не являющийся свободным (этот 
модуль не может быть изоморфен обратимому подмодулю в В, так как В 
является единственным своим невырожденным подмодулем). 

г) Пусть в А существует такой максимальный идеал M, что для всякого 
x EM имеется максимальный идеал №” 5 M в кольце À, содержащий x. Если 
в качестве модуля [ взять прямую сумму модулей A/m’, где Ш’ пробегает 
множество максимальных идеалов кольца À, отличных от M, то кольцо 
В = AI оказывается равным своему полному кольцу частных; положив 
и = С)! (это будет максимальный идеал в В), показать, что кольцо частных 
B, изоморфно кольцу частных Аз; если А — целостное кольцо (обязательно 


не поле), то B, представляет собой, следовательно, целостное кольцо, отлич- 
ное от своего поля частных. Показать, что если, кроме того, МА, — главный 
идеал в Аш, то идеал ΠΒ = 69 „В кольца В является несвободным выро- 


жденным проективным В-модулем ранга 1. (В гл. УП будет показано, что 
существуют дедекиндовы кольца, в которых имеются такие максимальные 
идеалы M, что любая их степень не является главным идеалом; для такого 
кольца все приведенные выше предположения выполняются.) 

ФТ 13) Пусть А — кольцо (коммутативное) и В — некоторая А-алгебра (He 
обязательно коммутативная). Предположим, что А-модуль В является точным 
и порождается конечным числом элементов 6; (1<i< п); напомним, что 
через В° обозначается алгебра, противоположная алгебре В, и что может 


быть определен канонический гомоморфизм из А-алгебры В © ,B° в А-алгебру 


Епад (В), если элементу b 69 δ’ сопоставить эндоморфизм 2 - 626". 
а) Показать, что следующие два условия эквивалентны: 
a) элементы b; образуют базис А-модуля В и канонический гомоморфизм 


B® A В° > End, (В) биективен; 
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В) матрица U = (и:;), в которой ui; = b;b;, обратима в M, (В). 

6) Предположим в добавление к сказанному, что А — локальное кольцо 
с максимальным идеалом М; через В; будем обозначать канонические образы 
элементов db; в B/mB. Показать, что в этом случае условия &) и В) эквива- 
лентны каждому из следующих условий: 

у) Элементы В; образуют базис А/м-модуля B/mB и B/mB является про- 
стой центральной А/щ-алгеброй (Алгебра, гл. VIII, $ 5, n° 4). 

5) Матрица (В;В:) обратима в кольце M, (B/mB). 

(Для доказательства того, что из 0) следует В), надо воспользоваться 
тем фактом, что MB содержится в радикале кольца В, а также упражнением 5 
из Алгебры, гл. VIII, $ 6.) 

14) Пусть А — некоторое (коммутативное) кольцо и В — такая А-алгебра, 
что А-модуль В точен и конечно представим. Показать, что следующие усло- 
вия эквивалентны: 

a) Для всякого максимального идеала Ш из А алгебра B/mB над кольцом 
А/м проста и центральна. 

В) В представляет собой проективный А-модуль, и если через B° обозна- 
чена противоположная алгебра, то канонический гомоморфизм B® ,B°> 


— End, (В) биективен. 

(Свести к случаю, когда А — локальное кольцо и применить упражне- 
ние 13.) 

В этом случае говорят, что В является алгеброй Адзумайя над коль- 
цом À. 

d 15) Пусть В — некоторая А-алгебра Адзумайя (упражнение 14). 

а) Показать, что центр алгебры В совпадает с подкольцом А алгебры В 
и является прямым слагаемым А-модуля В (ср. гл. 1, $ 2, упражнение 21, и 
гл. П, $ 5, упражнение 4). 

6) Показать, что для всякого двустороннего идеала b кольца В справед- 
ливо равенство b= (ВП А)В. (Сначала надо заметить, что идеал № устойчив 
относительно любого эндоморфизма А-модуля В, и воспользоваться существо- 
ванием проекции модуля В на А.) 

16 а) Пусть А — некоторое (коммутативное) кольцо, A’ — коммутативная 
А-алгебра, являющаяся плоским А-модулем, и В — любая А-алгебра. Пока- 
зать, что если В является алгеброй Адзумайя, то таковой же является и 
А’-алгебра В’ = А’ © AB; обратное верно, если предположить, что A’ является 


строго плоским А-модулем (cp. Algebre, chap. II, 35 éd., $ 5, n° 1, corollaire 
de la proposition 4, и Коммутативная алгебра, гл. I, $ 2, n° 9, предложение 10, 
и $ 3, n° 6, предложение 12). 

6) Показать, что тензорное произведение В © „С двух алгебр Адзумайя 
над кольцом А снова является А-алгеброй Адзумайя (ср. Алгебра, гл. VIII, 
$ 7, n° 4, следствие 2 теоремы 2). 

Т 17) Пусть А — некоторое кольцо, Р — точный проективный А-модуль 
конечного типа. 

а) Показать, что А-алгебра В = EndA(P) является А-алгеброй Адзумайя. 
(Заметить, сначала, что А-модуль В изоморфен Р® а следовательно, он 


конечно представим; затем воспользоваться предложением 19 $ 2, n° 7.) 

6) Показать, что Р — проективный левый В-модуль (воспользоваться тео- 
ремоя Ir) и упражнением 8B) из $ 3). 

в) Пусть P’ — другой точный проективный А-модуль конечного типа. По- 
казать, что Р ® AP’ представляет собой точный проективный А-модуль ко- 
нечного типа и что Enda(P © АР”) можно канонически отождествить с 
End 4 (Р) à End4(P’) (воспользоваться теоремой 1д); кроме того, применить 
предложения 18 и 19 62, n° 7, и теорему 1 8 3). Рассмотреть специально 
случай, когда P’ имеет ранг |. 


Т 18) Пусть А — кольцо, Р — точный проективный А-модуль конечного 
типа, В — А-алгебра End4(P), Е — некоторый левый В-модуль и F — А-мо- 
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дуль Нотв(Р, Е). Показать, что канонический гомоморфизм 
В: P® Е >Е, 


определенный в Aneeöpe, гл. VIII, $ 1, n° 4, биективен. (Свести к случаю, 
когда А — локальное кольцо, подобно тому, как это делалось в упражне- 
нии 17B); в этой ситуации применить упражнение 9 из Алгебры, гл. VIII, 8 1, 
с учетом того, что А-модули ЕР” и Нотв(Р, Е”) канонически изоморфны.) 

Показать, что существует биективное строго возрастающее отображение 
множества А-подмодулей модуля F на множество В-подмодулей модуля Е 
(метод тот же). 

4 19) Пусть А — кольцо, В и С — две А-алгебры и p: В — С — гомомор- 
- физм А-алгебр. Предположим, что В является алгеброй Адзумайя (упражне- 
ние 14). Пусть С” есть А-подалгебра в С, порожденная элементами, комму- 
тирующими с элементами из Œ(B). Показать, что алгебра С изоморфна 
алгебре ВбЭ_С’. (Рассмотреть С как B® дВ°-модуль и применить упражне- 
ние 18, имея в виду, что В © _В° изоморфна Enda (B).) 

Ф 20) Пусть А — некоторое кольцо и Ρ, P’— два проективных А-модуля 
конечного типа. Показать, что если 0: End4(P)— End, (Р”) является изомор- 
физмом А-алгебр, то существуют проективный А-модуль Ё ранга 1 и А-изо- 
морфизм φ: P—+P@aF, такие, что 0(и) == lo (их 1) °ф для всех 
ие Епа_ (Р). (Применить упражнение 18 к случаю E = P’, рассматривая его 
как (Епад(Р))-модуль относительно 0; для того чтобы доказать, что 
-Homz(P, P’) является проективным А-модулем ранга 1, надо воспользоваться 
теоремой 2 n° 3, а также упражнением 7B) из Алгебры, гл. VIII, 6 5.) 

Ч 21) Пусть А — кольцо и п — некоторое целое число > 0. 

а) Показать, что А-модули F, для которых ΕΠ изоморфно A”, проективны 
и имеют ранг | и что их классы в P(A) образуют подгруппу Р„(А), каждый 
элемент которой аннулируется числом п. (Чтобы доказать первое утвержде- 
ние, надо воспользоваться предложением 5 из $ 2, n° 2; для доказательства 


п п 
второго надо обратить внимание Ha то, что A F” u @ Е канонически изо- 
морфны.) 

6) Пусть Аи, (А) — группа автоморфизмов А-алгебры матриц M, (А), и 
пусть Int, (А) — подгруппа внутренних автоморфизмов алгебры M,(A). По- 
казать, что факторгруппа Aut,(A)/Inté,(A) изоморфна группе Р„(А) (вос- 
пользоваться упражнением 20 для P = P’ = Ar или упражнением 9 из Алгеб- 
ры, гл. VIII, $ 1). Вывести отсюда, что если А — полулокальное кольцо или 
кольцо главных идеалов, то Aut, (А) = Int» (А). 

*в) Показать, что если А — дедекиндово кольцо, то Р„(А) совпадает с 
подгруппой в P(A), образованной теми элементами, которые аннулируются 
ЧИСЛОМ П. κα 

q 22) Пусть А — кольцо и М — проективный А-модуль конечного типа. 
Для того чтобы конечно представимый подмодуль M’ модуля М был прямым 
слагаемым в М, необходимо и достаточно, чтобы он был чистым подмодулем 
в М (воспользоваться теоремой 1, а также упражнением 15 $ 3). 

23) Пусть А — некоторое кольцо и (ji); = ; — конечное семейство элемен- 
тов в нем, которое порождает идеал А. 

а) Пусть М — некоторый А-модуль. Показать, что если для каждого i ΕΞ | 
модуль My, является А; -модулем конечного типа, то М является А-модулем 
конечного типа. 


6) Пусть В — некоторая А-алгебра (коммутативная). Показать, что если 
для любого ie I модуль Ву, является Ар-алгеброй конечного типа, TO и В 


является А-алгеброй конечного типа. 

24) Пусть А — такое кольцо, что пространство Spec(A) связно. 

а) Если М — любой проективный А-модуль ранга п, то всякое` прямое 
слагаемое N модуля М, отличное от нуля, имеет ранг < и. | 


= 
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6) Пусть и — такой гомоморфизм проективного А-модуля М конечного 
ранга в проективный А-модуль М” конечного ранга, что и(М) является пря- 
мым слагаемым в M’. Показать, что Кег(и) в этом случае является прямым 
слагаемым модуля М (ср. упражнение 23) и что 


rg (Ker (и) ) + го (Im (и) ) = rg (М). 


Кроме Toro, транспонированный гомоморфизм fu таков, что !u(M’*) является 
прямым слагаемым модуля M* и rg(tu(M’*))=rg(u(M)) (ср. $ 3, упражне- 
ние 14a)). 

25) Пусть А — кольцо и $ — некоторая мультипликативная система в нем. 
Говорят, что идеал à кольца А является $-обратимым, если существуют эле- 
мент s @ и идеал b из А, для которых ab = As; говорят, что два идеала a, b 
кольца А Э-эквивалентны, если существуют элементы $, Ё в $, для которых 
sa = tb. Показать, что классы $-эквивалентности $-обратимых идеалов коль- 
ца А образуют группу по умножению @s. Если система S насыщена ($ 2, 
упражнение 2) и если всякий элемент из $ не является делителем нуля в À, 
то доказать, что группа (ὅς изоморфна группе классов обратимых $-!А-под- 
модулей полного кольца частных В кольца А (и кольца S-1À). 


ГЛАВА Ill!) 
ГРАДУИРОВКИ, ФИЛЬТРАЦИИ И ТОПОЛОГИИ 


Предполагается, что все кольца, рассматриваемые в этой 
главе, обладают единицей, что при гомоморфизмах колец еди- 
ница переходит в единицу. Под подкольцом кольца А подразу- 
мевается лишь такое подкольцо, которое содержит единицу 
кольца А. Если не оговорено противное, то рассматриваемые 
модули предполагаются левыми. 


$ 1. Градуированные алгебры конечного типа 


1. Системы образующих коммутативной алгебры 


Пусть А — коммутативное кольцо и В — коммутативная ал- 
гебра над ним. Напомним (Алгебра, гл. IV, $ 2, n° 1), что если 
x =(x,), _,- некоторое семейство элементов из В, то отобра- 


жение f—/(x) алгебры многочленов A[X,],_, в алгебру В 
является гомоморфизмом алгебры ΑΕΙ; на подалгебру ал- 


гебры В, порожденную элементами х,; ядро @ этого гомомор- 
физма состоит из таких многочленов [, что f(x) = 0; оно назы- 
вается идеалом алгебраических соотношений (с коэффициен- 
тами в кольце А) между элементами Χι. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Говорят, что семейство элементов (x,) =, 


коммиутативной алгебры В над коммутативным кольцом А 
алгебраически свободно над А (или что элементы X, алгебраи- 
чески независимы над À), если идеал алгебраических соотно- 
шений с коэффициентами в А между элементами x, равен 
нулю. Семейство (х,), не являющееся алгебраически свободным 
над À, называют алгебраически связанным над А (или говорят 
также, что его элементы алгебраически зависимы над А). 
Это определение является обобщением определения 1] из 
Алгебры, гл. У, $ 5, в котором речь шла об элементах поля. 
Высказывание о том, что некоторое семейство (х,), =, алгеб- 


раически свободно над кольцом А, равносильно утверждению 


1) За исключением § 5, в котором используются результаты из гл. I, $ 4, 
и по этой причине результаты гомологической алгебры, материал настоящей 
главы не опирается ни на какую другую книгу второй части. 
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о линейной независимости над А одночленов Il x" от элемен- 
L 


тов X,; B частности, при этих обстоятельствах сами элементы X, 
линейно независимы над А. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Коммутативная алгебра В над коммиутатив- 
ным кольцом А называется алгеброй конечного. типа, если она 
порождается конечным семейством элементов. 


Это эквивалентно утверждению о том, что алгебра В изо- 
морфна некоторой А-алгебре вида A[X,, ..., Ana (toe X;— 
переменные и @— некоторый идеал кольца многочленов 
Alxı, TO Auli: 


Если А-алгебра В является А-модулем конечного типа, TO, оче- 
видно, она представляет собой и А-алгебру конечного типа. Обратное 
неверно, в чем можно убедиться на примере алгебр многочленов (ср. 
NUL 


Если В — некоторая А-алгебра конечного типа и А’ — про- 
извольная коммутативная А-алгебра, то тензорное произведе- 
ние B(4 = B ® дА’ представляет собой А’-алгебру конечного 
типа, так как если семейство (х,), =} служит системой образую- 


щих А-алгебры В, то совершенно ясно, что элементы X, ® 1 со- 
ставляют систему образующих А’-алгебры Βερ’. 


Если В — некоторая А-алгебра конечного типа и С — неко- 
торая В-алгебра конечного типа, то конечный тип имеет и 
А-алгебра С; в самом деле, из определений немедленно сле- 
дует, что если (by), =, — система образующих А-алгебры В, 
а (ci), -м-— система образующих В-алгебры С, то каждый эле- 


мент из С равен некоторому многочлену с коэффициентами 
из A от элементов D; И Ομ. 


2. Критерии конечности для градуированных колец 


В этом и последующих п° предполагается, что все рассмат- 
риваемые градуировки (Algébre, chap. II, 3° éd., $ 11)!) яв- 
ляются градуировками типа Z. Если А (соответственно М)— 
градуированное кольцо (соответственно градуированный мо- 
дуль), то через А; (соответственно М;) обозначается множество 
однородных элементов степени i из А (соответственно из М). 


Если А; = {0} (соответственно М; = {0}) при i «0, то крат- 
кости ради говорят, что А (соответственно М) является коль- 


I) См. также Алгебра, гл. IV, § 1, n° 3 (петит в конце). — Прим. перев. 
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цом (соответственно модулем), градуированным по положитель- 
ным степеням. 


ΠΡΕΠΠΟΧΕΗΗΕ 1. Пусть A= ФА, - коммутативное коль- 
{6:53 


цо, градуированное по положительным степеням, M — градуиро- 
ванный идеал © Aj, (Xa), = — Некоторое семейство однород- 


ных элементов из A, имеющих степени Z 1. Тогда следующие 
условия эквивалентны: 

а) идеал кольца A, порожденный элементами (X,), равен M; 

6) семейство (x,) является системой образующих Аз-ал- 
гебры А; 

в) для любого i Z 0 модуль А; над кольцом Аз порождается 


элементами вида ΙΕ. имеющими степень i 8 À. 
À 


Очевидно, что условия 6) и в) эквивалентны. Если они вы- 
полнены, то каждый элемент идеала m имеет вид f[((x,)), где 
{ — некоторый многочлен из Αρ[Χλ]} =,, не имеющий свободного 


члена. Следовательно, m= >) Ax,, тем самым доказано, 
NE 


что из в) следует a). Обратно, предположим, что выполнено 
условие а). Пусть А’= Αγ[Χλ]; =, — подалгебра A, порожден- 
ная элементами (X,); покажем, что А’=А. Для этого доста- 
точно показать, что для любого {20 имеет место включение 
А; < А’. Проведем индукцию по i. Для i = 0 требуемое свой- 
ство очевидно. Пусть, таким образом, y = À; при iz 1. Так как 
y EM, то существует такое семейство (dj), =, элементов из À, 


носитель которого конечен и для которого y= D) алх». Каждый 
À 


из элементов а» можно считать однородным степени i —-deg(x;) 
(при необходимости его надо заменить однородной компонен- 
той этой степени); поскольку deg (Xi) > 0, то предположение 
индукции показывает, что а, ΕΞ А’ для всех AGL, откуда y € À’ 
и A; CA’. Этим доказано, что из а) следует 6). 


СЛЕДСТВИЕ. Пусть A= 0 A,— коммутативное кольцо, гра- 
i@z 


дуированное по положительным степеням и M— его градуиро- 


ванный идеал Ф Αι. 
i>1 


(1) Следующие условия эквивалентны: 
a) идеал m является А-модулем конечного типа; 
6) кольцо А является Аз-алееброй конечного типа. 
(ii) Предположим, что выполнены условия (i), и пусть 
М = Ф M,— некоторый градуированный А-модуль конечного 
az 
типа. Тогда для любого индекса i=Z группа М; является 
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Ao-modynem конечного типа и существует такой индекс io, что 
М; = {0} для i < io. 


(i) Если некоторое семейство (уз) элементов кольца A 
служит системой образующих А-модуля M (соответственно 
Ао-алгебры А), то тем же свойством обладает и семейство, 
образованное однородными компонентами элементов у»; экви- 
валентность условий а) и 0) следует, таким образом, из пред- 
ложения 1. 

(1) Можно предположить, что кольцо А порождено (как 
Ао-алгебра) однородными элементами а; (1<i<r) степеней 
21, а М порожден (как А-модуль) однородными элементами х; 
(1<j<s). Пусть ἧς = deg (ai) и À; = deg(x;). Ясно, что груп- 
па M} образована линейными комбинациями с коэффициентами 


Ω : 
в До элементов ата? Les 0, X, в которых ©; — целые числа 2 0, 


г 
удовлетворяющие соотношению ky + 2 ой; =n; для каждого 


числа и существует только конечное число семейств (a а 


удовлетворяющих этим условиям, так как A; 21 для любого i. 
Отсюда мы заключаем, что группа My является Аз-модулем 
конечного типа, и, кроме того, теперь становится очевидным тот 
факт, что M, = {0}, когда п < ШЕЕ). 

J 


3. Свойства кольца A) 


Пусть А = ‚©, А; — градуированное ΚΟΠΡΠΟ и М= ® M,— 


ieZzZ 
некоторый а А-модуль. Для любой пары целых 
чисел (4, Е), удовлетворяющих условиям а21 и 0<k<d—l, 
положим 


AE Ans -- ie ‚©, Минь 


iez 


Совершенно очевидно, что AM является градуированным 
подкольцом кольца A, а М“, *) — градуированным А®-модулем. 
Кроме того, если N — градуированный подмодуль модуля М, 
то №4, ®) служит градуированным А®-подмодулем модуля M: №. 
Мы будем писать M@ вместо М9, 9); для любого целого числа 
421 модуль М является прямой суммой А®-модулей МО, κ) 
(0<k<d—l). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть A= 8 À; — коммутативное кольцо, 
re 


градуированное по положительным степеням, и М= ® M,— 
тех 
градуированный А-модуль. Предположим, что кольцо А является 
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Ао-алгеброй конечного Tuna, а М представляет собой А-модуль 
конечного типа. Тогда для любой пары целых чисел (а, Е), удов- 
летворяющих условиям а 1 и0< Е < а— 1, имеем: 

(i) Кольцо A® является Аз-алгеброй конечного типа. 

(ii) Модуль ΜΒ) является А®-модулем конечного типа. 


Покажем, что А является А®-модулем конечного типа. Пусть 
(a;), -,-, — Некоторая система образующих Ао-алгебры А, со- 
ставленная из однородных элементов. Элементы кольца А (ко- 

a Qa Qa 
торых конечное число), имеющие BHLA,!a,?... as, где 0 <a; <d 
для |1<i<s, составляют систему образующих А®-модуля A: 
в самом деле, для любой системы целых чисел п; 20 (1<i<s) 


имеются такие положительные zo числа Gi, fi, что п; = 
= gd + r;, причем г; <а (1<1< 5$); поэтому 


1072 — (αὖ 4 (afı 5) 
ara... ats=(a% ... as)" (аи... as), 


что и доказывает наше утверждение, так как xd = Ad для вся- 
кого однородного элемента хе À. Следовательно, если А-мо- 
дуль М имеет конечный тип, то он имеет конечный тип и как 
A). модуль. Поскольку М представляет собой прямую сумму 
модулей ΛΜ, κ O<k<d— |), каждый M} есть А®-модуль 
конечного типа, что и доказывает (ii). 

Применив сказанное к градуированному А-модулю m= 
= ® A, который является модулем конечного типа, в силу 


12 


следствия предложения 1 n° 2, получим, что m® является 
А‘@-модулем конечного типа. Значит (n° 2, следствие предло- 
жения 1), кольцо AM является Ао-алгеброй конечного типа. 


JIEMMA 1. Пусть А — такое градуированное коммитативное 
кольцо, что А = А А\|, пусть М — градуированный А-модуль u 
(YW rep Система однородных образующих в М, для которых 
deg (y,)<no при любом À Е Г. Тогда для любых n Z nou Е 20 
имеет место равенство Мик = АьМь. 


Пусть п no, и пусть хе М»+1. Так как элементы Y, поро- 
ждают модуль М, то существует некоторое семейство (ал), =; 


элементов кольца Д, имеющее конечный носитель и удовлетво- 
γ ο 

ряющее равенству x = Day. Можно считать, что каждыи из 
À 


коэффициентов а), однороден и имеет стелень п + 1 —deg(y,) 
(при необходимости можно элемент а) заменить его однородной 
компонентой этой степени). Поскольку А = AA] и deg (ar) >0, 
каждый из элементов A, является суммой элементов вида bb’, 
где beA, и b’EA, откуда следует, что хе А.М». Значит, 
Мое A Mar а потому и Mnin = АкМ», что устанавливается 
индукцией по К, 


184 ГРАДУИРОВКИ, ФИЛЬТРАЦИИ И ТОПОЛОГИИ ГЛ. IL, § 1 


JIEMMA 2. Пусть А — градуированное коммутативное кольцо, 
удовлетворяющее условию А = А А\|, и пусть S = © S;— He- 
i>0 
которая градуированная по положительным степеням комму- 
тативная А-алгебра, являющаяся А-модулем конечного типа. 
Тогда существует такое целое число по Z 0, что 
(i) для п 2 no u R>0 справедливо равенство Syir = Sr’ δη; 
(ii) для 42 no имеет место равенство S = $, [δα]... 


В силу леммы |, существует такое целое число по 20, что 
для п > т и Е 20 справедливо равенство Syix = ApSn, откуда 
следует, что тем более δημ = SnSn. Этим доказывается (i). 
Для dno u т 5 0 Β таком случае имеем Sma = (Sa)™, в чем 
можно убедиться индукцией по т с помощью утверждения (1). 
Этим установлено утверждение (ii). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть R= 0) В; — коммутативное кольцо, 
i>0 | 


градуированное по положительным степеням и являющееся 
Юо-алгеброй конечного типа. Тогда существует такое целое число 
eZ 1, что Юте) = Ro [Rme] для любого т > 1. 


Пусть (х;)<,<.- система однородных образующих Ко-ал- 
гебры À, степени которых не меньше единицы. Пусть h;=deg(x;), 
пусть 4 — общее кратное чисел ἧ;, и пусть 4; = g/h; для 1<]<5. 
Таким образом, элементы Жи имеют степень 4. Пусть В есть 


Ко-подалгебра кольца К, порожденная элементами xij; она 
представляет собой градуированную подалгебру в К и В; = 0, 
если число i не кратно 4. Пусть А (соответственно $) — градуи- 
рованное кольцо, которое как обычное кольцо совпадает с В 
(соответственно с RM) и в котором градуировка задается ра- 
венствами A; = B;, (соответственно $; = К). Согласно опре- 
делению кольца В, имеет место равенство А = АА. |. Рассмот- 
рим элементы из À (их конечное число) вида х/1х,?... Xe, 
где О< о; < д; и ой + ... +ashs = 0(то4 9); мы покажем, 
что они порождают В-модуль RM. Достаточно доказать, что 
любой элемент из RM, имеющий вид Χ|!Χρ}... X°S, представ- 
ляет собой В-линейную комбинацию вышеупомянутых элемен- 
тов. Действительно, существуют положительные целые числа 
k;, г, удовлетворяющие равенствам п; = Κη} + г, причем о 
r; <q; (1<]<5); следовательно, | 


k R k 
Ny yt м = (xfi) εχ; ое lo s) 


и, согласно предположению, > πρι =0 (mod gq), Tak что 
j=! 


. 
— 
== 


Dr ;h; =0 (mod η); поскольку элементы ху принадлежат кольцу 
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В по своему определению, наше утверждение доказано. Далее, 
так как 5 представляет собой А-модуль конечного типа, то 
можно применить лемму 2: существует такое fo, что для dp по 
имеет место равенство SW) = So[Sa] и, следовательно, R(ad) = 
= Ro[R a] для а 2 по. Предложение получается теперь, если по- 
ложить e = ho. 


4. Градуированные простые идеалы 


Пусть A= ФА, - коммутативное кольцо, градуированное 
i> 


по положительным степеням, и ш— градуированный идеал 


@ À;; мы будем говорить, что два градуированных идеала 

{2:1 

a= Фа πὖ-- ФЫ кольца А эквивалентны, если существует 
#>0 i>0 


такое целое число No, что An = bn при п >no (очевидно, что это 
н в самом деле отношение эквивалентности). О градуированном 
идеале, не эквивалентном идеалу M, принято говорить, что он 
является существенным. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть p= Ф p, — градуированный идеал 
120 


кольца A; для того чтобы он был простым, необходимо и 90- 
статочно, чтобы ху) для любых двух элементов XE À», 
y GAy, не принадлежащих }. 
Очевидно, это условие необходимо. Наоборот, если оно вы- 
полнено, то в градуированном кольце A/p= Ф À;/y;, произве- 
> 0 


tm 


дение двух однородных элементов, отличных OT нуля, само 
отлично от нуля, так что факторкольцо А/у является целостным 
(Algébre, chap. Il, 3° ed., $ 11, n° 4, proposition 7). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть ne As некоторый градуирован- 


ный идеал кольца А и по- некоторое целое число 0. Для 

того чтобы существовал такой градуированный простой идеал 

p= Фь, 470 у, =а, при п? т, необходимо и достаточно, 
i>0 


чтобы для любой пары однородных элементов x, у степеней In 
из включения хуеа следовало либо включение хеа, либо 
включение yea. Если существует такое целое п Z No, что nF 
Æ An, то градуированный простой идеал, удовлетворяющий ne- 
речисленным выше условиям, единствен. 


Сформулированное условие, очевидно, необходимо. Если 
a, =A, для любого п 2’ по, то ясно, что всякий простой идеал, 
содержащий идеал M, является градуированным и отвечает по- 
ставленным условиям. Таким образом, может быть несколько 
градуированных простых идеалов, обладающих требуемыми 
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свойствами. Однако любые два такие идеала, очевидно, 3KBH- 
валентны, поэтому предположим, что существует некоторый 
однородный элемент ae Аа (при d> no), не принадлежащий ag. 
Пусть у— множество таких элементов ΧΕΕΑ͂, для которых 
ах = а. Очевидно, у — идеал в кольце А; поскольку однородные 
компоненты элемента ах представляют собой произведение эле- 
мента а и однородных компонент элемента X, а идеал а одно- 
роден, то P— однородный идеал. Кроме того, 162}, так что 
у # А. Чтобы доказать простоту идеала у, достаточно показать, 
что если элементы X € Am, уе АД, не принадлежат идеалу у, 
то и хуеу (предложение 4). Но ax É ата, AY Eania, так что 
по предположению A’xy E ят.„+›а. Отсюда мы заключаем, что 
аху EXminsg а тогда и xy 6Ε у. Наконец, если п > M u XE Αη, 
то условия X Gan и AX = An+d эквивалентны, благодаря чему 
УПА, = An, и доказательство существования градуированного 
простого идеала P с нужными свойствами закончено. Если же, 
кроме того, P’— второй градуированный простой идеал коль- 
ца A, для которого у’ ПА» = An при п 2 1, To аз’ и axe’ 
для любого хе, откуда ус $’, поскольку }’— простой идеал. 
С другой стороны, если X — однородный элемент степени п 20 
из идеала }’, то ах имеет степень п + d Z ho и, следовательно, 
лежит в Pl Ania = Anta, откуда по определению вытекает, что 
хе}. Это показывает, что Ÿ CY и, окончательно, }’ = }. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть d — целое число Z 1. 

(1) Для любого существенного градуированного простого 
идеала у кольца А пересечение Ὁ [] AM является существенным 
градуированным простым идеалом в кольце AM, 

(1) Обратно, для любого существенного градуированного 
простого идеала у’ кольца AM существует, и притом единствен- 
ный, градуированный простой (обязательно существенный) 
идеал у кольца A, для которого у ] AM = y”. 


(i) Econ a € А, не принадлежит Yr, то at? не принадле- 
жит Ува, так что у ΠΑΩ — существенный идеал. 

(ii) Для любого п 20 множество P[) An должно быть равно 
множеству а„ тех элементов X = À», для которых χά = у’. По- 
кажем, что a= Фа, представляет собой градуированный про- 

n 
стой идеал: так как а, =)’ при п, кратном d (ибо у’ — простой 
идеал), то этим будет доказано существование и установлена 
единственность идеала у. Если x Gan, {ΕΞΩ}, то (х— и)? яв- 
ляется суммой слагаемых, каждое из которых представляет со- 
бой произведение x? или y? на некоторый однородный элемент 
степени nd; следовательно, (х — и)?“ Е у’, и так как идеал у’ 
простой, το (х—у)4 ΕΞ у’ и множество 4, — подгруппа в А. Так 
как у’— идеал в AM, то а— градуированный идеал в À; нако- 
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Hell, соотношение (ху)Ч Е у’ влечет за собой или включение 
xd =’, или включение y4 © у’, что и завершает доказательство, 
в силу предложения 4. 


Пусть А — коммутативное кольцо, градуированное по поло- 
жительным степеням и у — существенный градуированный про- 
стой идеал в А. Множество $ однородных элементов кольца А, 
не принадлежащих идеалу }, является мультипликативным и, 
следовательно, кольцо частных S-!Ä градуируется каноническим 
образом (гл. П, $ 2, n° 9) (следует отметить, что, вообще ro- 
воря, в этой градуировке будут отличные от нуля однородные 
элементы отрицательной степени). Мы будем обозначать че- 
рез А) подкольцо кольца S-!A, образованное элементами сте- 
пени 0, или, иначе говоря, множество дробей х/5, в которых х 
и $— однородные элементы одинаковой степени в кольце A 
и s&y. Аналогичным образом, для любого градуированного 
А-модуля М модуль частных S-'M канонически градуируется 
(loc. cit), и мы будем обозначать через My) подгруппу одно- 
родных элементов степени 0, которая, очевидно, является 
А(»)-модулем. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть у — градуированный простой идеал 
А, 4— некоторое целое число 21 и у’ — градуированный npo- 
стой идеал УП А@ в A); тогда для любого градуированного 
А-модуля М гомоморфизм (MP) > May, полученный из кано- 
нического вложения MM --» М, биективен. 


Если $ — множество однородных элементов из À, не при- 
надлежащих идеалу у, и 5’ =5 ПА®, то канонический гомо- 
морфизм Ф: SM SM является однородным гомомор- 
физмом степени 0; он инъективен, так как если X = Мна — эле- 
мент, удовлетворяющий равенству 5х = 0 для seAn, SEY, TO 
и six =O u se Αρη, 9 62 у. Остается заметить, что образ отно- 


сительно ф группы (M®),, равен M,,; но если хе М», SEA, 


d-1 
и зе у, το xls = (xsd-!)/sd, причем х5’ |G Ми, 5“еЕАщ и 
$4 ΚΕ у’, откуда следует наше утверждение. 


an k aah a 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть ет A, пусть (y tes неко 


торое конечное семейство градуированных простых идеалов 
кольца А и a— такой градуированный идеал из А, что am 
αγ) при любом Е; тогда существует однородный элемент 
ге а[] м, не принадлежащий ни одному из идеалов y), 


Проведем индукцию. по п, учитывая, что предложение три- 
виально при п = |. Если существует такой индекс |, что идеал 
«Nm у) содержится в одном из идеалов py) с индексом Е == I; 
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то из предположения индукции вытекает, что существует неко- 
торый однородный элемент ZEal\m, не принадлежащий ни 
одному из идеалов p*) при k ==], а следовательно, и идеалу PO); 
этот элемент удовлетворяет требуемым условиям. Таким обра- 
зом, предположим, что при любом индексе | пересечение а ΠΠ ῃ 
Пу? не содержится ни в одном из идеалов PR с индексами 
Е == |. Из предположения индукции следует существование 
однородного элемента у; Е аПмП p9, не принадлежащего ни 
одному из идеалов γί; при Κπε]. Поскольку элементы у; все 
имеют степень 21, то можно, заменяя их соответствующими 


п 
степенями (ведь Y*) простые), предположить, что Yı и Пи 
1=2 


n 
имеют одинаковые степени. Тогда элемент а=и + Пи, OAHO- 
j=2 


роден, имеет степень > |, и TO же рассуждение, которое исполь- 
зовалось в предложении 2 гл. II, $ 1, n° 1, показывает, что эле- 
мент = обладает нужными свойствами. 


Упражнения 


1) Пусть А — градуированное коммутативное кольцо типа 2, (A,)— его 
> < 
градуировка; положим А” = @ An, AS= © An; эти суммы представляют 
n > n<0 
собой градуированные подкольца в À. 

a) Для любого однородного элемента f кольца А степени 4 кольцо част- 
ных А; (соответствующее мультипликативной системе, образованной степеня- 
ми jf", где n >0) каноническим образом наделяется структурой градуирован- 
ного кольца (Algébre, chap. II, 3° ed. $ 11); обозначим через Αγ} подкольцо 
кольца А;, образованное элементами степени 0. Показать, что если d > 0, το 
(A>); = Ay, кольцо Ay) изоморфно A‘4)/(f —1)AM и (A); представляет 
собой градуированное кольцо, изоморфное кольцу Ay. 

6) Наделим кольцо многочленов В = А[Х] = A & ,Z[X] градуировкой тен- 
зорного произведения градуировок на А и на Z[X]; эта градуировка согласо- 
вана со структурой кольца на В. Показать, что если d >> 0, то Ву) изоморфно 
(АЗ и (A(@)); представляет собой градуированное кольцо, изоморфное коль- 
цу Αγγ ZZIX, X]. 

в) Пусть & — другой однородный элемент из кольца A, имеющий сте- 
пень €. Показать, что если 4 > 0 ие> 0, то кольцо Aig) изоморфно кольцу 
(AD) 4e 

*r) Предположим, что 4>0 и что ΑἹ = {0} для n <0. Показать, что 
если А — нётерово кольцо, то нётеровым является и Ay) (воспользоваться 
следствием 4 теоремы 2 $ 2, n° 10). κα 

2) Пусть А — коммутативное кольцо, являющееся градуированным типа Z 
и таким, что A, =0 при п <0. Для любого п > 0 обозначим через À, гра- 
дуированный идеал © Ам кольца А; А-алгебра At = в А ‚| представляет 

m>n п>0 
собой кольцо, градуированное подгруппами Απ] = АЯ; для любого [Е Аа 


(d > 0) обозначим через f? элемент из A, компоненты которого равны нулю, 
‘за‘исключением компоненты степени 4, которая полагается равной |. 
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а) Показать, что если {Е Аа при d>O, то кольцо Als) изоморфно 


кольцу (A) (обозначения из упражнения 1). 


6) Для того чтобы АЯ была А-алгеброй конечного типа, необходимо и 
достаточно, чтобы А было Ао-алгеброй конечного типа. 


в) Для выполнения равенства А = АРА” (соответственно Af =(Ai)’) 


при любом п > по необходимо и достаточно, чтобы имело место равенство 
Ans: = А.А» (соответственно An = (4А!)”) при любом п > No. 

3) Пусть К — поле, В — кольцо многочленов К[Х, У], снабженное градуи- 
ровкой по полной степени, С — градуированное подкольцо кольца В, поро- 
жденное элементами À и Ÿ?, a — градуированный идеал кольца С, порожден- 
ный элементом Y*. Показать, что в градуированном кольце А = С/а имеет 

А = А.А = №. А A,)” 1 
место равенство Ави ΙΑ} при n >2, однако Ан = (ΑΙ) npu n > 1. 


$ 2. Общие сведения о фильтрованных кольцах и модулях 


1. Фильтрованные кольца и модули 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Возрастающей (соответственно убывающей) 
фильтрацией на группе G называется возрастающая (соответ- 
ственно убывающая) последовательность (G,), =, подгрупп 
группы G. 

Фильтрованной группой называется группа, наделенная 
фильтрацией. 


Если (G;,),2,— возрастающая (соответственно убывающая) 


фильтрация на группе С и если положить Gr = @_„, то оче- 
видно, что (Gr), 7 есть убывающая (соответственно возрастаю- 


щая) фильтрация на С. Следовательно, можно ограничиться 
изучением убывающих фильтраций, и когда в дальнейшем мы 
будем говорить о какой-либо фильтрации, то подразумеваться 
будет фильтрация убывающая, если только не оговорено про- 
ΤΗΒΗΟΘ. 

Если задана некоторая убывающая фильтрация (G,), =, на 


группе С, то очевидно, что множества N G, H U G, пред- 
nez n=Z 
ставляют собой подгруппы в С: фильтрация называется отде- 


лимой, если группа {[] С, равна нейтральному элементу; 
neZ 


при выполнении равенства U („= С фильтрация называется 
| ПЕД 
исчерпывающей. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть задано кольцо А; фильтрация о 


на его аддитивной группе называется согласованной со CTDYK- 
турой кольца на А, если выполнены два условия: 


INA тра (1) 
le Ay | (2) 
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Кольцо À, снабженное такой фильтрацией, называется филь- 
трованным. 


Условия (1) и (2) показывают, что Аз представляет собой 
подкольцо кольца À, а À, являются Ао-модулями (левыми и 
правыми). Множество В = UA. является подкольцом в А, 

пех 
а множество и= N 4. - двусторонним идеалом в В. В самом 
nez 
деле, если XEN un AZ À», TO для любого REZ имеем вклю- 
чение хЕАЛД,_,, откуда ax GA; и Xa А, в силу (1): следова- 
тельно, ах EGE NU хае N. 

Весьма важным является тот важный случай, когда Ao = A, 
в этой ситуации A, = À для п< 0 и все подгруппы Αν служат 
двусторонними идеалами в А. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть А — фильтрованное кольцо, (4), ez = 
его фильтрация и E—nekotTopuiü А-модуль. Фильтрация 
nez На модуле Е называется согласованной со структурой 
модуля над фильтрованным кольцом А, если выполнено условие 


AmEn = Ems, для METZ, nez. (3) 


А-модуль Е, снабженный такой фильтрацией, называется 
фильтрованным. 


Все группы Ex являются Ао-модулями; если В = U A,, то, 
nez 
очевидно, БЕ, является В-модулем и множество [ΓΕ 
nez nez 
тоже: убедиться в этом можно с помощью рассуждения, про- 
веденного для [] A,. Когда Ao = А, все группы Е» являются 
пер 


подмодулями BE. 


Примеры. 1) Пусть А — градуированное кольцо типа 7; 
для любого [ЕЙ пусть À) обозначает подгруппу однородных 
элементов степени ἱ в кольце А. Положим À, = ai А(); тогда 

i> 
немедленно получается, что (An) представляет собой убываю- 
щую фильтрацию, исчерпывающую и отделимую, согласован- 
ную со структурой кольца А. Говорят, что такая фильтрация 
ассоциирована с градуировкой (А‹;)),_›; фильтрованное коль- 
цо А называют в этом случае ассоциированным с заданным 
градуированным кольцом А. 

Пусть теперь Е — градуированный модуль типа Z над гра- 
дуированным кольцом A, и для всякого i@Z пусть Ey) 060- 
значает подгруппу однородных элементов степени i в модуле Ε. 


t ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О ФИЛЬТРОВАННЫХ КОЛЬЦАХ И МОДУЛЯХ 191 


Положим E, = > Е); тогда (En) представляет собой убываю- 
i>n 


щую фильтрацию, исчерпывающую и отделимую, а также со- 
гласованную со структурой модуля на Е над фильтрованным 
кольцом А; принято говорить, что эта фультрация ассоцииро- 
вана с градуировкой (E(;)), =, и что фильтрованный модуль Е 
ассоциирован с заданным градуированным модулем E. 

2) Пусть А — фильтрованное кольцо; (A,),ez его филь- 
трация и Е— некоторый А-модуль. Положим E„ = А, Е; из 
формулы (1) следует, что 


Amen = AmAnE € AmsnE = Emtns 


а из условия (2) вытекает, что Eo = Е; следовательно, (Е„)— 
исчерпывающая фильтрация, согласованная со структурой А-мо- 
дуля Е. Говорят, что эта фильтрация на модуле Е порождена 
фильтрацией (An), заданной на кольце А: следует отметить, 
что эта фильтрация не обязана быть отделимой, даже если OT- 
делима фильтрация (An), а Е и À, являются А-модулями ко- 
нечного типа (ср. $ 3, упражнение 2; см., однако, $ 3, π’ 3, 
предложение 5, и n° 2, следствие предложения 4). 

3) Пусть А — некоторое кольцо и м — двусторонний идеал 
в нем. Положим A, = м" для п2Ои А, = À для п< 0; ясно, 
что (A„) есть исчерпывающая фильтрация на кольце A; она 
называется м-адической. Пусть Е — некоторый А-модуль: м-ади- 
ческой фильтрацией на Е называется фильтрация (E,), поро- 
жденная Ш-адической фильтрацией кольца А, τ. €. фильтрация, 
для которой En = м"Е при n20 и Е, =Е при п< 0. 

Если А — коммутативное кольцо и В — некоторая А-алгебра, 
то n= мВ представляет собой двусторонний идеал в В и для 
любого В-модуля F справедливы равенства n*F = m*F, так что 
и-адическая фильтрация на F совпадает с м-адической фильт- 
рацией (когда F рассматривается как модуль над кольцом À). 

4) Если А — фильтрованное кольцо и (А„)— его фильтра- 
ция, то левый А-модуль А; является фильтрованным А-модулем 
с фильтрацией (Ah). С другой стороны, ясно, что (A„) пред- 
ставляет собой фильтрацию, согласованную со структурой 
кольца на противоположном кольце A° u Аа является (левым) 
фильтрованным А°-модулем относительно фильтрации (Απ). 

5) Над любым кольцом А множества À», для которых 
An =0 при п>0 и А, = À при n<0, образуют фильтрацию, 
называемую тривиальной, ассоциированную (пример 1) с три- 
виальной градуировкой на кольце 4; на любом А-модуле Е 
всякая фильтрация (En), образованная А-подмодулями, яв- 
ляется в этом случае согласованной со структурой модуля на Е 
над фильтрованным кольцом А. Следовательно, можно сказать, 
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что любая фильтрованная коммутативная группа С является 
фильтрованным 1-модулем, если Z снабжено тривиальной 
фильтрацией. 


Пусть С — фильтрованная группа, (G,),.,— ее фильтра- 
ция. Совершенно ясно, что для любой подгруппы Н в С набор 
множеств (ff (| G,), _, представляет собой фильтрацию, о KOTO- 
рой говорят, что она индуцирована фильтрацией на G; она бу- 
дет исчерпывающей (соответственно отделимой), если таким 
свойством обладает фильтрация группы С. Аналогичным обра- 
зом, если Н — нормальная подгруппа в С, то семейство MHO- 
жеств ((Н.-С,)/Н),_, образует фильтрацию на группе Ο/Η, 
которая называется факторфильтрацией относительно Н задан- 
ной фильтрации на группе G; эта фильтрация исчерпывающая, 
если исчерпывающей была фильтрация (Gh). Если G’ — πργ- 
гая фильтрованная группа и (G,),.,—ee фильтрация, то 
(Gn X Gr) служит фильтрацией на группе СХ G’; ona назы- 
вается произведением фильтраций на С и С’. Произведение 
фильтраций является исчерпывающим (соответственно отдели- 
мым), если этим свойством обладают фильтрации на сомно- 
жителях. | 

Пусть теперь А — фильтрованное кольцо и (An)— его фильт- 
рация; совершенно ясно, что если В — любое подкольцо в А, то 
фильтрация, индуцированная фильтрацией на À, согласована 
со структурой кольца на В. Если № — двусторонний идеал коль- 
ца À, то факторфильтрация на А/ фильтрации на А согласо- 
вана со структурой этого кольца, так как (An + b) (Am + b) < 
< Anim + δ. Если А’— второе фильтрованное кольцо, то про- 
изведение фильтраций на ΑΧ A’ согласовано со структурой 
этого кольца. 

Наконец, пусть E— фильтрованный А-модуль, (Е„)— его 
фильтрация; для всякого подмодуля Е в Е фильтрация, инду- 
цированная фильтрацией на E, согласована со структурой А-мо- 
дуля на F и факторфильтрация на Ε/Γ фильтрации на E со- 
гласована со структурой А-модуля, так как | 


A(F+E)CF+AE.CF+Enu 


Следует отметить, что если фильтрация модуля Е nopo- 
ждена фильтрацией кольца А (пример 2), то то же самое 
можно сказать о факторфильтрации на E/F, но, вообще говоря, 
это не так для фильтрации, индуцированной на подмодуле Е 
(упражнение 1; см., однако, $ 3, n° 2, теорема 2). 

_ Если Е’— второй фильтрованный А-модуль, то произведе- 
ние фильтраций на E X E’ согласовано со структурой А-модуля. 
Если фильтрации на E и Е’ порождены фильтрацией кольца A 


“εν συνε. Ре 
oe 
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(пример 2), то же самое верно и для произведения этих фильт- 
раций. 


2. Функция порядка 


Пусть А — фильтрованное кольцо, E — фильтрованный A-Mo- 
дуль и (Е„)— фильтрация на E. Для всякого x&E обозначим 
через U(X) верхнюю границу в расширенном. множестве веще- 
ственных чисел В множества тех целых чисел пе Z, для KOTO- 
рых x @E,. Таким образом, имеют место следующие эквива: 
лентности: 


Δ ο со x EÂ) Eins 


пех 
v(x)=p SxGk, их9Е, 1, (4) 
о (х) = + хе Е, 

nez 


Отображение vu: E—R называется функцией порядка на 
фильтрованном модуле Е. Если задана функция 9, то известны 
и группы En, ибо Е„ представляет собой множество тех эле- 
ментов XEE, для которых Ὁ (х) 2 п: тот факт, что Ey, являются 
аддитивными подгруппами в E, следует из соотношения 


о (х— у) > Е (о (х), v(y)). | (5) 


Предыдущее определение применимо, в частности, к фильт- 
рованному А-модулю As; пусть © — функция порядка в этом 


случае. Тогда из формулы (3) в n° 1 вытекает, что для Geh 


u x E E имеет место соотношение 
о (αχ) > w (a) + v (x), (6) 


если только второй член этого неравенства определен; в част- 
ности, для a & À u b & À имеем 


w (ab) > w (a) + w(b), (7) 


опять-таки если второй член соотношения определен. 


Тем же способом можно определить функцию порядка на фильтро- 
ванной группе С, не предполагая ее коммутативной; соотношение, COOT- 
ветствующее формуле (5), в этом случае записывается так: 


о (ух-1) = 0 (ху-1) > inf (о (x), 0(y)). πες; 


7 Н. Бурбаки 


О Fee Ne 
АЕ ENT АЕ 
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3. Градуированный модуль, ассоциированный с фильтрованным 
модулем 


Пусть С — коммутативная (записываемая аддитивно) груп- 
паи (Gn)— некоторая фильтрация на С. Положим 


от, (@) = G,/C,,. для neZ, 
gr(G) = © вт» (6). 


Коммутативная группа gr(G) представляет собой, очевидно, 
градуированную группу типа Z; она называется градуирован- 
ной группой, ассоциированной с фильтрованной группой С, 
а однородными элементами степени п в gr(G) являются эле- 
менты из эг„ (Ц). 

Пусть теперь А — фильтрованное кольцо, (А„)— его фильт- 
рация, Е — фильтрованный А-модуль и (Е„)— его фильтрация. 
Для любых индексов p&Z, де можно определить отобра- 
жение 


(8) 


gr, (А) X gra (Е) — grp+ (Е) (9) 
следующим образом: пусть заданы элементы ае grp(À), 
Е <= gr,(E), два представителя a, а’ элемента α и два предста- 
вителя X, x’ элемента ξ; тогда ах = Ер+а, a’x’ SEpnig и, сверх 
этого, ax == a’x’ (mod Ep+9+1), так как 


ах — ax =(a-a)x+ta(x—x’) 


n a—a’E ρει, Χ--Χ' E Εῃρι; следовательно, утверждение о су- 
ществовании отображения (9) вытекает из формулы (3) в n° 1. 
Таким образом, можно обозначить через αξ класс в 


Е ре’ Врача = ST p+q (Е) 


произведения ах произвольного представителя аеа и произ- 
вольного представителя хе. Немедленно проверяется, что 
отображение (9) Z-Öununeüno, по линейности отсюда опреде- 
ляется Д-билинейное отображение 


gr (А) X gr (Е) > gr (Е). (10) 


Если это определение применить сначала к случаю E = A,, 
то отображение (10) дает закон внутренней композиции на 
or (À), который, как легко проверяется, ассоциативен и обла- 
дает нейтральным элементом; последним служит канонический 
образ’ в группе вто (А) единичного элемента кольца А. Следо- 
вательно, указанный внутренний закон определяет на gr(A) 
структуру кольца и градуировка (Ги (A))nez по самому опре- 
делению согласована с этой структурой. Говорят, что градуи- 
рованное кольцо от(А) (типа 2), определенное таким образом, 
есть градуированное кольцо, ассоциированное с фильтрованным 
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кольцом А; оно, очевидно, коммутативно, если коммутативно 
кольцо А; множество gro(A) представляет собой подкольцо 
в gr(A). С другой стороны, отображение (10) является внешним 
законом эт(А)-модуля Ha gr(E), так как аксиомы модулей вы- 
полнены тривиальным образом, а градуировка (grn(F)), 2, на 


gr(E) согласована, очевидно, с этой структурой модуля. Гра- 
дуированный ог(А)-модуль gr(E) (типа 7), таким образом 
определенный, называется градуированным модулем, ассоцииро- 
ванным с фильтрованным А-модулем Е. | 


Примеры. |) Пусть А — коммутативное кольцо и ἰ-- 
элемент из А, не являющийся делителем нуля. Снабдим коль- 
no А (Г) -адической фильтрацией (n° |, пример 3). Тогда acco- 
циированное градуированное кольцо gr(A) канонически изо- 
морфно кольцу многочленов (A/(t))[X]. Действительно, gra (А) = 
=0 для n<O и по определению кольцо gro(A) есть кольцо 
A/(t). Теперь заметим, что, в силу предположения об элементе f, 
соотношение а! == 0(то4 +!) эквивалентно соотношению 
а =0(mod 2); если т — канонический образ элемента Ё в группе 
er, (А), то любой элемент из grn(A) записывается, и притом 
единственным образом, в виде at”, где a = gro(A); отсюда сле- 
дует наше утверждение. | 

2) Пусть К — коммутативное кольцо и А — кольцо формаль- 
ных степенных рядов KIA, ..., X,]] (Алгебра, гл. IV, $ 5); 
пусть M— идеал в À, элементы которого являются формальными 
степенными рядами без свободного члена. Снабдим кольцо А 
ш-адической фильтрацией (n° |, пример 3); если Mi, .., 
..., М. — различные одночлены от переменных Χι,..., Ar пол- 
ной степени и — |, то очевидно, что всякий формальный степен- 
ной ряд и полного порядка ®(и) Zn (loc. cit., n° 2) записывается 

$ 


в виде Уи, М,, где и» принадлежат идеалу M; таким образом, 
| k=l 
видно, что Ш” представляет собой множество формальных сте- 
пенных рядов и, таких, что ®(и) 2’ п; это показывает нам, что 
« является функцией порядка для м-адической фильтрации. Сле- 
довательно, ясно, что для любого формального степенного ряда 
ие м” существует, и притом единственный, однородный много- 
член степени п OT Х;, который сравним с и mod m”*+!: этот мно` 
гочлен представляет собой сумму членов степени п из ряда и; 
отсюда вытекает, что кольцо gr(A) канонически изоморфно 
кольцу многочленов Κ[Χι, ..., ΧἨ 

3) Более общо, пусть А — коммутативное кольцо, а № — не- 
который идеал в A; кольцо А снабдим $-адической фильтра- 
цией. Если положить В = gro(A), Е = gri(A) ---6/62, то, как из- 
вестно (Algébre, chap. ПТ, 3°éd.), тождественное отображение 
В-модуля F на себя единственным образом продолжается до 


7* 
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гомоморфизма и симметрической алгебры $ (Е) модуля F в 
В-алгебру gr(A); из определения алгебры gr(A) следует, что 
гомоморфизм и представляет собой сюръективный гомоморфизм 
градуированных алгебр. В самом деле, для n> 1 любой элемент 
из ог,(А) является суммой классов mod b"+! элементов вида 
Y= XX... Xn, THE seb (1<1< и); если Ё— класс mod b? 
элемента X;, то очевидно, что класс modbrt! элемента y совпа- 
дает с элементом U(Eı) ...U(En), откуда и следует наше утвер- 
ждение. В частности, любая система образующих В-модуля F 
является системой образующих В-алгебры gr(A). 

Если теперь Е — некоторый А-модуль и мы снабдим его 
6-адической фильтрацией, то аналогичным способом можно за- 
метить, что градуированный ог(А)-модуль gr(E) порождается 
подгруппой gro(E)= ЕЕ. Говоря точнее, ограничение ф Ha 
gr(A) X gro(E) внешнего закона от(А)-модуля gr(E) предста- 
вляет собой Й-билинейное отображение из gr(A) X gro(E) в Mo- 
дуль gr(E); кроме того, кольцо gr(A) представляет собой 
(gro(A), гоо(А))-бимодуль, а группа gro(E) будет gro(A)-Mo- 
дулем. Немедленно проверяется, что для аеог(А), we 
= gro(À), Е = gro(E) имеет место равенство (ao, E) Еф (а, αοξ), 
так что ф определяет сюръективное ото (А)-линейное отображе- 
ние 


γε: gr (A) Θ er (agro (E) > вг(Е), (11) 


называемое каноническим. 

* 4) Пусть К — коммутативное кольцо, 4 — алгебра Ли над 
К и О — обертывающая алгебра алгебры g. На алгебре U опре- 
деляется возрастающая фильтрация (KI EX as следующим обра- 
зом: полагают U, = {0} для п< 0, a для п? 0 через U„ обо- 
значают множество тех элементов из U, которые могут быть 
представлены как сумма произведений не более чем п элемен- 
тов из 8; тогда Ц, = К и gr(U) представляет собой коммута- 
тивную К-алгебру (Groupes et algébre de Lie, chap. I, § 9, 
n° 6)'). Каноническое отображение из g в группу gr, (И) =U;/Uo 
единственным образом продолжается до гомоморфизма A из 
симметрической алгебры $ (4) К-модуля g в К-алгебру gr(U); 
гомоморфизм À сюръективен, а когда К-модуль g свободен, го- 
моморфизм A биективен (loc. cit., n° 7, théorème 1). „ 

5) Пусть А — градуированное кольцо типа Z и Е— некото- 
рый градуированный А-модуль также типа Z; пусть Au, (соот- 
BETCTBEHHO, Eu) — подгруппа однородных элементов степени i 
в A (соответственно Ε). Снабдим кольцо А и модуль E фильтра- 
циями, ассоциированными с их градуировками (n° |, пример 1), 


') Готовится к печати русский перевод в издательстве «Мир». — Прим. 
`ред. < Е 


OR ET MT NE TE re RE TE ЗН i a en BEE Te ΚΚΕ ΚΕ — re » ND 


= и TUE о TER ECHTE ЕЕ EC ESS 
eee ee = Et 
en ντο фк ; REN X 2 


Ай 
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и обозначим через А’и Ε΄ фильтрованное кольцо и фильтрован- 
ный А’-модуль, полученные таким образом. Тогда немедленно 
проверяется, что Ё-линейное отображение A—gr(A’), перево- 
дящее элемент из An) в его канонический образ в группе 
gt, (A) =( © Au )/( & Aw); 
ran i>n+l 

является изоморфизмом градуированных колец. Аналогичным 
образом определяется и канонический изоморфизм вы 
градуированных А-модулей. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть А — фильтрованное кольцо, (A,), 2, — 


его фильтрация и о— ее функция порядка. Предположим, что 
от(А) является кольцом без делителей нуля. Тогда для любой 


пары элементов а, ὦ кольца B= UA. имеет место равенство 


v(ab) = υ(α) + ο(8). ae 


Так как n= ПА, — двусторонний идеал кольца В, то фор- 
пех 
мула верна, если v(a) или V(b) равно - со. В противном слу- 
чае v(a)=r и v(b)= $ — целые числа; класс & элемента а 
mod A, и класс В элемента b mod +. отличны от нуля по 
определению, откуда, согласно предположению, af #0 в 2г(А) 
и, следовательно, ab & А,..-4; так как аб EA,ıs; το v(ab) = 
--υ(α) + v(b). 


. СЛЕДСТВИЕ. Пусть А — фильтрованное кольцо, (A, — его. 


ПЕЙ 
biasr paid Положим = B= UA, t= Г À, Если. кольцо 
пей пей 
στ(Α) не содержит делителей нуля, то не содержит их и коль- 

yo B/n. | 


Действительно, если а и b — элементы из В, не принадлежа- 
щие идеалу и, то 9 (а) Æ +00, Ὁ (δ) = + 0, откуда v (ab) == со 
и, следовательно, аб En. 


Отметим, что кольцо А может быть целостным, его фильтрация — 
исчерпывающей и отделимой, но кольцо от(А) при этом не будет це- 
лостным (упражнение 2). 


Замечание. Пусть G — некоторая (не обязательно комму- 
тативная) группа, снабженная такой фильтрацией (G,, cz что. 
подгруппа Gay ВЕНЕ. в С, для всякого AE Z; положим 
снова gtn(G) = G,/Gn4y1. Мы назовем, как и прежде, epadyupo- 
ванной группой, ассоциированной с Ц, и обозначим через эт (С) 
слабое произведение семейства групп (gr, (С) ), Es т. €. подгруп- 


пу произведения II от, (С), образованную теми элементами 
| et | 
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(=„), все компоненты которых, за исключением не более чем 
конечного числа, равны нейтральному элементу. 


4. Гомоморфизмы, согласованные с фильтрациями 


Пусть С, С” — две коммутативные группы (записываемые ад- 
AUTHBHO), (Ga ) — некоторая фильтрация Ha С, а (G;) — некото- 
рая фильтрация на С”; говорят, что гомоморфизм й: G>G 
р ИН С фильтрациями на С ина С’, если h(G,)< Gr для 
всякого ПЕЙ. В этом случае композиция гомоморфизмов 


Ω, ме “> @,-> „Си, равна нулю на Си; так что при пе- 
3 к факторобъектам определен гомоморфизм: An: С/С > 

G}/Gh+1; следовательно, получается некоторый гомоморфизм 
В групп gr(h): gr(G)—er(G’), который единствен 
в том смысле, что для любого пе Z гомоморфизм gr(h) совпа- 
дает с hy на gr„(G)= Gu/Gu+ı Говорят, что gr(h) есть гомо- 
морфизм градуированных групп, ассоциированный с гомомор- 
физмом h. Если С” — третья фильтрованная группа uh’: Ο΄-» 
— С” — гомоморфизм, согласованный с фильтрациями, то Ach’ 
представляет собой гомоморфизм, согласованный с фильтра- 


ЦИЯМИ, И 
вт (h’ oh) = gr(k")° gr (A). (12) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть С — фильтрованная коммутативная 
группа u Н — некоторая подгруппа в Ц; снабдим группу Н инду- 
цированной фильтрацией, а факторгруппу G/H — факторфиль- 
трацией. Если Г. Н—* С — каноническое вложение и р: G— 
— G/H — каноническое сюрзективное отображение, то | up co- 
гласованы с фильтрациями и последовательность 


0-> gr MER or (G) > ot (G/H)—> 0 (13) 


точна. 


Первое утверждение очевидно. Если (Gi И на 
группе С, το (НПС,)П Си = НП Сил, так что гомоморфизм 
or(j) инъективен; кроме того, каноническое отображение 
. Gn —(H + G„)/H сюръективно, так что сюръективно и отобра- 
жение gr(p), и gr(p) ого (7) = 0 согласно равенству (12). Пусть, 
наконец, элемент & = С„/С„+, принадлежит ядру гомоморфизма 
or(p); следовательно, существует такой элемент ХЕ, что 
xeH + Grit; но ввиду того что Gri < Gn, имеет место ΡΝ 
ство 


N (H + Gh+1) Fü (H N G,) LS Gros 


следовательно, X = y + г, где y= НПО, и ze Gay; это дока- 
зывает, что ξ есть класс mod С „+, элемента j(y), т. е. элемент & 
принадлежит образу группы эг(Н) при гомоморфизме gr(i). 
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А pig moniter что если задана точная последовательность 


0-> 6’ +> G—> 0” ->0 фильтрованных коммутативных групп, где и и 
Ὁ согласованы с фильтрациями, то последовательность 


0—> gr (G’) — ER > ог (С) 810), gr (G”) ->0 


не обязана быть точной (упражнение 4). 


Если теперь A и Вр— два фильтрованных кольца и 
й: А+ В — гомоморфизм колец, согласованный с фильтрация- 
ми, то немедленно проверяется, что гомоморфизм градуирован- 


ных групп gr(h): gr(A)—gr(B) на самом деле является гомо- 


морфизмом колец. В частности, если А’ — подкольцо в À, снаб- 
женное индуцированной фильтрацией, то кольцо gr(A’) канони- 
чески отождествляется с градуированным подкольцом в gr(A) 
(предложение 2); если В — двусторонний идеал в А и если А 
снабжено факторфильтрацией, то кольцо gr(A/b) канонически 
отождествляется с градуированным факторкольцом gr(A)/gr(b) 
(предложение 2). 

Пусть, наконец, А — фильтрованное кольцо, LE, Е — два филь- 
трованных А-модуля и и: Е > Е — некоторый А-гомоморфизм, 
согласованный с фильтрациями. Тогда немедленно устанавли- 
вается, что gr(u): gr(E)— gr(F) есть ог(А)-линейное отобра- 
жение и, следовательно, однородный гомоморфизм степени 0 гра- 
дуированных gr (А)-модулей. Кроме того, если и’: Е — Е— вто- 
рой А-гомоморфизм, согласованный ς фильтрациями, то таким 
же будет и гомоморфизм u + и’ и имеет место равенство 


от (и и/) = ог (и) + gr(u’). (14) 


Замечания. |) Совершенно очевидно, что гомоморфизмы 
фильтрованных колец (соответственно фильтрованных модулей 
над заданным фильтрованным кольцом A), согласованные 
с фильтрациями, могут рассматриваться как морфизмы относи- 
тельно структуры фильтрованного кольца (соответственно филь- 
трованного А-модуля) (Теория множеств, гл. IV, $ 2, n° 1). 

2) Пусть Е и Е— два модуля над фильтрованным KOJIbILOM 
A; снабдим их фильтрациями, порожденными фильтрацией (Ав) 
кольца А (n°1, пример 2). Тогда всякое А-линейное отображе- 
ние и: E—F согласовано с фильтрациями, ибо u(A„E)= 
= A,u(E)c 4,F. 


3) Отметим, что согласованный с фильтрациями ненулевой гомо- 
морфизм и: Е + F фильтрованных А-модулей может быть таков, что 
gr (и) = 0; в качестве примера можно взять эндоморфизм х-— ΠΧ адди- 
тивной группы Z, снабженной (п)-адической фильтрацией (для произ- 
вольного целого п > 1). Соотношение эт(и) = gr(v) для двух гомомор- 
физмов и, о модуля Ев F, согласованных с_-фильтрациями, не обязано, 
таким образом, иметь своим следствием равенство и = V. 


ei ας. κ. фк." т 
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4) Определения начала этого n° немедленно переносятся на 
случай не обязательно коммутативных групп G, С’, фильтрован- 
ных такими подгруппами G,, Си, что Gar (соответственно 

Gh+1) нормальна в G, (соответственно в С»). Предложение 2 
выполняется и в этом случае, если сделать те же предположе- 
ния относительно групп ση и считать подгруппу H нормальной 
в С; доказательство остается неизменным с точностью до обо- 
значений. 


5. Топология, определенная фильтрацией 


-- Пусть С — некоторая группа, фильтрованная семейством 
(Gn),ez CBOMX нормальных подгрупп. Существует, и притом 


единственная, топология на группе С, согласованная с группо- 
вой структурой и в которой подгруппы Gn составляют фундамен- 
тальную систему окрестностей нейтрального элемента е из G 
(Общая топология, 1969, гл. III, $ 1, n° 2, пример); эта тополо- 
THA называется топологией группы С, определенной фильтра- 
цией (Gn). Впредь, когда будут использоваться те или иные 
топологические понятия применительно K фильтрованной группе, 
то, если не оговорено противное, будет подразумеваться тополо- 
гия, определенная фильтрацией. Следует заметить, что множе- 
ства Gy, являясь подгруппами в С, одновременно открыты U 


замкнуты (Общая топология, 1969, гл. Ш, $ 2, n°1, следствие © 


предложения 4). 

Так как всякая подгруппа G, нормальна в группе G, то 
окружения для правой и левой равномерных структур на С сов- 
падают; отсюда следует, что группа С обладает отделимым по- 


полнением G, являющимся группой (Общая топология, 1969, 

гл. Ш, $ 3, n° 4, теорема 1, и n° 1, предложение 2). | 

_ Для всякого подмножества М группы С замыкание множе- 

ства М в С равно пересечению n (М. G,)= N (G,': М) (Ο6- 
nez 

wana топология, 1969, гл. Ш, § 3, RR (1)); в частности, 

пересечение N G, представляет собой замыкание одноточеч- 


пей 
ного множества {е}. Таким образом, видно, что для отделимости 


топологии на группе С необходимо и достаточно, чтобы была. 


отделимой фильтрация (ση). Для того чтобы топология Ha G 
была дискретной, необходимо и достаточно, чтобы существовало 
‘такое целое число пе Z, что G, ={е} {в этом случае G„ = {e} 
при т 2’ п); тогда говорят, что фильтрация (GA) дискретна. 


Поскольку отделимая группа, ассоциированная с группой С, 


‘есть факторгруппа H = τη Г Ga то ассоциированные градуи: 


ПЕС 


AUT еее вые | 


u las ῴ 12 
Е ОУ 


Le 
Eis 
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рованные группы gr(G) и gr(H) (группа Н считается наделен- 
ной факторфильтрацией) канонически отождествляются. 


Пусть теперь С’—-вторая  фильтрованная группа и 
и: G— (’— гомоморфизм, согласованный с фильтрациями; опре- 
деление топологий на С и С’ немедленно показывает, что гомо- 
морфизм u непрерывен!). Если Н — какая-нибудь подгруппа 
(соответственно нормальная подгруппа) в С, то топология, ин- 
дуцированная на Н топологией группы С (соответственно фак- 
тортопология относительно Н топологии группы С), представляет 
собой топологию на Н (соответственно на Ο/Η), определяемую 
фильтрацией, индуцированной фильтрацией группы G (соответ- 
ственно факторфильтрацией фильтрации на С). Произведение 
топологий групп С и С’ есть топология, определенная произве- 
дением фильтраций на С ина С”. 

Пусть о — функция порядка (n°2) на фильтрованной груп- 
пе G. Из предположений о подгруппах С„ получаем равенство 
v(xyx-!) = u(y); поэтому o(xy-!) = о (yx-!) = υ(χ-!ῃ) = υ(ψ-!χ), 
где элементы X, у взяты из С. Пусть о — такое действительное 
число, что O< 9 <1 (можно, например, взять о = 1/е); положим 
d(x, у = о? (*y"") для любых x, у из С. Тогда d(x, Are 
d(x, y} = is, x), а неравенство (5) в n° 2 дает 


d(x, у) < зир (d(x, 2), d(y, 2)) (15) 


для любых х, y, 2 из Ц, благодаря чему получается неравенство 
треугольника 


d (x, WS d(x, z)+d(y, 2). 


Следовательно, функция 4 представляет собой псевдорас- 
стояние на группе G, инвариантное относительно правых и ле- 
вых сдвигов, а подгруппы С„ представляют собой множества 
тех хе С, для которых 4(е, х) < р”; равномерная структура, 
определяемая функцией d, является, таким образом, равномер- 
ной структурой топологической группы G. Если группа С отде- 
лима, то она представляет собой вполне несвязное метризуемое 
топологическое пространство (Topologie generale, chap. IX, 2° éd., 
$ 6, n°4); функция d задает расстояние на группе С, если, кроме 
того, фильтрация (С„) исчерпывающая. | 


Напомним, что если задано топологическое кольцо А, то ле- 
вым топологическим А-модулем называется А-модуль E, наде- 
ленный топологией, согласованной со структурой его аддитивной 


1) В этой главе мы используем слова «непрерывный гомоморфизм» в том 
же смысле, в каком употребляются слова «непрерывное представление» 
в Общей топологии, 1969, гл. III, 8 2, n° 8; слово «гомоморфизм» ни в коем 
случае не будет употребляться в смысле определения | из Общей топологии, 
1969, гл. III, $ 2, n° 8; чтобы избежать путаницы, мы будем всегда для обо- 
значения этого понятия применять термин «строгий морфизм». - 
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группы, и такой, что отображение (а, х) + ах из AXE BE не- 
прерывно (Общая топология, 1969, гл. III, $ 6, n° 6). 


ПреЕдложеЕНИЕ 3. Пусть А — фильтрованное кольцо, (An) — 
его фильтрация и В — подкольцо U A, в А; пусть Е — duao- 
пер 
трованный В — модуль, (E,)— его фильтрация и F — B-no0mo- 
дуль (J En в Е. Тогда отображение (а, х)— ах us ВХЕв Е 
nez 
непрерывно. 


Пусть, в самом деле, do © В, хе F; по условию существуют 
такие целые числа г, $, что dE À, И nee. Соотношение 


ах — ах, = (A — αρ) Xp + а, (х — хо) + (a — αρ) (4 — χο) 


показывает, что если а —% SA; и X—X0S=E;, то элемент 
ах — doXo принадлежит подгруппе Е;+: + Е. + Е:+;. Следова- 
тельно, если задано целое число п, то включение ах — An = En 
будет иметь место, если isn s jÆn—ruitiZzn, т.е. 
если-Г и | достаточно велики. 


Следствие. Кольцо В является топологическим кольцом, 
а В-модуль Е — топологическим В-модулем. 

Первое утверждение получается применением предложения 3 
“8 Pr Be 

Отсюда, в частности, видно, что фильтрованное кольцо À 
с исчерпывающей фильтрацией является топологическим коль- 
OM; когда это так, любой фильтрованный А-модуль с исчерпы- 
вающей фильтрацией является топологическим А-модулем. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть А — фильтрованное коммиутативное 
кольцо, фильтрация (An) которого является исчерпывающей, 
и пусть у— некоторый идеал в А. Предположим, что идеал 
gr (2) = © Ὁ ON Α.Α.) кольца gr(A) прост. Тогда замыка- 


ние ув "A я простым идеалом. 


Уже известно, что кольцо gr(A/y) изоморфно факторкольцу 
or(A)/gr(p) (n°4, предложение 2), так что оно целостное. Сле- 
довательно, целостным является и факторкольцо Α/ N (ν + Αν) 

n = Z 
(n° 3, следствие предложения 1). Следовательно, замыкание 


Г (pb + Αν) идеала у представляет собой простой идеал. 
ne Z 


Пусть A — некоторое кольцо и M — двусторонний идеал в нем. 
Топология, определенная на кольце А ш-адической фильтрацией 
(пример 3), называется щ-адической. Поскольку №Ш-адическая 
фильтрация исчерпывающая, А является топологическим коль- 


о 
- F7 WERE BE EEE nr =: LE Ρ = VE IM Van Mu Е 


rn EEE en Se ee р № АВГ ЧИ РТ ler tee er En FD ee Tr De АР ΙΡ ΚΦ. Χα Pe РА a ΠΝ А Re ee ee ee EN rn - 
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цом относительно этой топологии (следствие предложения 3). 
Аналогичным образом, для любого А-модуля Е мы называем 
ш-адической топологией на Е топологию, определяемую щ-адиче- 
ской фильтрацией; в этой топологии Е представляет собой то- 
пологический А-модуль. 

Пусть м’ — второй двусторонний идеал в À; для того чтобы 
ш’-адическая топология Ha A была более тонкой, чем м-адиче- 
ская, необходимо и достаточно‘ существование такого целого 


n>0, что m” Cm; действительно это условие необходимо, 


а если оно выполнено, то MM для всякого h> 0, так что 
оно и достаточно. В том случае, когда А — нётерово KOMMYTATUE- 
ное кольцо, высказанное условие эквивалентно’ включению 
У (m) = И (m’) в простом спектре кольца A (гл. П, $ 4, n° 3, след- 
ствие 2 предложения 11, и $ 2, n° 6, предложение 15). 


6. Полные фильтрованные модули 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть G— фильтрованная группа, фильтра- 
ция (С„) которой образована нормальными подгруппами в С: 
Тогда следующие условия эквивалентны: 

a) С — полная топологическая группа; | 

6) ассоциированная отделимая группа G’=G /( Г Ga) 

nez 
полна; 

в) всякая последовательность Коши в группе G сходится. 

Когда группа С коммутативна и записана аддитивным об- 
разом, эти условия эквивалентны следующему: 

г) всякое семейство (Χλὶ; =, элементов из G’, сходящееся 
к 0 no фильтру $ дополнений к конечным подмножествам в Г, 
суммируемо в С". 


Для того чтобы некоторый фильтр на С был фильтром Коши 
(соответственно сходящимся фильтром), необходимо и доста- 


точно, чтобы его образ при каноническом отображении G — G’ 


тоже был фильтром Коши (соответственно сходящимся фильт- 
ром) (Общая топология, 1968, гл. IT, $ 3, n° 1, предложение 4). 
Отсюда прежде всего следует эквивалентность условий а) и 6). 
С другой стороны, в силу того что группа С” метризуема, экви- 
валентность 6) и в) следует из предложения 9 в Topologie gé- 
nerale, chap. IX, 2° ed., $ 2, n° 6. 

Предположим теперь, что группа G коммутативна. Допустим, 
что группа С” полна, и пусть (xq), =; — семейство элементов из 


С’, сходящееся к 0 по фильтру 98. Для любой окрестности У” 
нуля группы G’, представляющей собой подгруппу в С’, суще- 
ствует такое конечное множество J BL, что из условия AGL — J 
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Ν 


следует включение x, & V’; следовательно, >) x), ЕТ’ для mo- 
| ЛЕН 
бого конечного подмножества Н множества L, не пересекающе- 


roca с J, а это и показывает, что семейство (X,), =, суммируемо 
(Общая топология, 1969, гл. III, $ 5, n° 2, теорема |). 

Обратно, предположим, что выполнено условие г), и пусть 
(х„)— последовательность Коши в группе С’; в этом случае > 
семейство разностей Xn+1 —х„ суммируемо и, в частности, ряд 
с общим членом Xn+1 — Xn сходится, значит, последовательность 
(х„) сходящаяся. 


Пусть G — какая-нибудь фильтрованная группа, фильтрация 
(Gr) которой образована нормальными подгруппами в G; тогда 
факторгруппы G/G, дискретны, а потому они полны, ибо под- 
группы ση открыты в С. Пусть fn — каноническое отображение 
G—G/G, и для т< п обозначим через [mn каноническое ото- 
бражение G/G„—G/Gm; тогда пары (G/Gn, fmn) составляют 
проективную систему дискретных групп, множество индексов 
которой есть Z (Общая топология, 1969, гл. Ш, $ 7, n° 9). Пусть 
С — топологическая группа, являющаяся проективным пределом 
этой проективной системы, а для каждого п пусть gn: G>G/G, 


обозначает каноническое отображение. Далее, пусть f: G— @ — 
проективный предел проективной системы отображений (fn), 
для которого fn = En o| при любом п; наконец, пусть | — канони- 
ческое отображение группы С в свое отделимое пополнение G; 
так как группы G/G, полны, то существует, и притом единствен- 


ный, изоморфизм 1: G— G топологических групп, для которого 
f=ioj (loc. cit., следствие|1 предложения 2). Мы будем гово- 


рить, что это — канонический изоморфизм группы С на G. 


Пусть HA — вторая фильтрованная группа, фильтрация (Hp) 
которой образована. нормальными подгруппами в Н, и пусть 
и: G— H — некоторый гомоморфизм, согласованный с фильтра- 


циями (n° 4). Положим Н =Ит H/H,; для любого индекса п ro- 
| pre 


 моморфизм и определяет при переходе к факторгруппам ΓΟΜΟ-. 


морфизм u,: G/G,— H/H, и, очевидно, гомоморфизмы Uy, обра- 


‚зуют проективную систему отображений; положим й=Ити,. 


= — 


Пусть, кроме того, Н — отделимое пополнение группы H и 


fi: G— Н-— гомоморфизм, определенный гомоморфизмом и при 
переходе к отделимым пополнениям (Общая топология, 1968, 
гл. II, $ 3, n° 7, предложение 15). Из определений немедленно 


следует, что когда отождествляются Ge G, а Н с Н при по- 
мощи канонических изоморфизмов, то гомоморфизм й отожде- 


— 


ствляется C U. Отсюда, в частности, следует, что если для лю- 
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60r0 п гомоморфизм Un является изоморфизмом, TO й — изомор- 


физм топологических групп. 


Примеры полных фильтрованных групп и колец. 1) Пусть 
С — некоторая полная фильтрованная группа. Тогда любая зам- 
кнутая подгруппа в С, снабженная индуцированной фильтра- 
цией, полна (Общая топология, 1968, гл. II, $ 3, n° 4, предло- 
жение 8). Любая факторгруппа группы Ο, снабженная фактор- 
фильтрацией, полна (Topologie generale, chap. IX, 2в4., $ 3 
n° |, remarque 1). 

2) Пусть А — фильтрованное коммутативное кольцо, филь- 
трацию которого обозначим через rh ex пусть A’ — кольцо 


формальных степенных рядов АЦХь, ie All Для любого на- 


бора е = (е1,..., е.) = № мы положим lel= Σον Χ΄- - 11x“, 


ἰ--] 
так. что любой элемент ΡΕΞ A’ может быть единственным обра- 
зом записан в виде P= У а, рХ*, где Ge, p = À. Обозначим для 

е=м 
любого n = Z через а, множество тех рядов PEA’, для кото- 
РЫХ Qe РЕ @и-|е! При всех ee №; покажем, что y представ- 
ляет собой идеал в А’. Очевидно, что À; — аддитивная подгруппа 
в A’; с другой стороны, если Pea, и QE À’, то для любого 


η 
е = № имеет место равенство Qe, ро = ax Се’, Q ' Le”, p, ПОСКОЛЬ- 
e’+e”=e 


ку из соотношения e’ +e” =e следует, что Де’ < |е], 

РО = a;. Кроме того, если QE ay, то для e’ +e” =e Е 
JIMBbI BKJIOUCHHA αρ Q * Ger, pS Am-je Mn-|e”| CAm+n-|e|p а ЭТО 
доказывает, что EE, есть фильтрация, согласованная CO 
структурой кольца A’ (так как очевидно, что | = 9). Когда 
в дальнейшем мы будем говорить о кольце А’ как о фильтро- 
ванном кольце, мы будем, если не оговорено противное, подра- 
зумевать эту фильтрацию (A). Очевидно, что N а„ представ- 

пей 
ляет собой множество тех формальных степенных рядов, все 


коэффициенты которых принадлежат пересечению N A,; следо- 
nez 
вательно, если À — отделимое кольцо, TO отделимо и À’. Если 


dé = À, TO ag = À’. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Сохраняя только что введенные обозначе- 
ния, предположим, что 40 = А, и обозначим через h отображение 
Р- (a, р), = кз. Тогда h является изоморфизмом топологической 


аддитивной группы А’ на топологическую аддитивную группу 
№ 
AN. Кольцо многочленов ΑΧ, ..., Xs] плотно. в кольце А’; 


‘если А — полное кольцо, то полно u A’. 
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Очевидно, что отображение h биективно. Пусть, = h(a}) — 


множество тех (ἀρ) = A, для которых de = An-|e| при любом 
е= №, удовлетворяющем неравенству |е|< п; поскольку. таких 
элементов всего лишь конечное число, множество V„ представ- 


ляет собой окрестность нуля в группе AN”, Обратно, если У — 


окрестность нуля в группе AN”, то существует конечное подмно- 
жество Е в № и такое. целое число у, что условие ас ΕΞ ay при 
любом e=E означает, что (а) Е V. Следовательно, если п — 
наибольшее целое среди чисел у +|е| при ее Ё, то h(a’) =: 


что и доказывает первую часть предложения 6. Кроме того, 

если n и Е — определенные выше число и подмножество, TO 

h [Ps > Gz: XV для всякого ряда PGA’, что доказывает 
\ ге Е 

плотность кольца A[X;, ..., Xs] в кольце А’. Последнее утвер- 

ждение следует из первого и того факта, что произведение пол- 

ных пространств полно. 


Пусть м — некоторый идеал кольца А, и предположим, что 
(a,) есть м-адическая фильтрация; тогда если п — идеал в кольце 
формальных степенных рядов A’, порожденный идеалом M 
и переменными X, (1 <i<s), το фильтрация (a,) будет π- nee 
ческой. В самом деле, очевидно, что для BCHKOTO k>0 идеал и” 
порожден элементами aX°, такими, что ac m*!¢! при любом 
ee №, удовлетворяющем неравенству |е|< А, откуда na. 
Докажем, что и, обратно, a, ς: n®, Для. любого ряда PS а, имеем 
P= P'+P", где Р’ = > Oe, pX° WP" = > Ge, pX°. Совершенно 

| сферой le|>k 
ясно, что можно записать Р” = πη; „Re где Q,— элементы 


из A’, так что P’e 1. Кроме того; ОИ, ITO Ge Pie 
для всякого eæ N°, откуда Pe π΄, Следовательно, π΄ = a4. 


Следствие. Пусть À — коммутативное кольцо, 


A = A{{Xi, ee ey ΡΝ 
— кольцо формальных степенных рядов от $ переменных над А 
и п — идеал кольца А’, образованный формальными степенными 
рядами без свободного члена. Toeda Kondyo А’ отделимо и пол- 
HO в \-адической топологии, а кольцо многочленов Α[Χι, .,,, Χεὶ 
всюду плотно в кольце A’. 


Достаточно применить изложенное выше к случаю м = {0}. 


7. Свойства линейной компактности 
полных фильтрованных модулей 


Напомним, что если Е — некоторый А-модуль, то аффинным 
подмножеством (или аффинным линейным многообразием) в Е 
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называется любое подмножество F, которое либо пусто, либо 
имеет вид а + M, где aeE,a М — некоторый подмодуль MO- 
дуля Е, называемый направляющей многообразия F (Algebre, 
chap. li, ea., 5 9, n° 1 εἰ m 3) 5, 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть А — фильтрованное кольцо, Е — неко- 
торый А-модуль, (En)— фильтрация на Е. Предположим, что 
Е =E и что подеруппы Е„ являются подмодулями в Е; кроме 
того, будем считать, что А-модули E/E, артиновы, a топологи- 
ческая группа Е полна и отделима. Тогда пересечение убываю- 
щей последовательности непустых замкнутых ARUN под- 
множеств модуля Е непусто. 


Уже было показано в n° 6, что модулъ Е, будучи отделимым 
и полным, отождествляется с проективным пределом E = lim E/E,. 
----- 


Пусть (W,)— какая-нибудь убывающая последовательность не- 
пустых замкнутых аффинных подмножеств в E, и пусть для 
каждого п 20 через Wp, ἡ обозначен канонический образ много- 
образия W, в фактормодуле E/E,. Мы сейчас построим такую 


последовательность х = (х„) ЕЁ, что Xn Е W n при любом р 
и каждом N; тогда будут иметь место включения хе W,+E, 
при всех р и п, и, поскольку множества Wy замкнуты, мы по- 
лучим, что XE X, при любом р (n° 5), и предложение этим бу- 
дет доказано. 

Так как Ε/Εο = 0, то возьмем в качестве хо просто 0. Допу- 
стим, что уже определены x; для 0 < {< и — |, и пусть и, ra 


множество элементов из р n, канонический образ которых в 
E/E,-; равен Xn-ı. Так как хи! EWp,n-ı H Wy, n-1 представляет 


собой канонический образ множества Wp, n, то множество №, „ 


непусто и является, очевидно, аффинным подмножеством в 
E/En; кроме того, последовательность (W? = убывающая. 
FA 4 р 


Так как модуль E/E, артинов, то эта последовательность ста- 
ционарна (в противном случае последовательность подмодулей 
модуля E/E,, которые являются направляющими многообразий 
У, „ была бы строго убывающей, что невозможно). Следова- 
тельно, достаточно взять в качестве элемента х„ некоторый эле- 
мент из пересечения N} W’ , и построение последовательно- 
CTH (Xn) может быть, TAKUM образом, продолжено по индукции. 


р; п? 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Предположим, что кольцо А и модуль Е 
удовлетворяют условиям предложения 7. Пусть (Fy) — убываю- 
щая последовательность таких замкнутых подмодулей модуля Е, 


') См. также Алгебра, Приложение II к гл. Il, n° 3. — Прим. перев. 
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{ΤΟ БЕ, =0. Тогда для любой окрестности У нуля модуля Е 


| р 
существует такое число р, что F» СУ (иначе говоря, базис 


фильтра (Fy) сходится к 0). 


Можно считать, что окрестность У совпадает с одним из под- 
модулей En, так что фактормодуль Е/У артинов. Положим 
Е, =(Е,+У)/"; так как множества Γ΄, образуют убывающую 


ces подмодулей в E/V, 60 существует такое це- 
лое число |, что Fer для всех p Z j. Мы сейчас увидим, что 


Е, = {0}, и этим завершится доказательство. Пусть хеР, и 


пусть Ир, — множество тех элементов модуля Fy, образ которых 
в Е/У равен x (pP >); по определению числа j множества №» 
представляют собой непустые замкнутые аффинные подмноже- 
ства модуля E и, очевидно, Wp+ı < Wp; следовательно, из пред- 
ложения 7 вытекает, что ‘существует некоторый элемент и, при- 
надлежащий всем многообразиям W». Поскольку W,CF, и 


Г Ер == {0}, то у = 0; так как элемент X является каноническим 


peN 
образом элемента‘ y в фактормодуле E/V, то x =0 (cp. упраж- 
нения 15—21). 


8. Подъем гомоморфизмов ассоциированных 
градуированных модулей 


ТЕОРЕМА 1. Пусть X, У— две фильтрованные группы, в KOTO- 
рых фильтрации (Xn), (Yn) образованы нормальными nodepyn- 


пами, и пусть и: À — F — гомоморфизи, согласованный с этими 


фильтрациями. 
(i) Предположим, что фильтрация (X,) исчерпывающая. Для 


того чтобы гомоморфизм gr(u) был инъективным, необходимо 


и достаточно, чтобы и! (У„) = Xn для всякого ПЕЙ. 

(1) Предположим, что выполнено одно из следующих усло- 
_вий: ο) группа X полна и группа У отделима; В) группа У дис- 
кретна. Тогда, для того чтобы гомоморфизм gr (u) был сюръек- 
TUBHOLM, необходимо и достаточно, чтобы Yn = U(Yh) для лю- 
бого NE Z. 


(1) Инъективность отображения от„(и) означает, что 
Хи (ar) So Aarı- 


Очевидно, это так, если и-(У,4) = Хо. Обратно, если 


Xn Nu (У) = Хи для всякого п, то отсюда индукцией по À 
выводится, что Хиь [| u (У) € Xau При всех пеЕЙ и лю- 
бом 20. Так как фильтрация (Χα) является исчерпывающей, 


то видно, что для всякого п ба Х представляет собой объ- 


единение подгрупп Xyn-, (А 20), так что и! (Уи) < Хи для 


\ 


8 ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О ФИЛЬТРОВАННЫХ -КОЛЬЦАХ И МОДУЛЯХ 909. 


любого п и по условию Хи си! (У„+1). Это завершает дока- 
зательство. | 
(1) Сюръективность CPE от, (и) означает, что 


2 u(X,) ar 


Очевидно, что это так, если Ÿ, = и(Х»). Обратно, предположим, 
что У, = U(Xn) πι для всякого п ΕΞ Ζ. Пусть п — некоторое це- 
joe число и у— некоторый элемент из У„. Определим последо- 
вательность (x), 4 элементов из Xp, такую, что Xp GE Xp, Хи = 
= x,(mod Xn4r) и u(xx) = y(mod Ynix) для любого К 20. Мы 
положим хо равным нейтральному элементу группы À, благо- 
даря чему будет выполняться сравнение и (хо) = y (mod Y„). Ao- 
пустим, что уже построен элемент X, ΕΞ Χα, такой, что U(Xx) = 
= y(mod Y„4.); тогда (u(x,)) y=Y,ı,. Из условия следует, 
что существует элемент LE Â nr, для которого u(t) = 
=(u(x,))~' y(modY 4441), так что u(x,t) = y(mod Yninyi); доста- 
ТОЧНО ПОЛОЖИТЬ Xr+ı =Xrl, для ТОГО чтобы продолжить индуктив- 
ное построение. Если это сделано и У — дискретная группа, то 
существует такое А 20, что Ул.» = {6} (нейтральный элемент 
группы У), откуда U(Xx) = у и, следовательно, доказано, что 
в этом случае (Χα) = Yn для всякого п. Теперь предположим, 
что группа À полна, а группа У отделима. Так как x,'x,eEX,_, 


для AZ αὶ 220, то последовательность (Xx) является последова- 
тельностью Коши в подгруппе X„. Так как подгруппа À, замкнута 
в Х и, следовательно, полна, то эта последовательность обладает 
по крайней мере одним пределом X в группе Ay. В силу непре- 
рывности отображения и, элемент и(х) является единственным 
пределом последовательности (4(X:)) в отделимой группе У. 
Однако соотношения и(хь) == У (mod Yn4n41) показывают, что Y 
также является пределом этой последовательности, откуда. 
u(x) = y u снова доказано, что U(X») = Yn. 


СЛЕДСТВИЕ |. Предположим, что группа Х отделима и ее 
фильтрация исчерпывающая. Тогда если gr(u) — инъективный 
гомоморфизм, то инъективен и гомоморфизм и. 

Пусть €, е’— нейтральные элементы групп À и У соответ- 
ственно. Тогда 


u-"(e") eu) =f) Xn = 83 


в силу условия, а отсюда и получается следствие. 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΜΕ 2. Предположим, что выполнено одно из а 
щих условий: 

a) группа Х полна, а группа Y DORE u ee фильтрация 
является исчерпывающей; 


= EEE TEE ВЕ Tn ee ЕЕ АЕ о ee eg A en ae Rg СН Е Bee EE ee grate Ce PAT reg А А ΟΡ 
Ао a à Е RER RER ры τῇ “hd aime SE Ξε. 7 τ ER Tr 
ER: Re = ; ΄ € $ : + | ; 
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В) группа У дискретна и ее фильтрация является исчерпы- 
вающей. 

_ Тогда если гомоморфизм gr(u) сюръективен, το сюръективен 
и и. | | 
Действительно, в этом случае Y=UY, = U u(X,)Zu(X). 

; п 


п 


СЛЕДСТВИЕ 3. Предположим, что группы X и У отделимы, что 
их фильтрации являются исчерпывающими и что группа Х пол- 
на. Тогда если гомоморфизм gr(u) биективен, то биективен и и. 


Пусть А — некоторое локальное кольцо, м — его максималь- 
ный идеал и М — некоторый А-модуль. Наделим кольцо А и 
модуль М m-aduueckumu фильтрациями, и пусть gr(A) и gr(M)— 
градуированное кольцо и градуированный ог(А)-модуль, acco- 
циированные с À и M. Было показано (n°3, пример 3), что ка- 
ноническое отображение (11) всегда сюръективно; мы сейчас 
рассмотрим следующее свойство модуля М: 

(GR) Каноническое отображение 


Ум: Эт (A) 8 00 то (M) > gr (M) 
биективно. 


TIPEQMOKEHHE 9. Пусть А — некоторое локальное кольцо, M — 
его максимальный идеал, М, М— два А-модуля и и: N>M— 
некоторый гомоморфизм. Снабдим модули М u М m-aduueckumu 
фильтрациями и предположим, что: 1° модуль М обладает свой- 
ством (GR); 2° гомоморфизм gro(u): gro(N)— gro(M) инзекти- 
вен. Тогда гомоморфизм gr(u): gr(N)— gr(M) инзективен, мо- 
дули МиР = Coker(u) обладают свойством (GR) u для любого 
‘целого п > 0 имеет место равенство m™N = и-—!(ш"М). 

Непосредственно проверяется, что коммутативна следующая 
диаграмма: 


gr (A) © ore (A) LT (N) u gr (A) 69 gro (A) ST, (M) 
YN YM 
У Υ 


gr (М) meer weenie or (M) 
Поскольку факторкольцо gro(A) = A/m- является полем, To из 
сделанных предположений вытекает, что гомоморфизм 1®ото(и) 
инъективен. Так как по условию отображение ум инъективно, 
то инъективно и отображение ум° (1 ® gr,(u)). Это означает в 
первую очередь, что отображение ух инъективно, а потому и 
биективно, так что отсюда, далее, получается, что гомоморфизм 
gr(u) инъективен. Формула и" (м"М) = m"N является теперь 
следствием теоремы 1 (1). 
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Кроме Toro, положим N’ =u(N), и пусть |: № -- М — кано- 
ническое вложение. Если р: M—P = ΜΙΝ’ — канонический го- 
моморфизм, то в коммутативной диаграмме 


gr (A) ὃ вто (№) > gr (A) ® ern (М) > вг(А)® вто (Р)->0 
VN’ УМ р 
у у 
gr (N’) “wih ee (M) ὍΤΙ, . gr(P)— 0 
нижняя строка точна (n° 4, предложение 2), и поскольку gro(À) 
есть поле, точной является и верхняя строка. При этом гомо- 
морфизм gr(j) инъективен (n°4, предложение 2), так что OTO- 


бражение gro(j) инъективно. Первая часть рассуждений, при- 
мененная к гомоморфизму |, показывает, что отображение у», 


биективно; так как по условию биективно и ум, то получается, 
что гомоморфизм yp биективен (гл. 1, § 1, n° 4, следствие 2 пред- 
ложения 2). 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ. Если в условиях предложения 9 дополнительно 
предположить, что модуль N отделим относительно ш-адической 
фильтрации, το гомоморфизм и будет инъективным. 


В самом деле, это вытекает из того, что инъективен гомомор- 
физм gr(u) (следствие | теоремы 1). 


* Замечание. Предположим, что выполнены условия пред- 
ложения 9 и, кроме них, еще одно из следующих: 

1° идеал M нильпотентен; 

2° кольцо А нётерово и модуль Р идеально отделим (ср. 
§ 5, n° 1); 
тогда модуль Р является плоским А-модулем. Действительно, 
это следует из того, что отображение yp биективно и из тео- 
ремы | (iv) 8 5, n° 2, ибо А/м — поле... | 


9. Подъем семейств элементов ассоциированного 
градуированного модуля 


Пусть А — фильтрованное коммутативное кольцо, les 
его фильтрация и С — такое подкольцо в Ао, что СГА, = {0}. 
Тогда ограничение на кольцо С канонического отображения 
Ay — Ao/A; = gro(A) инъективно, что позволяет отождествить С 
с некоторым подкольцом в Qfo(A); обычно мы будем в подоб- 
ных случаях осуществлять это отождествление. Если A; 5Ε Ag 
и если К — некоторое подполе в Ао, то КПА, = {0}, так как 
КПА, есть идеал в К, не содержащий 1; следовательно, можно 
отождествить К C HEKOTOPEIM подполем в gro(À). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть А — фильтрованное коммутативное 
кольцо, (An)— его фильтрация; предположим, что существует 


> ee re 1 DRE ee ‘ee. Nae 2% =)” 2 > 
oe à BE ek ; es ve И БЕ ARTS LE = Е 

В CET ᾿ I $ ; Я < BET 

>= - pr “< a + m. 


BER 
+ 
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такое подкольцо С в Ao, что С ПА, = {0}, и отождествим С с co- 
ответствующим подкольцом 8 gro(A). Пусть (x;), <1<а”` KOHeU- 
ное семейство элементов кольца А. Предположим, что x: Е An, 
для | <i<g, и пусть ЕЁ; — класс элемента X; в Ти, (A) для lS 
SIS 4. 

(1) Если семейство (Е;)элементов кольца gr(A) алгебраиче- 
ски свободно над кольцом С, то семейство (x;) также алгебраи-` 
чески свободно над С. 

(1) Если фильтрация кольца А является исчерпывающей и 
дискретной и если (&)— система образующих С-алгебры gr(A), 
то семейство (х;) представляет собой систему образующих 
С-алгебры А. 


Пусть А’— алгебра многочленов C[X, ..., Χαὶ над С; снаб- 


ы : о 74 : 4 
mum алгебру А’ градуировкой (A,) типа Z, в которой А» яв- 
ляется множеством G- er комбинаций  OJHOUJIEHOB 


Хх... x8, для которых > n,s(i)=n. Пусть u—romomop- 


физм f—f(x1, ..., Χα) C- en A’ sp С-алгебру A; no опреде- 
лению и(А,) < À, для любого пе, так что гомоморфизм и 


согласован с фильтрациями (кольцо A’ предполагается снаб- 
женным структурой фильтрованного кольца, ассоциированной 
со структурой градуированного кольца, ср. п” 1, пример 1). 
Pere: уверенны (i) означает, что. гомоморфизм о. 
от (и): A’ = gr(A’)— gr(A) инъективен; так как фильтрация 
кольца ey является исчерпывающей и отделимой, ΤΟ можно, 
воспользовавшись следствием | теоремы 1 n° 8, увидеть, что 
отображение и инъективно; этим доказано (!). Аналогично, 
условие утверждения (ii) на элементы (&;) означает, что OTO- 
бражение gr(u) сюръективно. Поскольку кольцо A’ дискретно 
и его фильтрация исчерпывающая, мы можем применить след- 
ствие 2 теоремы | n° 8 и убедиться, что гомоморфизм и сюръ: 
ективен. Это доказывает (ii). 


ПредложениЕ 11. Пусть А — фильтрованное коммиутативное 
кольцо, отделимое -и полное, а С — такое подкольцо в Ao, что 
СПА, = {0}; пусть (x;), <icg— Такое ‘конечное семейство эле- 
ментов кольца À, что хе Αι, при п: > 0 для | <1< д; пусть 
£; — класс элемента X; в группе βτη,(4) для 1 <i<g. 


(1) Существует, и притом единственный, С-гомоморфизм υ 
алгебры формальных степенных рядов А” = С[Хь, ..., Ха] в 
кольцо А, при котором υ(Χι) = x; для 1 Li< 4. 

FH ΠΗ Если семейство (ἕξι) алгебраически свободно над коль- 
"ολ С, то`гомоморфизм υ инъективен. 


“ 
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(11) Если фильтрация кольца А является исчерпывающей и 
если семейство (E;) представляет собой систему образующих 
С-алгебры gr (À), то гомоморфизм υ сюрзективен. 


q q 
Так как п; > 1 для всякого i, το У» ns (i)> >) s(i) для вся- 
i=] i=] 


q 
кого одночлена XP")... Х5® и, с другой стороны, У n,s(i)< 
iz 


q 
Г: > $, если г — наибольшее среди чисел п;. Если обозна- 
i=! | 
и 
чить через Ay, множество формальных степенных рядов, нену- 


9 
левые члены as Xi)... Х9 которых таковы, что 2 ns(i)>n, 
=1 
то из следствия предложения 6 n° 6 вытекает, что кольцо A” 
отделимо и полно относительно исчерпывающей фильтрации 
(A, и, кроме того, оттуда же вытекает, что кольцо 
А’ = С Хь, ..., Χα] плотно в A”; с другой стороны, гомомор- 
физм и, определенный в доказательстве предложения 10, непре- 
рывен на А’, и, следовательно, он продолжается единственным 
образом до непрерывного гомоморфизма о: А” -» À, так как А 
отделимо и полно (Общая топология, 1969, гл. III, 8 3, n° 8, 
предложение 5); этим доказано (i). Кроме того, имеют место 
равенства от(А”) = эг(А’) и gr(v)= gr(u); следовательно, (ii) 
и (iii) вытекают соответственно из следствий | и 2 теоремы | 
n° 8 с учетом условий, налагаемых на А. 


Иногда утверждение (ii) (соответственно (iii)) выражают, говоря, 
что семейство (X;) формально свободно над кольцом С (соответственно 
представляет собой формальную систему образующих кольца А). 


ΠΡΕΠΠΟΊΚΕΗΗΕ 12. Пусть À — фильтрованное кольцо, Е — не- 
который фильтрованный А-модуль, (An) и (En)—- фильтрации 
кольца А и модуля Е соответственно. Предположим, что А: пол- 
но, а фильтрация (E,) исчерпывающая u отделимая. Пусть 
(X;) , -‚— какое-нибудь конечное семейство элементов модуля Ε, 


и для каждого i= I пусть п (1) обозначает такое целое число, 
{ΤΟ ДЕ En), ПУСТЬ, Наконец, ξι — класс элемента х; в ог, (Е). 
Тогда если (&;)— система образующих сот(А)-модуля στ(Ε), то 


- (х;) — система образующих А-модуля Е. 


В А-модуле [= Αἱ обозначим через La множество таких 
(αι), что Ay Ап для iE [; если р и 9 — наименьшее и наи- 
большее среди чисел п(1), то ee Ligh Ages, и топология, 
определенная на [ фильтрацией (Ly), совпадает с топологией 


In «ο. μα и. ae he 
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произведения. Следовательно, L является полным фильтрован- 
ным А-модулем. Так как 2, — свободный модуль, то существует 
некоторое А-линейное отображение п: L>E, такое, что 


== >, d;X;, и, очевидно, OHO согласовано с фильтра- 
ie] ‘ ’ 


циями; мы должны доказать, что и — сюръективное отображе- 
ние, а для этого достаточно, в силу следствия 2 теоремы 1 n° 8, 
‚ доказать, что гомоморфизм gr(u): gr(L)— στ(Ε) сюръективен, 
т. €. что для всякого x E E„ существует такое семейство (а;), 
что dj = А, при всех il x= 2 ах; (mod E,.,). Пусть 


Е — класс элемента X в ог, (Ё); так Kak ER, Е; порождая 

от(А)-модуль gr(E), то существуют такие a; =gr(A), что 

= = Хоа, и можно предполагать, что GE θτη.η“)(Α) (при 
ie] 

необходимости надо заменить элементы X; их однородными 

компонентами степени п — п (Г). Тогда a; есть образ элемента 

a; Е An-nç)y и семейство (a;) обладает требуемым свойством. 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ 1. Пусть А — полное фильтрованное кольцо и E — 
фильтрованный А-модуль, фильтрация которого исчерпываю- 
was и отделимая. Если gr(E) является от(А)-модулем конеч- 
ного типа (соответственно нётеровым), то и Е является А-мо- 
дулем конечного типа (соответственно нётеровым). 


Если модуль gr(E) имеет конечный тип, TO он обладает ко- 
нечной системой однородных образующих, и предложение 12 
показывает, что Е — модуль конечного типа. Теперь предполо- 
жим, что модуль gr(E) нётеров, и пусть F — какой-нибудь под- 
модуль в Е. Фильтрация, индуцированная на Е фильтрацией 
модуля E, является исчерпывающей и отделимой, так что gr(F) 
отождествляется с некоторым gr (À)- -подмодулем в gr(E) (n° 4, 
предложение 2); следовательно, этот последний, согласно усло- 
вию, имеет конечный тип. Отсюда получается, что F есть А-мо- 
дуль конечного типа; следовательно, модуль E нётеров. 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ 9. Пусть А — полное u отделимое фильтрованное 
кольцо с исчерпывающей фильтрацией. Если кольцо gr(A) né- 
терово слева, то нётеровым слева будет и кольцо А. 


Достаточно применить следствие | к случаю E = A). 


СледствиЕ 3. Пусть А — полное фильтрованное кольцо, 
(А„)— его фильтрация, Е — отделимый фильтрованный А-мо- 
дуль, (En ) — его. фильтрация и F— некоторый подмодуль ко- 
нечного типа в Е; предположим, что А = À u Eo=E. 

(i) Ecau для всякого kZ O0 имеет место равенство E, = 
== Вы + A,F, to EF =. 
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(1) Если дополнительно предположить, что фильтрация Mo- 
дуля Е порождена фильтрацией на А (n° 1, пример 2), το из 
соотношения E = Е, + F следует равенство F =Е 


Пусть &;, (1 <i<n)— классы mod Ει некоторой конечной си- 
стемы образующих подмодуля Р. Из сделанного предположения 
следует, что для всякого к 220 любой элемент из ог» (Ё) πρεπ- 


ставляется в виде Sat, где a;@gr(A); следовательно, 
1=1 


классы & порождают эт(А)-модуль gr(E), что и доказывает 
утверждение (1), в силу предложения 12. Если фильтрация 
модуля Е порождена фильтрацией кольца À, то из соотноше- 
ния Е =Ё, + Е следуют равенства Е» = Зы A,Eı + ΑµΕ = 
= А, А.Е + Ay FC АЕ + AnF = Engi + АР CE», откуда полу- 
чается (ii). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть А — некоторое кольцо, м — двусто- 
ронний идеал в нем, содержащийся в радикале кольца А, и Е— 
некоторый А-модуль. Наделим кольцо А и модуль Е ш-адиче- 
скими фильтрациями (n° 1, пример 3). Предположим, что вы- 
полнено одно из следующих условий: 

а) Е является А-модулем конечного типа и кольцо А οτ- 
делимо; 

6) идеал ш нильпотентен. 

Для того чтобы модуль Е был свободен над кольцом А, не- 
обходимо и достаточно, чтобы E/mE был свободным (A/m) - -MO- 
дулем, а модуль Е удовлетворял условию (GR) (n° 8). 


Если Е — свободный А-модуль и (e;) — базис модуля Ὁ, ΤῊ 
mE представляет собой прямую сумму подмодулей m’e, Mo- 
дуля E при 20 (Algebre, chap. Il, 95 -ἐά., $ 3, n° 7, remarque); 
следовательно, mrE/mr+!E отождествляется с прямой суммой Mo- 
дулей mre,/mitie, (Algébre, chap. II, 95ἐά., $ 1, n° 6, proposi- 
tion 7). Отсюда прежде всего выводится (для À = 0), что классы 
1 © e, элементов €, в фактормодуле E/mE = (A/m) ® АЕ образуют 
базис (А/м)-модуля E/mE, а также что каноническое отображение 


(m?/m?+!) & ,(E/mE) > m?E/m®+!E 


биективно для k Z 0; следовательно, биективно и отображение 
Ye. Следует обратить внимание на то, что в этой части до- 
казательства не использовались ни условие а), ни условие 6). 

Обратно, предположим, что выполнены условия, указанные 
в формулировке, и пусть (х,)_,— семейство элементов MO- 
дуля Е, классы которых πιο“ ΠΕ dee nn (А/м)-модуля 
E/mE; пусть L— свободный А-модуль (key его кано- 
нический базис и и: L—E — такое πας отображение, 
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что u(f,)=x, для каждого v—/. Из сделанных предположений 
следует, что отображение и сюръективно (гл. П, $ 3, n° 2, след- 
ствие | предложения 4), так что остается доказать, что и HH'E- 
ективно. Но каждое из условий а), 6) влечет за собой отде- 
лимость кольца А; следовательно, отделим и модуль L, снаб- 
женный Ш-адической ‘фильтрацией, так как mel = (m) 
(Algébre, chap. II, Зе е4., $ 3, n° 7, Remarque); кроме того, мо- 
дуль gr(L) отождествляется с gr(A) @,,,,(L/mL) в силу первой 


части доказательства. Гомоморфизм И согласован с фильтра- 


циями и можно записать, что ΟἹ (ει) = γε οὔ, где и — биективное 
отображение из gr(L) на gr (À) ® „„ (E/ME), переводящее класс 
f, modmM в элемент 1@%,, где x, — класс modmE элемента x,. 
Следовательно, из предположения получается, что гомоморфизм 
gr(U) инъективен и доказательство завершается с помощью 
следствия | теоремы 1 n° 8. 


10. Приложение: примеры нётеровых колец 


JIEMMA 1. Пусть А — градуированное кольцо типа Z, epadyu- 
ровка (An) которого обладает тем свойством, что An = 0 для лю- 


бого п < 0 или An = 0 для любого п > 0. Пусть М — градуиро- 


ванный А-модуль типа Z. Для того чтобы М был нётеровым 
АД-модулем, необходимо и достаточно, чтобы всякий градуирован- 
ный подмодуль в М был конечного типа. 


Поскольку отображение n——n является автоморфизмом 
группы Z, то можно ограничиться случаем A, =0 для п> 0. 
Обозначим через A’ и М’ соответственно кольцо А и модуль M, 
наделенные фильтрациями, ассоциированными с их градуиров- 
ками (n° 1, пример 1); эти фильтрации являются исчерпываю- 
щими и отделимыми. Предположение, сделанное относительно 
кольца À, означает, что кольцо А’ дискретно, а потому полно. 
Если Е — некоторый А-подмодуль в М, то фильтрованный 
А’”-модуль Е’, который получается, если снабдить Е индуциро- 
ванной фильтрацией, отделим и его фильтрация является исчер- 
пывающей; с другой стороны, gr(E’) отождествляется C HEKOTO- 
рым градуированным А-подмодулем модуля М = ог(М’), так 
что этот модуль имеет конечный тип по условию. Остальное 
вытекает, таким образом, из следствия | предложения 12 n° 3. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть А — градуированное кольцо типа N, М — 
некоторый градуированный А-модуль типа N u (An), (Mn)— 
соответствующие их градуировки. Предположим, что существует 
такой элемент ае>А,, что An = Аа" и M, = а"Мо для всякого 
п>0. Toeda если М,—нётеров Ад-модуль, то М — нётеров 
А-модуль. | | = 


а 


τα 27 


ART PUR 7 Lo MS FE > ET Tu ere CUS ee ap ena Eee ag + 
Ce Se FREE. У AE 
SR Ἔκ; > £ = + = Dr ΕΝ а 
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B силу леммы 1, достаточно доказать, что любой градуиро- 
ванный подмодуль Ν модуля М имеет конечный тип. Для вся- 
кого г 0 пусть М, = МИМ,, и пусть Г, — множество тех эле- 
ментов M ΕΞ Mo, для которых am ΕΞ М,. Так как A, C А, = Αρα’, 
то a’AoL, € Apa’L, € АоМ, < N,; следовательно, множества L, 
представляют собой Ао-подмодули модуля Мо; кроме того, 

aN, = МПамМ, = МПМ, = Neo, 
так что последовательность ([,), >, возрастающая. Из условия 
следует, что существует такое целое п 270, что L,=L, для 
Ύλη. Пусть для каждого r<n через (m,, dre s<h, обозначена 
система образующих Ао-модуля L,. Мы сейчас докажем, что 
элементы d'Mr,s для 1<s<k,, OLr<LN составляют систему 


образующих А- -модуля N. Так как М, = а"Мо для всякого г, 
то N, = a'L, для всякого г, согласно определению множества L,. 


Следовательно, для r LN 
k, 


k 
T 
г 
$=1| 


$=1 
в 


а для r>n 
Rn Rn Rn - 


N, τΗ a'L, ae > а’ AM, s— 2 Aya'm,, $5 = Σ Ayar=r (a"m,, з). 
$=1 s=] 


. $=1 
Доказательство закончено (ср. упражнение 10). 


- Следствие | (теорема Гильберта). Для всякого нётерова 
коммиутативного кольца С кольцо многочленов C|X] нётерово : 
(ср. упражнение 10). 

СЛЕДСТВИЕ 2. Для всякого нётерова коммутативного коль- 
ца С u 1л10б0го целого числа п>0 кольцо многочленов 
Ο[Χι, ..., Xn] нётерово. 

Это получается из следствия | индукцией по A. 


СлЕдствИЕ 3. Если С — нётерово коммутативное кольцо, то 
всякая коммутативная С-алгебра конечного типа является 


нётеровым кольцом. 

В самом деле; такая алгебра изоморфна факторалгебре 
алгебры многочленов C[X1, ..., Xn] (§ 1, n°-1). 

Следствие 4. Пусть А — градуированное коммиутативное 
кольцо типа М, и пусть (А„)— его градуировка. Для того чтобы 


кольцо А было нётеровым, необходимо и достаточно, чтобы 
было нётеровым KOA) Ао и чтобы A было Аз-алгеброй конеч- 


Gee типа. 
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Условие достаточно в силу следствия 3. Обратно, предполо- 
жим, что кольцо А нётерово; прямая сумма m= D, A, яв- 


tea 
ляющаяся идеалом в A, имеет, следовательно, конечный тип. 
По этой причине А есть Ао-алгебра конечного типа ($ 1, n° 2, 
следствие предложения 1). С другой стороны, кольцо Ao, изо- 


морфное факторкольцу A/m, нётерово. 


СлЕдствиЕ 5. Пусть А — коммутативное кольцо и ш— такой 
идеал в нем, что факторкольцо A/m нётерово, м/м? есть (A/m) -mo- 
дуль конечного типа, а само кольцо А полно и отделимо в т-ади- 
ческой топологии. Тогда кольца gr(A) и А нётеровы. 


Действительно, gr(A) является (А/м)-алгеброй, порожден- 
ной группой м/и? (n° 3, пример 3) и, следовательно, кольцо 
от(А) нётерово в силу следствия 3. Отсюда получается, что 
нётерово и само кольцо А (n° 9, следствие 2 предложения 12). 


СЛЕДСТВИЕ 6. Для любого нётерова коммиутативного коль- 
ца С u любого целого числа п>0 кольцо формальных рядов 
Су, ..., Xn]] нётерово. 


Это вытекает из следствия 5 и из следствия предложения 6 
n° 5, так как если м — идеал кольца А = C[[X1, ..., Xn]], обра- 
зованный формальными рядами без свободного члена, то фак- 
торкольцо A/m изоморфно кольцу С и факторгруппа м/м? изо- 
морфна С-модулю С”. 


Замечания. 1) Следствия 2, 3 и 6 применимы, в част- 
ности, к случаю, когда С — поле. 


*2) Пусть $8 — алгебра Ли над нётеровым коммутативным коль- 
цом С, и предположим, что 8 является С-модулем конечного типа. На- 
делим обертывающую алгебру И алгебры Ли 8 возрастающей фильтра- 
цией (U„), определенной в примере 4 из n° 3. В соответствующей 
топологии алгебра U дискретна, а потому отделима и полна. Ассоции- 
рованное градуированное кольцо gr(U) представляет собой С-алгебру 
конечного типа, так как является факторалгеброй симметрической 
алгебры $ (8); следовательно, gr(U)— нётерово кольцо (следствие 3) 
и мы получаем отсюда, что кольцо U нётерово слева и справа (n° 9, 
следствие 2 предложения 12). κα 


11. Полные m-aduueckue кольца и проективные пределы 


В n° 6 мы уже видели, что если А — коммутативное кольцо 
и М — такой идеал в нем, что А полно и отделимо в м-адической 
топологии, то топологическое кольцо А канонически отожде- 
ствляется с проективным пределом дискретных колец А; = A/mi+! 
‘(ie N), связанных каноническими отображениями Ajj: A/mitl= 


— A/mi+! (i<j); отметим, что отображения Ä;; сюръективны и 


N 
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что если п;; — ядро отображения h;;, то 
ae FN Mr AR QUE 2 _ i+1, 
M it = CM On Ts 
1 4 
в частности, (m)? — 0. Обратно, имеет место 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Пусть (A;,h;;)— проективная система ди- 
скретных коммутативных колец с множеством индексов М, и 
пусть (M;,u;;) — проективная система модулей над проективной 
системой колец (Αι, πι). Обозначим через п; ядро отображения 
ho;: А; —* А, и положим A=lim A, M=limM;. Допустим, что 

<- --- 

а) для всякого 1 = М отображение h;; тождественно πα. A, 
u для i<j отображения И; ; u и;; сюрзективны; | 

6) для i<j ядра отображений hi; и из; равны nit! и "М, 
соответственно. 


Тогда: 
(1) А является полным и отделимым топологическим коль- 


yom, М — полным и отделимым топологическим А-модулем u 
канонические отображения h;: А — Αι, u; MM, сюрзективны. 

(ii) Если Mo есть Аз-модуль конечного Tuna, то М является 
А-модулем конечного типа; более точно, любое конечное под- 
множество $. модуля М, для которого u9(S) порождает Mo, слу- 
жит системой образующих модуля М. 


Для доказательства утверждения пункта (1) достаточно вос- 
пользоваться результатами из Общей топологии, 1968, гл. II, 
$ 3, n° 5, следствие предложения 10 и следствие | теоремы 1. 


‚ Для всякого ie М положим my) = Ker (Ai), Nix: = Ker (ui); 
-. --] . i+l . it] 
тогда Mis =Ит Aj, 538 (0) = Ито и Niyi=limnieMi;x; πο- 
R>0 Er <. 


скольку отображения И; +, M и;., сюрьективны, то справедливы 
равенства 


(ΠΝ (m, ιν) He Wr; ΖΧ; (Ал) Ex ΠΗ ΤΙ, pe (16) 


Покажем, что m N, < М; +; при ial и 721, для чего доста- 
точно доказать, что U;4;-;(mM,;N;)=0, но группа u;,;_;(mN;)=— 
=Й; + 1-1 (nm); (МУ) равна né; (nf, M,,,_,)=0, так как для 
любого А > 0 ядро nit! отображения hy, равно 0. Аналогичным 
образом. проверяется, что mm, т;.;. Если для любого ἱ L 0 
положить M, = A 1 М, =М, το (m;),_, будет представлять со- 
бой фильтрацию в À, а (М№;),_,„-— фильтрацию в M, согласо- 
ванную с фильтрацией кольца А. Топологии на А и на М, оче- 
видно, совпадают с теми, которые определяются указанными 
фильтрациями. Учитывая это, рассмотрим такой идеал «a 
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кольца À, что Πι(α) = πι, и обозначим через М” подмодуль мо- 
дуля М, порожденный множеством $. Мы сейчас докажем, что 


N,=wWM’+N;;ı ДЛЯ i= 0. | (17) 


Положим а, =й, (а), М’ = и, (М’); достаточно показать, что 
u, (№,) - αἱ ΜΊ. Это верно, если ἱ--0, так как М =М и M=M, 
по условию. Если #21, то u,(N;)=nM, в силу соотноше- 


ния (16). Tak как отображение h,; сюръективно и Ay; = Йо h;, 
то отображение Aj; переводит ядро п; гомоморфизма hy; на 


— | - 
ядро и, гомоморфизма ho и u =Äı; (N). Теперь отметим, что 
hy; (а;) = A, (α) = и, = Ay, (и;), и, поскольку ядро гомоморфизма hy, 
равно Nj, имеют место соотнощения и; CA, + и ия, Cu, откуда 
er 2 Fuer Fins м 
и; =a, + у. Кроме Toro, u,, (Mj) = u (М”) = M, = u, (M,), и так как 
Ker (u,)=n,M, то М, = М, + и,М,. Отсюда получаем, что 
у pete Ni (М! 
ИМ, = (a, + (М; + п,М)}). 
Однако аи! +1-* crit! =0 для Oki, отсюда вытекает, 
НИ 
что и, (N )= "М, = Mj, а это доказывает (17). 
Кроме того, mı=Ar!'(m), откуда A CM, и, следовательно, 
ис mh M, так-что VN, ΠΛΗΝ, 
видно, что ш,М CN, в силу чего М; = п, М” + ΝΛ}. для всякого 


10; из следствия 3 предложения 12 в n°9 теперь вытекает, 


что М’ = M. Доказательство закончено. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Сохраняя обозначения и условия из предложе- 
ния 14, предположим дополнительно, что Мо является Ау-мо- 
дулем конечного типа и что п! является идеалом конечного 
типа кольца Αι. Пусть M, — ядро гомоморфизма ho; тогда топо- 
логии на кольце А и модуле М совпадают с ш!-адическими TO- 
пологиями на них. Более точно; для любого i Z 0 ядра гомо- 
морфизмов h; и и; равны mit! и mi+!M соответственно. Кроме 


того, m, /m? представляет собой А-модуль конечного типа. © 


Сохраним обозначения из доказательства предложения 14. 
Дополнительные условия позволяют в данном случае предпо- 
ложить, что а — идеал конечного типа. Пусть i > 0 — произволь- 
ное целое число; для любого | 20, в силу формулы (17), имеет 
место равенство Νε; =а/(®М) + М; ур Cm; (αἱ ΛΑ) + М, 1+ 
обратно, т; (а М) <= ши, М cm,,;M CN;4;, откуда 


М; + = mM; (aM) + №: + 1+1. 


Поскольку ийи М являются А-модулями конечного типа, то 
этим свойством обладает и модуль а! М. Применяя следствие 3 


С другой стороны, oue- 


~~. 
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предложения 12 n°9 к модулю N;, наделенному фильтрацией 
(Nij)jez Для которой М, = М, при j<Ou N;;=N;,; при j>0, 
получаем, что N,=aiM, откуда М, < ш!М. Но наряду с этим 
и Маш, Мо М,, так. что N= miM. Применительно к слу- 
чаю M,= Α,, u,,=h,, это дает равенство т, = m. Кроме того, 
m =a+m?, в силу равенства (17), а это доказывает последнее 
утверждение следствия. 


СлЕДСТВИЕ 2. В условиях следствия 1, для того чтобы коль- 
uo А было нётеровым, необходимо и достаточно, чтобы было 
нётеровым кольцо Ао. 

Это условие необходимо, так как Ap изоморфно фактор- 
кольцу кольца А; оно достаточно в силу следствия 5 теоремы 2 
из n° 10. 


12. Отделимое пополнение фильтрованного модуля 


Пусть G — фильтрованная группа, фильтрация (С„) которой 
образована нормальными подгруппами; мы уже напоминали 


о том, что (n° 6) отделимое пополнение G топологической груп- 
пы С канонически отождествляется с проективным пределом 
lim GIG, дискретных групп G/Gn, что канонический гомомор- 
физм à : G—G имеет в качестве образа отделимую группу, 


ассоциированную с группой С (всюду плотную в G), и что его 
ядро равно замыканию (1G, множества {0} в группе С. Отде- 


лимое пополнение С„ подгруппы G„ группы С отождествляется 


с замыканием множества i(G„) в группе G (Общая топология, 
1968, гл. II, $ 3, n° 9, следствие | ΠΡ ΠΙΔΟΜΕΉΚΗ 18), и так как 
группа G» замкнута в С, TO 


G„=i(G,)=i""(G,Ni(G)). (18) 


С другой стороны, группы Gr образуют фундаментальную 
систему окрестностей нуля в пополнении G (Общая топология, 
1969, гл. III, $ 3, n° 4, предложение 7) и, следовательно, яв- 
ляются открытыми нормальными подгруппами в G (Общая то- 
пология, 1969, гл. III, ἃ 2, n° 3, предложение 8); топология на G 
определяется фильтрацией (G,), всегда отделимой по onpenene- 
нию. Поскольку множество i(G) плотно в G, а G,, — открытое 
подмножество, TO 


G=i(G) - G, | (19) 


= " кт ne Tr EEE DEEE UC TEL AE RSR EEE ET QUE a ie NE ER νετ... СЕ aa 7 = πω wie a) Рф ne NE po 
ее PUS Er ee MN he 
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и, аналогичным образом, 
Gui = (Gr) : Gy. (20) 

Из соотношений (18) и (19) следует, что фильтрация (Gp) 
является | ‚исчерпывающей тогда и только тогда, когда исчер- 
пывающей является (On). Ἢ 

Вторая теорема об изоморфизме (Алгебра, гл. 1, n° 13, тео- 
рема 6r) и формулы (18), (19), (20) показывают, что канони- 
ческие гомоморфизмы 


ey aA pau ὃ; 0», G/G, >> GIG, (21) 
биективны, так что биективен И канонический гомоморфизм 
gr(G)— =г (С). (22) 


Пусть теперь А — фильтрованное кольцо, Е — фильтрован- 
ный А-модуль, (An) и (Е„)— фильтрации на А u на E соответ- 
ственно; мы будем считать, что эти фильтрации исчерпываю- 
щие, так что в соответствующих топологиях А — топологическое 
кольцо и Е — топологический А-модуль (n° 5, предложение 3). 
Тогда (Общая топология, 1969, гл. III, $ 6, n° 5, 6) А является © 
топологическим кольцом и Ё — топологическим А-модулем. Если 
i: A— А — канонический гомоморфизм, TO (А) (А) Ci(Amsn), 
откуда, в силу непрерывности произведения в A, получаем 
включение 

Ve, Ranke: em (23) 


поскольку An — замыкание множества 1(А„) в кольце A. Ана- 
логично показывается, что 
AmEn © Етч+и; (24) 
иначе говоря, имеет место 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 15. Пусть A— фильтрованное кольцо, E — 
фильтрованный А-модуль и соответствующие фильтрации (A), 


(Eh) кольца А и модуля Е исчерпывающие. Тогда (Απ) npeo- 
ставляет собой фильтрацию, согласованную со структурой 


кольца на À, u (En)— фильтрацию, согласованную со структу- 
рой модуля на Е над фильтрованным кольцом А. Кроме того, 
эти фильтрации являются исчерпывающими и определяют топо- 
логии на А и на Е соответственно. Наконец, канонические OTO- 
бражения οτ(Α)-»οτ(Α) и gr(E)— ог(Е) градуированных Z-mo- 
дулей представляют собой соответственно изоморфизмы epa- 
_дуированных колец u 'градуированных сг(А)-модулей. 

В дальнейшем мы будем обозначать через fx для любого 
равномерного пространства Х каноническое отображение из Х 
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в его отделимое пополнение Х, a через Хо = [x (À) — равномер- 
ное подпространство в Х, являющееся отделимым простран- 
ством, ассоциированным с Л. Напомним, что топология на Х 
является прообразом относительно ix топологии на Хо (Общая 
топология, 1968, гл. П, $ 3, n° 7, предложение 12). Напомним, 
также, что! для любого непрерывного равномерного отображе- 
ния |: Χ-»Υ через fs обозначается непрерывное равномерное 
отображение из X в У, такое, что [5 ojx =fyof (Tam же, пред- 
ложение 15); если Х — равномерное подпространство простран- 
ства У и |— каноническое вложение, TO À отождествляется 
с равномерным подпространством в У, а f—c каноническим 
вложением X B Ÿ (там же, n° 9, следствие | из предложения 18). 


ЛЕММА 2. Пусть Х sy >7— точная последовательность 
строгих морфизмов топологических групп (Algébre, chap. II, 
35 64., $ 1, n° 4, remarque). Предположим, что Χ, У, 2 обла- 
дают полными отделимыми пополнениями, а нейтральные эле- 
менты этих групп обладают Liver фундаментальными си- 


стемами окрестностей. Гогда x ->Y-1>Z — точная последова- 
тельность строгих морфизмов. 


Пусть N;, Nyg— ядра морфизмов [ и g соответственно. За- 


пишем 
Р=ВороЙ, 


где fi — каноническое отображение Х — X/N;, f> — изоморфизм 
из X/N; на Ng и [3 — каноническое вложение N,— Υ. Мы уже 


знаем, что fo— изоморфизм из (Х/М,)^ на Nz, и мы только 
что напоминали, что fs — инъективный строгий морфизм 
группы ΠΡ BY; если показать, что |, — сюръективный строгий 
морфизм, то отсюда будет следовать, что f — строгий морфизм 
(Общая топология, 1969, гл. ПТ, $ 2, n° 8, замечание 2). Пусть 
δι — каноническое отображение Y= Y/N: если показать, что 
δι является сюръективным строгим морфизмом с ядром М, то, 


подобно TOMY, как это было сделано выше, мы получим, что 8 
er собой строгий морфизм и что последовательность 


X +s ÿ #3 Z точна. Следовательно, остается доказать, что если 
Y = X/N (где М— некоторая нормальная подгруппа в À) и 
f: X — Ÿ — каноническое отображение, то | — сюръективный 
строгий морфизм с ядром Ν. 

Пусть. fo: Хо- Yo — отображение, совпадающее на Хо с f: 
так как jx (соответственно jy) есть сюръективный строгий MOP: 
физм из Х на Хо (соответственно из У на Yo), то i является 
сюръективным строгим морфизмом (Общая топология, 1969, 
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гл. Ш, $ 2, n° 8, замечание 3). Но Χο и Yo являются метризуе- 
_мыми пространствами (Topologie generale, chap. IX, 2° éd., $ 3, 
n° |, proposition 1); поэтому (см. Topologie génerale, chap. IX, 


26 ἐφ. $ 3, n° 1, cor. I de la proposition 4 et lemme I) ᾖ--] яв- 
ляется сюръективным строгим морфизмом и имеет в качестве 


ядра замыкание Ne X ядра No отображения Jo. Нам, таким 
образом, достаточно доказать, что №= À. Но №, очевидно, CO- 


держит No = jx(N); достаточно доказать, что № содержится 
в замыкании No Β Хо множества №. Ho | 


=. (№ = №) = κε x (м М.) 


представляет собой множество, открытое в Х и не пересекаю- 
щееся с N; поскольку отображение | является сюръективным 
строгим морфизмом, то У = F(U)— открытое множество в про- 
_странстве У, не пересекающееся с нейтральным элементом €’ 
топологической группы У, а потому не пересекающееся и с за- 
мыканием точки €’; следовательно, jy (V) не содержит нейтраль- 
ного элемента из Yo. Ho jy(V)=fo(Xo— №), в силу чего 
№ < No. Доказательство леммы 9 закончено. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 16. Пусть А — фильтрованное кольцо, (An)— 
его фильтрация, Е —некоторый А-модуль u (En) — фильтрация 
на Е, порожденная фильтрацией кольца А, т. ο. образованная 
подмодулями Е, =A,E. Предположим, что фильтрация (An) 
исчерпывающая и что Е — модуль конечного типа. Тогда если 


i: E>E — каноническое отображение, то для любого nez 
имеют место равенства | 


E,=A,E= А (Е)-и В = А. ЦЕ). (95) 
.B частности, Е является А-модулем конечного типа. 


Равенство A,E=E, в силу непрерывности внешнего закона 
А-модуля Ê влечет за собой, что A,E CE, и, очевидно, что 
А ES À ni(E). По условию, существует сюръективный гомомер- 
физм и: LE, где L= As и I — некоторое конечное множество. 
Наделим модуль L фильтрацией, равной произведению филь- 


1 
траций, т. €. образованной подмодулями La = Απ; эта фильтра- 
ция определяет. НЙ L топологию произведения. Re ee 


L=Alul,= À! (Общая топология, 1968, гл. If, § 3, n° 9, 


следствие 2 предложения 18). Пусть |: L — L — каноническое 
отображение и (е;), -‚—канонический базис свободного модуля Г. 


Для того чтобы некоторый элемент 2 a,j (e;) (в котором а; = А 


для любого ie 1) принадлежал = а, и достаточно, 
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чтобы а; = А, для Любого i; следовательно, L, = À, -/(L). 
Кроме Toro, по определению, u(L,)= A,E = Εῃ, так что и — стро- 
гий морфизм из Г на Е (Общая топология, 1969, гл. Ш, $ 2; 
n° 8, proposition 24). Лемма 2 теперь показывает, что à: L>E 
представляет собой сюръективный строгий морфизм. Так как 
р, — открытая подгруппа в L, то fi (L,) — открытая (а потому 
и замкнутая) подгруппа в Е; но a(L,)= À, à (j(L)) = А, i(E), 
и поскольку #(Е„) € A,i(E) <- А ni (Е), то, me. à i(E)c À, EcE: 
и, следовательно, E, = A,E = À,i(E). Положив п=0, мы полу- 
чаем вторую из формул (25). ο 

СЛЕДСТВИЕ 1. Если в условиях предложения 16 кольцо А 
полное, то полон и модуль Bs 

Действительно, так как каноническое отображение А-= ἃ 
в этой ситуации сюръективно (n° 6, предложение 5), то Ε = i(E) 
в силу соотношений (25) и доказательство завершается пред- 
ложением 5 n° 6. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть А — коммутативное кольцо, м — идеал: 
конечного типа в нем и А— отделимое пополнение кольца А 
относительно м-адической топологии. Тогда (m?) =(m)" = m” . Адля 
любого целого п > 0 и топология на А является ш-адической. 


Положим А» = m? — это идеал конечного типа в А. Фор- 
мула mPA,„ = mr+P показывает, что топология, индуцированная 
на A, ш-адической топологией, совпадает с м-адической топо- 
логией А-модуля A, (n° 1 пример 3). В силу предложения 16, 


примененного к случаю Е = А», получаем, что А, =АА,; дру- 


en 


гими словами, (m”) =щ”А. В частности, m=m- À, откуда 
(π)' =m". A= A.A, 


(ср. упражнение 12). 
Примеры отделимых пополнений фильтрованных колец. 
1) Пусть А — градуированное кольцо типа М, и пусть (A) сея 


его градуировка. Снабдим это кольцо ассоциированной ть 
рацией, являющейся отделимой и исчерпывающей (n° |, при- 
мер 1). Аддитивная группа А канонически отождествляется 
с подгруппой в В = II A,; если наделить группу В топологией, 
neN 
представляющей собой произведение дискретных топологий, ΤΟ 
топология, индуцированная на À, будет топологией, определен- 
ной фильтрацией на кольце А; кроме того, В представляет co- 


бой полную топологическую группу, в которой группа А плотно. 


(Общая топология, 1969, гл. Ш, $ 2, n° 9, предложение 25). 
Топологическая аддитивная группа В отождествляется, 


8 Н. Бурбаки 
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следовательно, с пополнением А отделимой аддитивной груп- 
пы А, и из предложения 15 следует, что она наделяется един- 
ственным образом структурой кольца, которое на самом деле и 
есть пополнение для топологического кольца А. Чтобы опреде- 
лить в этом кольце умножение, надо заметить, что если 
/ 
An= У À; то замыкание в В двустороннего идеала À, равно 
i>n 
множеству B, Tex x = (х;) © В, для которых x;=0 при i<n. 
Пусть теперь x = (х;), y = (у;) — два элемента из В и г = (2;)— 
их произведение. Для каждого п>0 имеют место сравнения 
= у” = y! = = ‘ 
x=x/ (mod B,) и y=y/ (mod Ba) где x” (x), у, (5), 
~ ; / / 
отсюда получается, что г==х’у’ (mod B,). Ho элементы X), и у’ 
принадлежат кольцу А и, следовательно, для каждого пе М 
имеем 


Zn — À Kıln-1. | (26) 


В частности, мы снова получили следствие предложения 6 
из n° 6: если С — коммутативное кольцо, то пополнение кольца 
многочленов C[X1, ..., X,], наделенного фильтрацией, ассоци- 
ированной с обычной градуировкой (по полной степени), кано- 
нически отождествляется с кольцом формальных степенных 
рядов C[[Xi, ..., Х,] (ср. Алгебра, гл. Υ, $ 5, n° 10). 

_ *2) Пусть К — полное нормированное поле. Пополнение 
кольца сходящихся рядов от г переменных над К канонически 
отождествляется с кольцом формальных рядов Κ]Χι, ..., Xr], 

3) Пусть © — какой-нибудь отличный от нуля и не являю- 
щийся обратимым элемент кольца главных идеалов А; 
(%)-адическая топология на А называется также и а-адической; 
эта топология отделима, так как пересечение идеалов (a”) 
равно нулю (Алгебра, гл. VII, $ 1, n° 3). Следует обратить вни- 
мание на то, что пополнение кольца А относительно этой топо- 
логии не обязательно является целостным (cp. n° 13, замеча- 
ние 3). Ассоциированное градуированное кольцо gr (À) = gr(À) 
канонически изоморфно кольцу (A/a)[X] (n° 3, пример 1). Когда 
А = 1, пополнение кольца Z относительно п-адической тополо- 
гии (n > 1) обозначается через Ζη и его элементы называются 
целыми п-адическими числами. 


Каждый элемент факторкольца Z/n®Z обладает единственным 
k—1 


представителем вида У) аи’, где 0<а, <п-—1 для любого i; кроме 

1—0 

того, канонический образ этого представителя в кольце 27/1717 
k—2 


является классом элемента ο) an’. Эти замечания, а также TOT факт, 
i=0 


EEE LD PNR RENE CE nt ES Sr κα χες, seen hs pies oe 7 
= a ei: VE ES 
м % 
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что кольцо Zn отождествляется каноническим образом с проективным 
пределом lim Z/n®Z, показывают, что любой элемент из Zn может 
<— 
2 co 


быть записан единственным образом в виде > an’, где Оз а, <n 
i=0 | 
и, обратно, любой такой ряд сходится в Zn. 


13. Отделимое пополнение полулокального кольца 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 17. Пусть А — коммутативное кольцо и 
(Mi; некоторое семейство идеалов в нем, отличных от А 


и таких, что M, и My взаимно просты при Au. Для любого 
семейства $ = ($ (A) he г целых чисел Z 0 с конечным носителем 


положим 5 ms) (что равно произведению идеалов ms À) 
| 

для Tex λ, для которых $(^.) = 0; ср. ra. II, $ 1, n° 2, предло- 

жения Зи 5). Идеалы а; образуют фундаментальную систему 

окрестностей нуля в некоторой топологии 9, согласованной со 


структурой кольца А; пусть А — отделимое пополнение KOAb- 
ца À в этой топологии. С другой стороны, для любого KEL 
пусть A, обозначает кольцо À, наделенное m,-aduueckoü топо- 
логией, и пусть А, — соответствующее отделимое пополнение. 


Если обозначить через и: A> || A, диагональный гомомор- 
ASL 
‘физм, то U—Henpepolenoe отображение` и соответствующий го- 


моморфизм 2 > < 
A => | II A) qu II À; 
AGL AGL 


(Общая топология, 1969, гл. Ш, $ 6, n° 5, и Общая топология, 
_ 1968, гл. II, $ 3, n° 9, следствие 2 из предложения 18) является 
изоморфизмом топологических колец. 


Первое утверждение следует из примера 3 в Общей топо- 


. логии, 1969, гл. III, 8 6, n° 3. Положим В = I] A,; поскольку 
AGL 
топология кольца А тоньше любой из ш)-адических топологий, 
то отображения рг»ои непрерывны, а потому непрерывно и и. 
Кроме того, u(a,) представляет. собой пересечение диагонали А 


кольца В и множества N pry (15), являющегося открытым 
NEL 


в В. Отсюда следует, что и— строгий морфизм аддитивной 
группы А в группу В с образом, равным Δ. Но множество А 
плотно в В. В самом деле, пусть 6 =(a,), =, — некоторый эле- 


‘мент из В; любая окрестность элемента 6 в кольце В содержит 
множество вида b + И, где У = N pr; (m} ®) при некотором 
NEL | 


8 * 
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ςεμεῆςτβε:δ-- (s(X)), —, целых чисел > 0 с конечным носителем. 
Поскольку идеалы ms) попарно взаимно просты (гл. II, $ 1, 


n° 2, предложение 3), существует такой элемент ΧΕΞΑ͂, что 
x = à, (mod m$®) при любом À (loc. cit, предложение 5); сле- 


довательно, (6 +У)ПА-=Я. Отделимое пополнение группы 
В/А равно, таким образом, нулю. Применяя лемму 2 n° 12 


к точным последовательностям 0 —> д—>В; A—> В — В/А, МЫ 
видим, что U является изоморфизмом из А на В. 


СЛЕДСТВИЕ. Пусть А — некоторое кольцо главных идеалов 
и Р — система представителей экстремальных элементов коль- 
ца А (Алгебра, гл. УП, $ 1, n° 3). Топология на À, при которой 
отличные от нуля идеалы образуют фундаментальную систему 
окрестностей нуля и которая согласована со структурой коль- 
ца A, отделима и пополнение кольца A, наделенное этой. топо- 
логией, канонически изоморфно произведению пополнений коль- 
ца А относительно п-адических топологий, где п пробегает си- 
стему P. 


Действительно, главные идеалы (x), где леР, являются 
максимальными и попарно различными, а потому взаимно про- 
стыми. Уже мы видели (n° 12, пример 3), что л-адические то- 
пологии отделимы; следовательно, отделимой является и та 
топология, которая была определена в формулировке предло- 
жения 17 и которая является болев тонкой, чем любая л-ади- 
ческая топология. 

Когда следствие предложения 17 применяют к случаю А = Z, 
то пополнение кольца Z относительно топологии, в которой 
отличные от нуля идеалы образуют фундаментальную систему 


окрестностей нуля, обозначают через 1; это кольцо изоморфно 


произведению ll Zp колец целых р-адических чисел (здесь Р \ 
рер 
является множеством простых чисел). 
Замечания. 1) Очевидно, что в условиях предложения 17 
топология Я является верхней границей ш.-адических тополо- 
гий на А. 


2) Любой замкнутый идеал а кольца II À, совпадает 
NEL 


ς произведением своих проекций а, = Pra(a), представляющих 
собой замкнутые идеалы колец Αλ; действительно, А» можно 
канонически отождествить с некоторым замкнутым идеалом. 


Ал в ПА, а а) — с идеалом an Αλ (Алгебра, гл. I, $ 8, n° 10, 
À 
предложение 6). Сумма идеалов A, плотна в произведении. II, 
À 


(Общая топология, 1969, гл. Ш, 8 2, n° 9, предложение 25), а это 
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дд 


последнее замкнуто в it A,, откуда и следует наше утвер- 
ASL 
ждение. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 18. — Пусть А — коммутативное кольцо, 
AM) re «— Конечное семейство различных максимальных идеа- 
Арте” ae 


лов из А, т— произведение идеалов шим... ша =m | м [... 


q 
Omg и $ — мультипликативная система N) (А — м;). Наделим 
i=! 
кольцо А т-адической топологией, кольцо В = $-'А снабдим 
тВ-адической топологией, а на каждом из локальных колец 
An, введем (ти Am) ‘адическую топологию. 
Пусть и: AB, 9: B> An m, — Канонические гомоморфизмы 


(гл. 11, ὃ к. n° 1|,следствие 2 предложения2) и U — гомоморфизм 


(2) в» Am,. Тогда гомоморфизмы и и v непрерывны, а CO- 
i=] 


ответствующие гомоморфизмы й: AsB uit BS II An, 
i=] 

представляют собой изоморфизмы топологических колец. 

_ Имеем шП $ = @ для 13150; следовательно, идеал 

m; = m,B кольца В максимален τ II, $ 2, n° 5, предложение 11) 


и справедливо равенство 
B=mNmN... Nm 


9 
(гл. II, $ 2, n° 4). Наконец, B = À, с точностью до канони- 
ce : 


к. 
ческого изоморфизма (гл. II, $ 2, n° 5, предложение 11). Так 
как #1 (В) =тино; ' (м, Ан )5тВ, то гомоморфизмы и и оне- 
ran. Следовательно достаточно доказать, что если 


~ 


w=vou: ses Am, TO © является изоморфизмом кольца А 
i=1 


на кольцо IL Ax, ибо этот результат применительно к В и 
=| . 


A 


идеалам M; покажет, что 9, а следовательно-и À — изоморфиз- 


bl. Заметим, что любое произведение степеней идеалов M; со- 
держит некоторую степень идеала 1, так что 1-адическая топо- 
логия представляет собой верхнюю границу №:;-адических топо- 
логий. Кроме того, если А; я кольцо À, наделенное 


ш:-адической топологией, и ф: А-П A, — диагональное ото- 


Ч κ. à 
‘бражение, то ф: А > А; есть изоморфизм (предложение 17). 
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Остается, таким образом, доказать, что если из: А; — An, — 


каноническое отображение, то й;: А; > Am, — изоморфизм. 
Но для всякого n отображение 


. п i n 
получаемое из и; при переходе к факторкольцам, является изо- 
морфизмом (гл. II, $ 3, n° 3, предложение 9). Наше утвержде- 
ние следует теперь из того, что А; (соответственно Аш,) есть 
проективный предел дискретных колец A/m? (соответственно. 


Аш, /mAm,) (ср. n° 6). 


Замечание 3). Мы, таким образом, видим, что для це- 


JIOCTHOTO кольца Д его отделимое пополнение А может содер- 
жать ненулевые делители нуля. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 19. Пусть А — коммутативное кольцо и m— 
некоторый максимальный идеал в нем. Тогда отделимое попол- 


нение А кольца А относительно щ-адической топологии является 
локальным кольцом, максимальный идеал которого равен M. 


Если a= N) m*, то А представляет собой пополнение отде- 
k>1 | 

лимого кольца A/a, ассоциированного с A, и так Kak m/a — мак- 

симальный идеал в кольце А/а, то можно предположить, что’ 

_ кольцо А отделимо относительно М-адической топологии. Так как 


кольца A/m и Ат изоморфны (n° 12, формула (21)), то идеал m 
кольца А максимален. Поскольку топология на А определяется 


фильтрацией (mr) ” (n° 12), предложение является следствием: 
такой леммы: 


ЛЕММА 3. Пусть А — полное и отделимое топологическое 
кольцо, в котором существует фундаментальная система © окре- 
стностей нуля, аа аддитивными подгруппами 
группы А. 

(i) для любого элемента x G&A, удовлетворяющего условию 


lim x"=0, элемент 1 — x обратим в А и обратный к нему 


n> о 
co 


элемент равен >, x”. 
n=0 
(ii) Пусть а — такой двусторонний идеал в A, что lim x” = 0 
: n > 00 
для любого хеа. Для того чтобы некоторый элемент у коль- 
ца А был обратим, необходимо и достаточно, чтобы его класс 
moda был обратим в кольцо A/a. В частности, идеал a codep- 
жится в радикале кольца À. | 
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(1) Так как 
(1— x)(L+ x +... ΓΑ) =(Ltx4 ... +) (-х) =, 


TO утверждение сводится к доказательству того, что ряд с οὔ- 
яцим членом х” сходится в кольце А. Но по условию для лю- 
бой окрестности У ='© нуля в кольце А существует такое целое 
число р > 0, что x" = V при пр. Отсюда мы заключаем, что 
ХР + хРН +...-+ л9еЕУ при любом 9 2р и наше утверждение 
следует, таким образом, из критерия Коши (Общая топология, 
1969, гл. III, § 5, n° 2, теорема 1). 

(ii) Предположим, что существует такой элемент у’ & A, что 
yy’ =1(moda) и y’y =1(moda). Из условия, налагаемого на 
идеал а, в силу (i) вытекает, что элементы уу’ и Y’y обратимы 
в À, так что элемент у в кольце А обратим. В частности, при 
любом хеа элемент | — х обратим в А, и так как а— дву- 
сторонний идеал кольца А, то он содержится в радикале этого 
кольца (Алгебра, гл. VIII, N 6, n° 3, теорема 1). 

После того как эта лемма доказана, достаточно применить 


ее. К топологическому KOJIbBILY A и идеалу м, так как для вся- 


кого хе M справедливы включения х” = (м)” C(m”)~ и, значит, 
последовательность (х”) сходится к 0. 


Если положить А = Z, то любой максимальный идеал.в Z имеет вид 
ΡΖ, где р — простое число. Следовательно, кольцо р-адических чисел Др 
является локальным, а PZp представляет собой максимальный идеал в 
нем (следствие 2 предложения 16); поле вычетов этого локального КОЛЬ-. 
ца изоморфно Z/pZ =F yp, и кольцо Zp), наделенное рЁ‹р)-адической то- 
пологией, отождествляется с топологическим подкольцом в Zp, содер- 
жащим кольцо Ζ. | 


Следствие. Пусть А — полулокальное кольцо (гл. II, 8 3, 
n° 5), M -- его различные максимальные идеалы (1 <i<q) 
= ПП... Am, 


его радикал. Тогда отделимое пополнение А кольца А относи- 
тельно 1-адической топологии является ная кольцом, 


канонически изоморфным произведению ПА. , где An, — 10- 
; i=] 
кальное кольцо, являющееся отделимым пополнением локаль- 


ного кольца Am, относительно (m; Am,)- -адической топологии. 


Упражнения 


1) Пусть К — поле, А — кольцо многочленов K[X, У] от двух переменных 
и а, —главный идеал (ХУ”) в A; последовательность (a:),=—, вместе с 
M1 = А образует исчерпывающую и отделимую фильтрацию на А. Пусть db — 
главный идеал (Х) кольца А. Показать, что топология на идеале В, индуци- 


? 
< 
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рованная топологией кольца А, строго грубее топологии, определенной на этом 
же идеале фильтрацией, порожденной фильтрацией кольца А (и, тем более, 


эта последняя фильтрация отличается от фильтрации, индуцированной фильт-‘ 


рацией кольца À). 

2) Пусть К — поле характеристики #2 и А — кольцо К [[Х, У] формаль- 
ных рядов от двух переменных. 

а) Показать, что в кольце А главный идеал » = (Х? — УЗ) прост. (Если 
произведение [(Х, Y)g(X, У) двух формальных рядов делится на Х? — У3, To 
надо прежде всего заметить, что | (1%, Г?) = 0 или & (Т3, Τ2) = 0 в кольце фор- 
мальных рядов К [[Т]]; предполагая, например, что [(ТЗ, Τ2) = 0, показать сна- 
чала, что }(Х, У?) делится на À — УЗ и на À + Y3, и затем, рассмотрев ряд 
f(—Y3 + X, Y?), показать, что f(X, У?) делится на X? — Y6.) 

6) Пусть ш — максимальный идеал АХ + АУ кольца А. Показать, что 
идеал } замкнут в М-адической топологии на А (в которой кольцо А отделимо 
и полно); при этом идеал gr(P) уже не является простым в кольце gr(A} 
(идеал } предполагается наделенным фильтрацией, индуцированной фильтра- 
цией кольца À). 

3) Пусть А — фильтрованное кольцо и Е — некоторый А-модуль конечного 
типа. Показать, что если Е наделен фильтрацией, порожденной фильтрацией 
кольца A, то gr(E) представляет собой от(А)-модуль конечного типа (ср. 
упражнение 5B)). 

4) Привести пример такого биективного А-линейного отображения 
и: Е Е, где Е и F — два фильтрованных А-модуля, которое было бы согласо- 
вано с фильтрациями, но отображение gr(u) не являлось бы ни инъективным, 
ни сюръективным. (Положить E = А, F = À и наделить их различными фильт- 
рациями, а в качестве и взять тождественное отображение.) 

5) Пусть А — фильтрованное коммутативное кольцо, причем его фильтра- 
ЦИЯ (ar), >0 такова, что a = A. 

a) Для Toro чтобы кольцо gr(A) было порождено семейством элементов, 
степени которых ограничены, необходимо и достаточно, чтобы существовало 


целое число g со следующим свойством: для любого целого числа п выпол-. 


няется равенство а,=аи+, +Dn, в котором by представляет собой сумму 


a, а а 
идеалов a, !a,? ΚΡ ag взятую по всем системам целых чисел 


а | 
a, > 0 (1 <2=< 4), таких, что 2 ia, =n. Тогда Gore РО, для всякого k > 0. 
1 = 

6) Для того чтобы кольцо gr(A) было нётеровым, необходимо и достаточ- 
но, чтобы выполнялись следующие три условия: кольцо A/a, является нётеро- 
вым; имеет место условие п. a) и для i < 4 факторгруппы a,/a,,, представ- 
ляют собой (А/а,)-модули конечного типа (воспользоваться следствием 4 тео- 
ремы 2 n° 10). | 

в) Пусть K— поле и А — кольцо многочленов К[Х, У] от двух перемен- 
ных. На множестве одночленов ХУ” вводится следующим образом отноше- 
ние ‘совершенного порядка: ХтУ” < ΧΡΥ!, если M+n<p+q или если 
тп = р- 49, но т < р. Пусть (Мь) — последовательность одночленов от 
X, У, возрастающая относительно порядка, и пусть An — идеал в A, порожден- 
ный одночленами Мь с индексами Е < п. Показать, что (An) является фильт- 
рацией, согласованной со структурой кольца А; кольцо gr(A), взятое относи- 
тельно этой фильтрации, обладает делителями нуля и не является HETEPOBEIM, 
хотя А — нётерово целостное кольцо (воспользоваться критерием пункта 6)); 
в частности, группа от(а!) (наделенная фильтрацией, индуцированной на Aı 
фильтрацией кольца А) не является (2т(А))-модулем конечного типа, хотя a 
представляет собой А-модуль конечного типа (ср. $ 1, п° 2, сяедствие предло- 
жения 1). | 

Ч 6) Пусть А — коммутативное кольцо, Е и F— два А-модуля, (En) (co- 
ответственно (F,)) — исчерпывающая фильтрация на E (соответственно на F), 


= 
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образованная А-подмодулями. Ha тензорном произведении @ =Е © af Mol 
будем рассматривать исчерпывающую фильтрацию, образованную суммами 
Piaget 2 т (Е, @AE;) 

i+j=n 

a) Показать, что композиции канонических гомоморфизмов 


(ЕЕ 1) Sa FF) > (Fi © a Fm (Е; ФАР) + 
+ 11 (Е; @QaF;))>G;; [бу 


представляют собой ограничения сюръективного градуированного гомоморфиз- 
ма степени 0 (называемого каноническим) gr(E) © д gr (F) gr (Е @, F). 

6) Показать, что если gr(E) является плоским А-модулем, To А-моду- 
ли Em/En при т < п, а также А-модули E/En при всех пе Z являются пло- 
CKUMH. ! 
в) Будем в дальнейшем считать, что gr(E) — плоский А-модуль и что Е 
также является плоским А-модулем (второе предположение следует из пер- 
вого, когда (En) представляет собой дискретную фильтрацию). Тогда модули 
ff, mE; © Е, канонически отождествляются с подмодулями в @=Е © FL: 
(гл. I, § 2, n° 5, предположение 4). Показать, что для любых двух конечных 
подмножеств À, 5 B Z X Z имеет место равенство 


(m) Хы, 0 


(i, DER (h,k)SS 


где в сумме справа (i, |, №, k) пробегают множество RX δ. (Когда 06a мно- 
жества R и $ состоят из одного элемента, надо’ применить предложение 7 
из гл. I, 8 2, n° 6. Если р — наибольший из индексов ἰ, A, встречающихся среди 
элементов множеств À или S, а g — наименьший индекс в TOM же множестве 
чисел | и k из R или $, то надо рассмотреть образы обеих частей равенства (x) 
относительно канонического гомоморфизма Е © 1 Ра -» (E/E ,) © ré и провести 


рассуждения индукцией по Сага (К) + Card(S).) 

г) Вывести из п. в), что канонический гомоморфизм, определенный в а), 
является в этом случае биективным. 

7) Пусть А — коммутативное кольцо, Е — некоторый А-модуль, F — под- 
модуль в E, В — внешняя алгебра A (Е) и $ — двусторонний идеал в В, no- 
рожденный каноническими образами в В элементов подмодуля ΓΕ. Пусть 
στὴ (В) — градуированное кольцо, ассоциированное с кольцом В относительно 


З-адической фильтрации. 
а) Определить сюръективный канонический гомоморфизм А-алгебр (не, 


градуированных) (A (Ε)) 69 (A (E/F) ) > gr” (В) (где рассматривается левое 
тензорное произведение градуированных алгебр (Algébre, chap. III, 3° éd.)). 

6) Показать, что если подмодуль F обладает дополнением в модуле E, 
то гомоморфизм, определенный в а), является изоморфизмом. 

в) Положим А =й, Е = 72/42, Е = 22/47; показать, что в этом случае 
гомоморфизм, определенный в п. а), не инъективен. 

8) Пусть А — фильтрованное кольцо, (An) — его фильтрация, Е — фильт- 
рованный А-модуль и (Επ) — его фильтрация. Показать, что если А, = À и 
E, = E, то отображение (a, x) > ax модуля À Χ Ев Е равномерно непрерывно 
в топологиях, определенных данными фильтрациями. | 

9) Привести пример двух фильтрованных колец А, В с отделимыми и ис- 
черпывающими фильтрациями и несюръективного гомоморфизма и: А-В, 
согласованного с этими фильтрациями и такого, что рг(и) — биективное OTO- 
бражение. Получить отсюда контрпример к следствию 1 предложения 12, ко- 
Tia кольцо А не предполагается полным, а также контрпример к предложе- 
‘нию 13, когда модуль Ё не предполагается модулем конечного типа (восполь- 
зоваться упражнением 36) из Алгебры, гл. VIII, $ 7). 
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10) Пусть À — нётерово кольцо и в — некоторый автоморфизм этого KOJIB- . 


ца. Показать, что кольцо Е, определенное в упражнении 106) из Алгебры, 
гл. IV, $ 5, является нётеровым кольцом (слева и справа). 

11) Показать, что если Е — векторное пространство размерности > 2 над 
полем, то тензорная алгебра пространства Е представляет собой кольцо, He 
являющееся нётеровым ни слева, ни справа (если а, 6 — два линейно незави- 
симых вектора в E, то рассмотреть левый идеал (или правый идеал), порож- 
денный элементами a"rb" при n >|). 

d 12) Пусть К — поле, А — кольцо К Е. многочленов над К от про- 
извольного бесконечного множества переменных, Ш — идеал (максимальный) в- 
А, порожденный элементами X,. Если положить А; = A/m‘+!, то группы А; и 


канонические гомоморфизмы ἤρῃ: Али! > Amt! при i < | удовлетворяют 
условиям предложения 14; кольцо Ит А; представляет собой пополнение А 
<— 


кольца А относительно Ш-адической топологии и ядро канонического ΓΟΜΟΜΟΡ- 


физма À + À; равно (m‘)~ — замыканию идеала Mi в кольце А. 
а) Показать, что пополнение А канонически отождествляется с кольцом: 


` формальных рядов от переменных Xi; имеющих лишь конечное число членов: 


данной степени (Алгебра, гл. IV, $ 5, упражнение 1). 
6) Будем считать в дальнейшем, что / = М. Показать, что mA. 
oo 


(рассмотреть формальный ряд Σ ры 
n=] 2 Er 

в) Предположим, что К — конечное поле. Показать, что (nt)? πε (ш?)^ 
(Сначала надо доказать следующий результат: для любого целого А > 0 cy- 
ществует такое целое число fx, что при всяком N > п» существует однород- 
ный многочлен Fy степени п от n? переменных с коэффициентами в К, не 
являющийся суммой членов степени п ни в каком многочлене вида PıQı + . 

+ P,Q2, где Pi и О; — многочлены без. свободного члена относительно тех 
же n? переменных). 5 τ 

Получить отсюда, что кольцо А не является полным в М-адической то- 
пологии. 

- 13) Пусть К — поле, А = К [[X]] — кольцо формальных рядов, M — его мак- 
симальный идеал, так что А отделимо и полно в М-адической топологии (n° 6, 
следствие предложения 6). Рассмотрим Ha аддиТивной группе А такую фильт- 
рацию (En), что Eo = Аи E„ является пересечением идеала m” и кольца К [X]; 
эта фильтрация исчерпывающая и отделимая, а топология Я, определенная 
ею на À, согласована со структурой аддитивной группы кольца А и является 
более тонкой, чем ш-адическая топология; однако группа А не является полной 
группой относительно топологии Я` (рассмотреть последовательность много- 
членов (1 — Х”)/(1 — X)). 

14) Пусть А — любое кольцо (не обязательно коммутативное) и Е — ле- 
вый А-модуль. Говорят, что топология на модуле Е линейна, если она инва- 
риантна относительно переноса и если 0 обладает фундаментальной системой 
окрестностей, являющихся подмодулями модуля Е; в этом случае говорят, что» 
модуль Е линейно топологизирован. Любая линейная топология на Е согласо- 
вана со структурой его аддитивной группы и определяет на Е структуру то- 
пологического А-модуля, когда А наделено дискретной топологией. Ha произ- 


ΒΟΠΡΗΟΜ А-модуле дискретная топология и наименее тонкая топология JIH- 


нейны. 

а) Если модуль Е линейно топологизирован и Е — подмодуль в E, TO To- 
пология, индуцированная на F, и фактортопология топологии E относительно F 
являются линейными. Если (Eq, fap) — проективная система линейно тополо- 
гизированных А-модулей, где fag — непрерывные линейные отображения, TO 
топологический А-модуль lim Ра ао топологизирован. 
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6) Пусть Е — линейно топологизированный А-модуль. Существует фунда- 
ментальная система (У»л,)) = г окрестностей нуля в E, образованная открытыми 


(и замкнутыми) подмодулями; если Pau: E/Vy— Е/У), — каноническое отобра- 
жение в случае У), > Vy, то семейство (Е/Ул, φλμ) является проективной си- 


стемой дискретных А-модулей; топологический А-модуль E = lim Е/У», отожде- 
— 


<твляется с отделимым пополнением модуля Е, который, следовательно, яв- 
ляется линейно топологизированным (Общая топология, 1969, гл. Ш, 8 7, 
u 3). 

в) Отделимый линейно топологизированный А-модуль Е дискретен, если 
он артинов или если существует наименьший элемент в множестве отличных 
от нуля подмодулей модуля > 

15) a) Пусть Е — линейно топологизированный А-модуль (упражнение 14). 
Для того чтобы базис В фильтра на модуле E, образованный аффинными ли- 
нейными многообразиями, обладал точкой прикосновения, необходимо и до- 
CTATOUHO, чтобы существовала база сходящегося фильтра B’ 5 3, образован- 
ная аффинными линейными многообразиями. Говорят, что модуль Е линейно 
компактен, если он отделим и если всякий базис фильтра на E, состоящий из 
аффинных линейных многообразий, обладает по крайней мере одной точкой 
прикосновения. Любой артинов модуль линейно компактен в дискретной топо- 
логии. Всякий линейно компактный подмодуль`отделимого линейно топологи- 
зированного модуля F замкнут в F. 

6) Если Е — линейно компактный А-модуль и и — непрерывное линейное 
отображение из Е в какой-либо отделимый линейно топологизированный 
А-модуль F, то u(E) является линейно компактным подмодулем модуля F. 

в) Пусть Е — отделимый линейно топологизированный А-модуль и F — 


замкнутый подмодуль в нем. Для линейной компактности модуля Е необходи: 


мо и достаточно, чтобы линейно комнактными были модули Fu Ех. 
г) Всякое произведение линейно компактных модулей линейно компактно 
{рассмотреть базис максимального фильтра в семействе базисов фильтра, обра- 


- зованных аффинными линейными многообразиями). 


д) Пусть (Ба, Гав) — проективная система линейно топологизированных 


модулей с фильтрующимся множеством индексов. Предположим, что [ав яв- 
ляются непрерывными линейными отображениями и что для ας В MONS: 


ство hop (0) представляет собой линейно компактный подмодуль модуля Ев 
Пусть Е = lim Ба и fg — каноническое отображение E— Ев; показать, что для 
yee | 


любого & имеет место равенство fg (Е) = N [αρ (Ев) (в частности, если ото- 
a<p 

бражения lag сюръективны, TO сюръективны и отображения fg) и что мно- 

жество ‚р. (0) линейно компактно Ν᾽ г) и теоремой | из Общей 


топологии, 1968, гл. 1, Приложение, n° 2). 

Ч 16) а) Пусть Е — отделимый линейно топологизированный А-модуль. 
Показать, что следующие свойства эквивалентны: 

%) Модуль Е линейно компактен (упражнение 15). 

В) Для любого непрерывного линейного отображения и модуля Е в Ka- 
кой-либо отделимый линейно топологизированный А-модуль F модуль и (Е) 
является замкнутым подмодулем модуля Fi 

y) Для любой линейной топологии (отделимой или нет) на Е, являющей- 
ся менее тонкой, чем заданная топология, модуль Е полон. 

6) Модуль Е полон и имеется фундаментальная система (Ux) открытых 
окрестностей нуля в E, состоящая из подмодулей и такая, что E/U} являются 
линейно компактными дискретными А-модулями (ср. $ 3, упражнение 5). 

(Для доказательства того, что из у) следует ὃ), рассмотреть открытый 
подмодуль F модуля Е и базис фильтра на E/F, он Е аффинными 
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линейными многообразиями. Для любого У EB пусть Му обозначает прооб- 
раз в модуле Е направляющего подмодуля для У в E/F; рассмотреть на E 
линейную топологию, в которой Му образуют фундаментальную систему 
окрестностей нуля.) 

6) Пусть Е — отделимый линейно топологизированный А-модуль и М— 
линейно компактный подмодуль в Е. Показать, что для любого замкнутого 
подмодуля Е модуля Е модуль F + M замкнут в Е (рассмотреть образ Mo- 
дуля М в фактормодуле E/F). 

в) Пусть Е — линейно компактный А-модуль и’ F — отделимый линейно 
топологизированный А-модуль. Показать, что для любого замкнутого. подмо- 
ΛΥΠΗ М прямого произведения EX F проекция модуля М на Е замкнута. 
Обратное также верно (ср. Общая топология, 1968, гл. I, $ 10, n° 2). 

г) Пусть Е — линейно компактный А- -модуль и и — непрерывное линейное 
отображение модуля Е в какой-либо отделимый линейно топологизированный 
А-модуль F. Показать, что для всякого базиса фильтра B на Е, образован- 
ного аффинными линейными многообразиями, образ относительно и множества 
точек прикосновения для DB представляет собой множество точек прикоснове- 
ния для и(3). В частности, для любого замкнутого подмодуля М модуля Е 


имеет место равенство N (M+N)=M+ Г М. 
NES Ne 

17) Говорят, что Ha А-модуле Е линейная топология Я’ минимальна, если 
она отделима и если не существует отделимой линейной топологии, строго 
менее тонкой, чем J. | 

а) Для того чтобы отделимая линейная топология Я на модуле Е была 
минимальной, необходимо и достаточно, чтобы всякий базис фильтра 3 на EL, 
образованный аффинными линейными многообразиями и имеющий лишь одну 
предельную точку, сходился к этой точке. (Для доказательства необходимости 
условия заметить, что когда М пробегает базис B и У — фундаментальная си- 
стема окрестностей нуля, состоящая из подмодулей, M + У пробегает базис 
фильтра, имеющий Te же предельные точки, что и базис 3. Для доказатель- 
ства достаточности обратить внимание на то, что базис фильтра, образован-. 
ный открытыми подмодулями, пересечение которых равно 0, представляет со- 
бой фундаментальную систему окрестностей нуля в некоторой отделимой ли- 
нейной топологии, менее тонкой, чем Я.) 

° 6) Для того чтобы дискретная топология Ha А-модуле Е была минималь- 
ной, необходимо и достаточно, чтобы Е был артиновым модулем. 

в) Если топология Я минимальна, то топология, индуцированная топо- 
логией Я Ha любом замкнутом подмодуле модуля Е, минимальна. 

Ч 18) Пусть Е — некоторый А-модуль; подмодуль M =Е ЕЁ называется на- 
крытым, если в множестве ненулевых подмодулей модуля Е/М существует 
наименьший элемент. 

а) Показать, что всякий подмодуль ΝΞΕΕ модуля Е является пересече- 
нием накрытых подмодулей (для любого x  N рассмотреть максимальный эле- 
мент в множестве подмодулей модуля Е, содержащих N и не содержащих X). 

6) Пусть 7 — отделимая линейная топология на E, и пусть Я * — линей- 
ная топология, имеющая в качестве фундаментальной системы окрестностей 
нуля базис фильтра, порожденный накрытыми подмодулями модуля Е, откры- 
тыми в топологии FJ. Показать, что Я * — отделимая топология и что всякий 
замкнутый относительно FY подмодуль является замкнутым и относительно J * 
(заметить, что каждый замкнутый подмодуль относительно Я’ представляет 
собой пересечение открытых подмодулей относительно Я’). Получить отсюда, 
что если модуль Е полон относительно Я *, то он полон и относительно Я” 
(Общая топология, 1969, гл. III, 8 3, n° 5, предложение 9). 

в) Предположим, что топология Я линейно компактна. Показать, что 
тогда. линейно компактна и топология 7 *, причем Я* является наименее тон- 
кой среди отделимых линейных топологий, менее тонких, чем Я’; в частности, 
Я * — минимальная линейная топология (упражнение 17), (Пусть 38 — базис 
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фильтра, образованный замкнутыми относительно ZF подмодулями, пересече- 
ние которых равно 0; показать, что для любого открытого относительно Я” 
накрытого подмодуля U существует такой подмодуль Ме B, что MCU; 
воспользоваться для этого упражнением 16г).) 

г) Пусть F — отделимый линейно топологизированный А-модуль и T1 — 
его топология; показать, что если и: Е —+ Е — линейное отображение, непре- 
рывное относительно топологий Я и T1, то и непрерывно и относительно TO- 


пологий T u 9, |. 


Ч 19) а) Пусть Е — линейно компактный А-модуль. Показать, что сле- 
дующие условия эквивалентны: 

a) Для любого непрерывного линейного отображения и модуля Е в ка- 
кой-либо отделимый линейно топологизированный А-модуль F отображение u 
является строгим морфизмом (Общая топология, 1969, гл. III, $ 2, n° 8) мо- 

дуля E BF. 

В) Для любого замкнутого подмодуля Е модуля Е фактортопология на 
Ε/Γ является минимальной топологией (упражнение 17). 

у) Модуль Е полон и имеется фундаментальная система (U4) открытых 
окрестностей нуля модуля Е, образованная подмодулями: и такая, что E/U} 
являются артиновыми модулями. 

(Для того чтобы доказать, что из у) следует В), свести рассмотрения к 
случаю F = 0 и воспользоваться упражнениями. 17 и 

Когда модуль Е удовлегворяет эквивалентным условиям a), В) иу), он 
называется строго линейно компактным. 

6) Пусть Е — отделимый линейно топологизированный А-модуль и Е — 
замкнутый подмодуль в Е. Для того чтобы Е был строго линейно компакт- 
ным, необходимо и достаточно, чтобы строго линейно компактными были Ё 
И ΕΙΕ. 

в) Любой проективный предел строго линейно компактных модулей строго 
линейно компактен. 

г) Пусть Е — отделимый линейно топологизированный А-модуль и и— 
линейное отображение модуля Е в какой-либо строго линейно компактный 
А-модуль F. Показать, что если график отображения и замкнут в моду- 


‘ge ЕХ F, то и — непрерывное отображение (воспользоваться упражнением 16в) 


и тем, что если М — замкнутый подмодуль в Eu E/M — артинов модуль, TO 
М — открытый подмодуль в Β). 

Ч 20) а) Показать, что дискретный линейно компактный модуль не мо- 
жет быть прямой суммой бесконечного семейства ненулевых подмодулей. 

6) Привести пример минимальной линейной топологии (упражнение 17), 
не являющейся линейно компактной (рассмотреть прямую сумму бесконечного 
семейства простых попарно неизоморфных модулей). 

в) Пусть Е — такой линейно компактный модуль, что существует семей- 
ство простых его подмодулей, сумма которых плотна в Е. Показать, что: 


1° модуль Е строго линейно компактен (применить а) к фактормодулю MO- 


дуля Е по некоторому открытому подмодулю); 2° модуль Е изоморфен произ- 

ведению (топологическому) семейства дискретных простых модулей. (Рассмот- 

реть множества © максимальных открытых подмодулей модуля Е, таких, что 

для любой конечной последовательности (Ge)icren из п различных элемен- 
п 


тов из Ὁ модуль Е Ne: представляет собой прямую сумму п простых 
k=1 


подмодулей. Показать, что существует максимальное (относительно BKJIOUE- 


ния) множество © и что пересечение всех подмодулей G, принадлежащих та- 
кому множеству, равно нулю; воспользоваться тем фактом, что {0} является 
пересечением максимальных открытых подмодулей, а также тем, что для лю- 
бого максимального открытого подмодуля С модуля Е существует по крайней 
мере один простой подмодуль модуля Е, не содержащийся в С. В заключение 


а 
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доказательства использовать тот факт, что Е — строго линейно компакт- 
ный модуль.) 

г) Вывести из пункта в), что любое линейно компактное векторное про- 
странство над pe К строго линейно компактно и изоморфно некоторому 


произведению Ki. 

Ч 21) Ими что некоторая топология на кольце А называется ли- 
нейной (слева), если она является линейной топологией Ha А-модуле As иесли 
она согласована со структурой кольца на А (гл. II, $ 2, упражнение 16). Го- 
ворят, что топологическое кольцо А линейно компактно (слева) (соответствен- 
но строго линейно компактно (слева)), если A, является линейно компактным 
(соответственно строго линейно компактным) А-модулем. 

a) Показать, что если А линейно компактно слева относительно тополо- 
гии Я, то топология Я *, определенная в упражнении 186), вновь оказывается 
согласованной со структурой кольца на А (воспользоваться упражнением 18г)). 

6) Предположим, что кольцо А коммутативно; пусть и = 0 — некоторый 
идемпотент из A/R, где À — радикал кольца А. Показать, что если А линейно 
компактно относительно дискретной топологии, то существует, и притом един-. 
ственный, идемпотент ее A, такой, что его образ в A/R равен и. (Показать, 
что среди аффинных линейных многообразий X + В, где ος 9ὲ и x?—x Eb, 
которые содержатся в классе U, существует минимальный элемент € + 4. По- 
лучить отсюда, что e? =e и @=0, рассмотрев элемент €? — е =г и показав, 
что ге-4/?, с помощью упражнения 10a) из Алгебры, гл. VIII, $ 6. Доказать 
единственность элемента €, показав, что если е1, е› — два идемпотента в А, для 
Be es = À, το eıe == 0.) 

Показать, что любое коммутативное кольцо А, являющееся линейно 
μήτοι относительно дискретной топологии, представляет собой прямое 
произведение локальных колец (линейно компактных в дискретной топологии). 
(Рассмотреть сначала случай δὲ = 0, воспользовавшись упражнением 156) и 
предложением 5 гл. II, $ 1, n°2, а затем применить пункт 6) к идемпотентам 
кольца A/R). 

г) Показать, что всякое линейное компактное (соответственно строго JIH- 
нейно компактное) коммутативное кольцо А является произведением семейства 
линейно компактных (соответственно строго линейно компактных) локальных 
колец. (Пусть (ma) — семейство открытых максимальных идеалов кольца A; 


/ и 
для любого открытого идеала а, содержащегося в My, пусть Αλ X A, есть 
разложение кольца A/a в прямое произведение двух колец, определенное вв), 
’ # 
где A, — локальное кольцо с максимальным идеалом My /а; пусть e; (а) — еди- 


о 7 » , 
ничный элемент кольца Αλ, рассмотренный как класс mod@ в A; элементы 


6) (а) образуют базис фильтра, который сходится в А к идемпотенту ey 


и Де) представляет собой замкнутый идеал в кольце A, в котором ey служит 
единичным элементом. Показать, что кольцо ΑΘ} локально и что А изоморфно 
произведению колец Ае).) 

: 22) а) Пусть А — локальное кольцо и м — его максимальный идеал. По- 
казать, что если для некоторой линейной топологии 7 на А кольцо А являет- 
ся строго линейно компактным, то топология FJ менее тонкая, чем М-адическая 
топология. 

6) Пусть А — коммутативное кольцо и Ш — идеал в нем. Для того чтобы 
кольцо А было строго линейно компактным в Ш-адической топологии, необхо- 
AHMO и достаточно, чтобы оно было отделимо и полно в этой топологии, чтобы 
факторкольцо А/м было артиновым кольцом и чтобы м/м? был (А/м)-модулем 
конечной длины *(другими словами, А представляет собой полное полуло- 
кальное нётерово кольцо). 

в) Пусть / — бесконечное множество индексов, K — поле, А=К [[X ΤΈΣ 


алгебра формальных рядов от семейства переменных (A) e ᾽ GR 


= x 


eee => м те О А Е ОЕ Ча a go Се 
Se ee >. = Ρ - > Yor a4 - SE EE ; παῖς ες et NET eg eee ME LA ᾷ He > 
ee es Wa inn, : 


А 
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pa, гл. IV, $ 5, упражнение 1); кольцо А является а Кольцо А как 


векторное пространство над К можно отождествить с ΚΝ' 2 если К наделить 
дискретной топологией, а А — топологией 7° произведения, то показать, что 7 
является линейной топологией на кольце А, относительно которой А строго 

/ линейно компактно. Если Ш — максимальный идеал кольца A, то показать, что 
А не является полным относительно Ш-адической топологии, посредством та- 
кого же рассуждения, как и в упражнении 12B). 

4] 23) Пусть А — коммутативное кольцо, снабженное линейной тополо- 
гией 9. 

а) Показать, что идеалы 4 кольца À, замкнутые относительно Я’ и такие, 
что факторкольца A/a артиновы, образуют фундаментальную систему окрест- 
ностей 0 для некоторой линейной топологии Я (©) на кольце A, менее тонкой, 
чем Я (воспользоваться Алгеброй, гл. III, $ 2, упражнение 12); справедливо 
следующее равенство: (FO) = Te), Пусть В — кольцо, являющееся отде- 
лимым пополнением кольца А относительно топологии Я (©); показать, что В 
строго линейно компактно; говорят, что В есть строго линейно компактное 
кольцо, ассоциированное с кольцом А. 

6) Пусть Я о(А) — дискретная топология на А и Яс(А) — тополо- 
rua (To (A)). Для того чтобы топология Я <) на кольце А была отделимой, 
необходимо и достаточно, чтобы топология Я была отделима и для всякого 
открытого относительно ZF идеала В кольца А была отделимой тополо- 
rua 9 ‹(А/$). *Если À представляет собой кольцо недискретного нормирования 
ранга | (гл. VI), то топология J (А) не является: отделимой.» 

в) Предположим, что кольцо А линейно компактно относительно тополо- 
гии Я. Тогда А полно (но, вообще говоря, неотделимо) относительно 7), 
Для того чтобы топология Я (<) была отделимой, необходимо и достаточно, 
чтобы на А существовала линейная топология, строго линейно компактная и 
менее тонкая, чем Я’; в этом случае Я (©) является единственной топологией, 
обладающей указанными свойствами. 

в) Пусть Е — линейно топологизированный и строго линейно компактный 
А-модуль. Показать, что когда кольцо А наделено топологией (А), А-мо- 
дуль Е является топологическим А-модулем (заметить, что если F — артинов 
А-модуль, то для любого x = F аннулятор 4 элемента x таков, что A/a — арти- 
ново кольцо). Получить отсюда, что если В — отделимое пополнение кольца А 
относительно топологии F.(A), то Е можно рассматривать как топологиче- 
ский В-модуль; имея в виду, что кольцо В изоморфно произведению строго 
линейно компактных локальных колец By (упражнение 21г)), показать, что 
модуль Е изоморфен произведению строго линейно компактных подмоду- 
лей Ελ, где Ελ аннулируется кольцами By с индексом и = À и по этой при- 
чине Ελ можно рассматривать как топологический Βλ-ΜΟΠΥΠΡ (если ey — еди- 
ничный элемент из Βλ, то положить En =e, Е). 

24) Для любого коммутативного кольца А обозначим через Tm(A) ли- 
нейную топологию, в которой фундаментальная система окрестностей нуля 
образована произведениями (равными пересечениям) конечного числа степеней 
максимальных идеалов (ср. n° 13, предложение 17); обозначим через 7°, (A) 
линейную топологию; в которой фундаментальная система окрестностей нуля 
состоит из всех идеалов кольца А, отличных OT {0}. 

а) Показать, что топология T ‹(А) (упражнение 23) менее тонкая, чем 
9 „(А) (обратить внимание на то, что радикал артинова кольца нильпотен- 
тен). Привести пример, когда T (A) Æ Tm(A) (ср. упражнение 22B)). 
‚*Если А является кольцом недискретного нормирования ранга | (гл. VI), то 
Я ‹(А) =Fm(A) и Я и(А) FT m(A)-x 
6) Топология 7 » (À) является наименее тонкой среди линейных тополо- 
гий. на кольце A, для которых максимальные идеалы кольца А замкнуты и 
любая степень открытого в А идеала является открытым идеалом (заметить, 
что для всякой линейной топологии на А, в которой максимальный идеал м : 
замкнут, этот идеал M обязательно является и открытым). 


TRE 


240 ГРАДУИРОВКИ, ФИЛЬТРАЦИИ И ТОПОЛОГИИ ~~ ГЛ. III, § 2 


в) Если кольцо А нётерово, то 7 m (À) =Я (А) (обратить внимание на 
то, что если М — максимальный идеал в À, то A/m* — артиново кольцо при 
любом целом А > 1, ибо m*/m*+1 представляет собой (А/м)-модуль обязатель- 
но конечной длины). Привести пример нётерова локального кольца А, для ко- 
торого Я m(A) Tu (À) (рассмотреть локальное кольцо кольца многочленов 
над полем). 

25) Пусть А — топологическое кольцо и Е — левый А-модуль конечного 
типа. Показать, что на Е существует топология (называемая канонической), 
согласованная со структурой А-модуля и являющаяся более тонкой, чем лю- 


645 другая (записать модуль E в виде AR] R, наделить ΑἹ топологией произ- 


ведения а Е — фактортопологией). Если Е — топологический А-модуль и 
и: Е = Е’ — какое-либо А-линейное отображение, то показать, что U непрерывно 
в канонической топологии модуля Е. Если, кроме того, модуль Е’ является 
модулем конечного типа, наделенным канонической топологией, то и представ- 
ляет собой строгий морфизм. Если топология кольца А определяется фильт- 
рацией (An), то показать, что каноническая топология модуля Е определяет- 
ся фильтрацией (AE). 

26) Пусть А — коммутативное кольцо, M — идеал в нем, (a), и. 


en 


торая система образующих идеала m и А — отделимое пополнение кольца А 
относительно М-адической топологии. 

Показать, что если А’ обозначает кольцо формальных рядов относительно 
семейства переменных (7), 27> имеющих лишь конечное число членов дан- 


ной степени (упражнение 12), To А изоморфно факторкольцу кольца A’ по 
замыканию b идеала в A’, порожденного элементами Т), — αλ (воспользоваться 
теоремой | n° 8). В частности, кольцо Zp целых р-адических чисел изоморфно 
факторкольцу Z [[7]]/(7 — p). 

Ч 27) a) Пусть А — коммутативное кольцо, наделенное линейной тополо- 
гией. Для любой мультипликативной системы $ кольца А обозначим через 
A {5$-'} отделимое пополнение кольца S-!A, наделенного топологией, в кото- 
рой фундаментальная система окрестностей нуля состоит из идеалов $0), 
где (0) — фундаментальная система окрестностей нуля в A, образованная 
идеалами кольца А. Показать, что А {S-!} канонически изоморфно проектив- 


ному пределу колец δ» (Α/0λ) где 5) — канонический образ системы $ 


в A/U,. Если А — отделимое пополнение кольца A, то A{S-!} канонически 
изоморфно кольцу À {5’-1}, где 5’ — канонический образ системы $ в коль- 


це А. | 
6) Для того чтобы кольцо À {5-1} было равно нулю, необходимо и доста- 
TOUHO, чтобы в кольце А нуль ‘был точкой прикосновения множества $. При-. 
вести пример, когда кольцо А отделимо и полно, но S'A не обладает этими 
свойствами в топологий, определенной в п.а). 
°в) Пусть и — произвольный непрерывный гомоморфизм кольца А в ли- 
нейно топологизированное кольцо В, являющееся полным и отделимым, и 
пусть u(S) состоит из обратимых элементов кольца В. Показать, что и = u’o |, 
где |: A— A (5-}} — каноническое отображение и и’ — некоторое непрерывное 
отображение; кроме того, и’ определяется единственным образом. 


/ 
г) Пусть δι, $2 — две мультипликативные системы кольца А и So — кано- 
нический образ системы $. в A {S~'}. Определить канонический изоморфизм 


кольца А (355 на А (Si!) [5 И 

д) Пусть а — открытый идеал кольца А и a(S!) — отделимое пополне- 
ние $-!а относительно топологии, индуцированной топологией кольца част- 
ных 5-'А; показать, что a {S-!} канонически отождествляется с некоторым - OT- 
крытым идеалом кольца А{5$-!} и что дискретное кольцо A {$-\}/а {$-!} изо- 
морфно кольцу 5-!(А/а). Обратно, если a’ — открытый идеал кольца А {5-1}, то 
его прообраз a в А является таким открытым идеалом, что а’ = {5-1}. В ча- 
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„стности, отображение P— P{S-!} представляет собой возрастающее биективное 
отображение множества открытых простых идеалов кольца A, не пересекаю- 
щихся с $, на множество открытых простых идеалов. кольца A {$-\}. 

е) Пусть у — открытый простой идеал кольца А, и пусть $ =А— у. По-. 
казать, что А {5-1} представляет собой локальное кольцо, поле вычетов KOTO- 
рого изоморфно полю частных кольца A/p. 


ж) Для любого элемента f =A обозначим через Ag кольцо A{SF Ih 


где Sy — мультипликативное множество степеней |" (п >0). Когда f пробе- 
гает мультипликативную систему ὃ кольца A, кольца Ay, образуют фильтрую- 


цуюся индуктивную систему колец, индуктивный предел которой обозна- 
чается через Ars} (без учета какой бы TO ни было топологии). Определить Ka- 


нонический гомоморфизм 
Arg > {$}. 


Показать, что, когда $ = A— pP, где у— открытый простой идеал B A, коль- 
110 Ars} является локальным, канонический гомоморфизм As > А {$71} лока- 


лен и поля вычетов колец Ayo) и A{S7!} канонически изоморфны (ср. гл. IL 


$ 3, упражнение 16). 

3) Предположим, что топология на А есть М-адическая для некоторого 
идеала M из À, что А отделимо и полно и что m/m? является (А/м)-модулем 
конечного типа. Показать, что если Ш’ =m{S-'} то топология кольца А’ = 

x 2 
= А {S-1} является ш’-адической, что m’ = mA’ и что иг’/и” есть (А’//)-модуль 
конечного типа (воспользоваться предложением 14 n° 10)). Если А — нёте- 
рово кольцо, то нётерово и кольцо A’. 

28) Пусть А — коммутативное кольцо, наделенное линейной топологией, 
Е, Е — два топологических А-модуля, являющихся линейно топологизирован- 
ными. Когда У (соответственно W) пробегает множество открытых подмоду- 
‚лей, модуля F (соответственно F), подмодули Im (У ©, Е) + Im (Е ©, W) mo- 
дуля Е @, F образуют фундаментальную систему окрестностей нуля в Е © 4 F 
для некоторой топологии, согласованной со структурой модуля над топологи- 
ческим кольцом А; эта топология называется тензорным произведением топо- 
логий, заданных на E и F. Отделимое пополнение (Е & A F) этого А-модуля 
является А-модулем и называется пополненным тензорным произведением 
модулей E и F. | 

a) Показать, что если (VA) (соответственно (W,)) — некоторая yxxa- 
ментальная система окрестностей нуля в Е (соответственно в F), образован- 
ная подмодулями, то (Е @, ΕΤ канонически изоморфно проективному пре- 


делу проективной системы А-модулей (ЕТУ, ) © Α (F/ Wu); вывести отсюда, что 
(ΕΘ) ΕΥ представляет собой А-модуль, канонически изоморфный моду- 


лю (Е ДЕ )~; этот модуль обозначается также через Ε 692 Р. 


6) Пусть Е”, Е’— два топологических линейно топологизированных А-мо- 
дуля, и: Е Е’, о: Е Е’— два непрерывных А-линейных отображения; по- 
казать, что ибо: ΕΘ Ε-» Е’ ΘΕ — непрерывное относительно тензорного 
произведения топологий отображение из EQF в Е’ 69 Е’. Обозначим че- 

~~ 


рез ибо непрерывное линейное отображение (E 69 F)~ -»(Ε' ὢ ΕἼ”, coor- 
ветствующее отображению и @ и. | 
в) Пусть В, C— две коммутативные А-алгебры, наделенные такими ли- 
нейными топологиями, что канонические отображениями А -+ В, A—C непре- 
рывны (для краткости в этом случае говорят, что В и С являются топологи- 
щескими А-алгебрами). Показать, что кольцо (В © Fi cy канонически наде- 


ляется структурой топологической А-алгебры, называемой пополненным теч- 


RTE ET TER a -ᾱ-” dun TR nr ааа - FX aw - -ᾱ-π. РА ча ες --Ὁ Se — > 
ВЕ ВЕ u И Е Е В a Be Aa ee 
: 7: ᾽ = 


242 `. ГРАДУИРОВКИ, ФИЛЬТРАЦИИ И ТОПОЛОГИИ ГЛ. III, § 3 


зорным произведением алгебр В и С. Определить канонические непрерывные 

᾽ представления р: В -> (В 9ı C)”, о: ς -»(Β © C)”, обладающие следующим 
свойством: для любой коммутативной топологической А- алгебры D, являю- 
щейся полной и отделимой, и любой пары непрерывных А- -гомоморфизмов 
и: B— D un v: C— D существует, и притом единственный, непрерывный А-го- 
моморфизм w: (В Θα C)~ > D, такой, что и = Фор HV= Wood. 

г) Пусть м — такой идеал кольца À, что топология на А является Ш-ади- 
ческой. Показать, что если модули Е и Е наделены м-адическими топологиями, 
то на ΕΘ at тензорное произведение топологий модулей Е и Е является 
ш-адической топологией. Вывести отсюда, что модуль (Ε (9, Е)” изоморфен 


проективным пределам 
᾽ +] : +1 
lim (Er )®, F) и Нм (Е @, (F/m"t'F)). 


Br 


29) Пусть A—KOMMYTATHBHOe кольцо, M— такой идеал в нем, что Ώ И == 
n>0 

=(, и с— любой элемент из A, не являющийся делителем нуля. Показать, что 
кондукторы An = M": Ас открыты в М-адической топологии и имеют нулевое 
пересечение. Если кольцо А является строго линейно компактным относитель- 
но Ш-адической топологии (упражнение 226)), то (qn) представляет собой 
фундаментальную систему окрестностей нуля в А относительно этой топологии. 

30) Пусть К — бесконечное поле и Α--ΚΟΠΡΙΟ формальных ря- 
дов К [[Х, У] от двух переменных, являющееся отделимым и полным нётеро- 
вым локальным кольцом. Построить такую мультипликативную систему $ 
кольца À, чтобы кольцо `$-!А не было полулокальным кольцом (если (An) — 
бесконечная последовательность различных элементов поля К, то ‘следует 
рассмотреть простые идеалы Pn = A(X + ÀÂnŸ) кольца А). 

31) Показать, что если А — полулокальное кольцо, то полулокальным яв- 
ляется и кольцо формальных рядов А [ЛХ] (рассмотреть радикал этого 
кольца). 


$ 3. м-адические топологии на нётеровых кольцах 


Все фильтрации, рассматриваемые в этом параграфе, пред- 
полагаются исчерпывающими. 


1. Хорошие фильтрации 


Пусть А — фильтрованное  коммутативное кольцо, Е — 
фильтрованный А-модуль, (An) и (En)— фильтрации кольца А 
и модуля Е соответственно. Предположим, что Аз = А. В кольце 


многочленов ΑΧ] множество A’= D A,X" является градуиро- 
n>0 


ванной А-подалгеброй типа N; подгруппа E’= У Е, ®. АХ" 


п>0 
модуля Е ὃ ,A[X] представляет ‘собой градуированный A’-mo- 
дуль типа М, так как 


оао ЕЕ ФА 


пусть (jj), <; 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Лусть А — коммутативное кольцо, m — идеал 
в нем, Е — некоторый А-модуль и (En)— фильтрация на addu- 
тивной группе Е, образованная подмодулями модуля Е. Фильт- 
рация (Е„) называется м-хорошей, если 

1° mE, < Ens; для каждого п E 7; 

_2 существует такое целое по, что MEn = Ens; при n> No. 


_В этом случае. из индуктивных соображений следует, что 
ME» = Enyg при n2n и 921. Следует отметить, что усло- 
вие |” означает, что фильтрация (E,) согласована со структу- 
рой А-модуля на E, когда кольцо А наделено м-адической 
фильтрацией. Очевидно, что на всяком А-модуле Е ш-адическая 
фильтрация является Ш-хорошей. Если некоторая фильтрация 
на А-модуле Е m-xopoma, то м-хороша и факторфильтрация на 
любом фактормодуле модуля E. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть А — коммутативное кольцо, ш — идеал в À, 
E — некоторый А-модуль, (E,)— фильтрация аддитивной epyn- 
пы Е, образованная А-подмодулями конечного типа. Предполо- 
жим, что ME, < Е»: для каждого п. Пусть А’ — градуирован- 


ная подалгебра >) m°X" кольца ΑΧ] и Е’ — градуированный 
n>0 


А”-модуль D, Е, ©. AX". Тогда следующие два условия 3Keu- 
n>0 - 


валентны: | 

a) фильтрация (E,) является m-xopoweü; 

6) Е’ является А’-модулем конечного типа. 

Предположим, что mE, = Е, для n>n20. При in 
<, — некоторая конечная система образующих 
А-модуля Ε,. Так как А-модуль Е, ®, АХ" порожден элемен- 
тами e,;@ X" при О<п< и, и равен модулю M"-™E,, @ 1 АХ" 
при n>n, то А’-модуль Е’ порожден элементами е„; ® X” при 
sans и 1<j<r,. Следовательно, этот модуль имеет ко- 


нечный тип. 
Обратно, если Е”’— модуль конечного типа над кольцом Ar 
то OH порождается некоторым конечным семейством элементов 


вида е, ® À” ® где ex = Εη (αγ. Пусть no — наибольшее из це- 
лых чисел n(k). Для n Z no u | Е Eh имеет место, следователь- 
но, равенство f @ À" = 2 t, (е, ® Х"®)), в котором t, =A’. 3a- 


меняя при Éd ern элемент Ir его однородной компонен- 
той степени n—n(k), можно считать, что ed, X”. ΜΡ при 
ак = ш”"®. Так как элемент Х” образует базис А-модуля AX”, 
то равенство [| ® Х" = (2 ane) @ X" означает, что f= 2 Apep 


Следовательно, E, Cm*-F,; — поскольку обратное включение 


= EEG EEE Е re a a ee EI 
3 ga sat as fea eae RE igh ars, = 
- - Les ΐ : N 
5 = 5. 
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очевидно, то 
Γον vas mM ME; 


откуда En = MEn-1 для n> No. 


JIEMMA 1. Пусть А — нётерово коммутативное кольцо и m— 


идеал в нем. Тогда подкольцо А’= ὃ) m"X" кольца Α[Χ] ne: 
п>0 


терово. 


Действительно, А’ является А-алгеброй, порожденной мно- 
жеством MX; поскольку кольцо А нётерово, MX представляет 
собой А-модуль конечного типа и утверждение следует, таким 
образом, из следствия ὃ теоремы 2, n° 10, $ 2. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть А — нётерово коммутативное кольцо 
и m— идеал в нем. Наделим кольцо А m-aduueckoü фильтра- 
цией. Пусть Е, Едва фильтрованных А-модуля и j: Е» Е — 
инъективный гомоморфизм, согласованный с фильтрациями. 
Если. Е — модуль конечного типа и его фильтрация м-хороша, TO 
и Е является модулем конечного типа с м-хорошей фильтрацией. 


Так как модуль F изоморфен подмодулю в Ё, то он яв- 
ляется модулем конечного типа, поскольку А — нётерово кольцо 
и модуль Е имеет конечный тип. Пусть (Επ), (Fn)— фильтра- 
‘ции модулей Е и F соответственно, которые образованы под- 
модулями En типа. Сохраним обозначения леммы | и 


положим = À, Е, @1 АХ", Е’ = р Fe, ® 4 AX". Поскольку, 


согласно oa Ε, изоморфно noaMony:n0 в Eh, модуль F’ 
изоморфен некоторому подмодулю модуля Е’. В силу теоремы 1, 
Е’ является А’-модулем конечного типа, а потому конечный 
тип имеет и модуль F’, ибо кольцо A’ — нётерово (лемма 1). 
Утверждение справедливо теперь в силу теоремы 1. 


СледствиЕ | (Артина — Риса). Пусть А — нётерово коммута- 
тивное кольцо, м — идеал в À, Е — некоторый А-модуль конеч- 
ного типа и Е подмодуль модуля Е. Тогда фильтрация на F, 
индуцированная т-адической фильтрацией модуля Е, ш-хороша. 


Другими словами, существует такое целое fo, что 


m ( (mE) ПР) = (и 1Е) ПЕ | (1) 


для любого п > No. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть А — нётерово коммутативное кольцо и 


a, b— два идеала в нем. Тогда существует такое целое число’ 


h > 0, что @ ΠΠ ος ab. 


LA 
ο χά 


ee И, ЕЕ - πᾶ. TE” 
$. м. ATEM Sa 
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Действительно, существует такое целое п, что art! [|] $ = 
= α(α" [] a в силу следствия 1, примененного к случаю 
Е = A, F = 


СледствиЕ 3. Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, 
ш—- идеал в А и х— элемент из А, не являющийся делителем 
нуля. Тогда существует такое целое у: > 0, что для любого n Z Е 
из включения ху EM" следует включение y = M À. 


В самом деле, следствие 1, примененное к E = À, Е = Ах, 
показывает, что существует такое À, для которого при любом 
n >k имеет место соотношение m” N Ax = mr (π᾿ \ Αχ). Сле- 
довательно, если хуем", то хуем” [|] Аха: M ÈX и, посколь- 
ку X не является делителем нуля, y = M À. 


В терминах кондукторов (гл. 1, $ 2, n° 10) утверждение следствия 3: 
записывается в виде формулы 


frere (2) 


СЛЕДСТВИЕ 4. Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, 
ш— идеал этого кольца, Е — некоторый А-модуль конечного’ 


типа, (En) и (E,) = две фильтрации, образованные подмодулями 


x / 
модуля Е. Предположим, что фильтрации (E,) u (E;) согласо- 
ваны со структурой А-модуля на Е, если считать, что кольцо А 
наделено m-aduueckoü фильтрацией. Если фильтрация (E,) m-xo- 


7 
роша и если Е, с E„ при любом n eZ, To m-xopowa и фильт- 
7 
рация (Е»). 
Это частный случай предложения |. 


JIEMMA 2. Пусть À, В — два нётеровых коммутативных коль- 
ца, ф: α-» В — некоторый гомоморфизм этих колец, Е — неко- 
торый А-модуль конечного типа и Е— какой-нибудь В-модуль: 
конечного Tuna. Тогда Нот д (Е, p+(F)) представляет собой 
В-модуль конечного типа. 

Действительно, согласно условию, существует сюръектив- 
ный А-гомоморфизм о: А"—>Е; следовательно, отображение 
u—>uov группы Нот д (Е, ф„(Р)) в Нот д(А”, φ.(Ε)) инъек- 
тивно и, так как кольцо В нётерово, достаточно доказать, что, 
Нотл (А”, @,(F)) является В-модулем конечного типа. Но это. 
получается немедленно, ибо указанный модуль изоморфен РЁ”. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть А — нётерово коммитативное кольцо, 
ш — идеал в À u Е, Е— два А-модуля конечного типа. Если 
(Fn)— некоторая м-хорошая фильтрация на F, то подмодули 
Hom,(E, Fr) образуют шщ-хорошую фильтрацию А-модуля 
Hom a (E, 


Ее Se ee с р еее в лк ee 
a ET Da ae a ЕЕ TRE ie ἐπε; SRE FE = > SEE 


г 


\ 
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Поскольку m*F, € Fy, при ПЕЙ, kZ 0, το 
m* Hom, (Е, F,) = Hom, (Е, Faz); 


следовательно, семейство (Hom,(E, E,)), =, представляет со- 


бой фильтрацию на HomA(E,F), согласованную со структурой 
модуля над кольцом A, наделенного Ш-адической фильтрацией. 
Так как Е — модуль конечного типа, то существует такое це- 
Joe г> 0 и такой сюръективный А-гомоморфизм и: A’—E, что 
этот последний определяет инъективный гомоморфизм над А 


о = Нот (и, lp): Homy(E, Е) > Ношд (A’, F); 


очевидно, что Ὁ согласован с фильтрациями (Нотд (Е, Γι)) и ἡ 
(Hom, (A’, F„)). Так как Hom,(E,F) и Нотд(А", Е) — модули 
конечного типа (лемма 2), то, в силу предложения |, доста- 
точно доказать, что фильтрация (Homy,(A’, F„)) m-xopoma; ΗΟ. 
это немедленно следует из существования канонического. изо- 
морфизма Homa (Α΄, Fy) => Fi и из того факта, что равенство 


mF, = Fn+ı влечет за собой равенства πι (Е!) --(πιΕ. = Frat 
(Algébre, chap. II, 3° ἐά., $ 3, n° 7, remarque). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть А — нётерово кольцо и m— такой 
идеал в нем, что А отделимо и полно в щ-адической топологии. 
Пусть Е — некоторый фильтрованный А-модуль над фильтро- 
ванным кольцом À, причем фильтрация (Εν) на Е такова, что 
Eo=E и Ер— отделимый модуль в топологии, определенной 
фильтрацией (Εῃ). Тогда следующие условия эквивалентны: 

а) Е представляет собой А-модуль конечного типа и фильт- 
рация (En) является ш-хорошей; 

6) gr(E) представляет собой от(А)-модуль конечного типа; 

в) для любого п Z 0 gr,(E) является А-модулем конечного 
типа и существует такое по, что для NA п, канонический гомо- 
морфизм 


gr, (А) @ 4 вт, (Е) > rai (Е) (3) 
CIOPTEKTUBEH. 


Из определений немедленно следует, что а) влечет в). Тот 
факт, что из 6) вытекает в), является следствием леммы |, 
$ 1, n° 3. Обратно, если выполнено в), то, очевидно, gT(E) no- 
рожден как от(А)-модуль суммой А-подмодулей grp(E) при 
р< по, а потому, согласно условию, этот модуль обладает ко- 
нечной системой образующих. Остается доказать, что из в) 
следует а). Так как grn(E) имеют конечный тип и Бо =Ё, то, 
во-первых, очевидно, что E/E, является А-модулем конечного 
типа при любом п — это проверяется индукцией по п. Следо- 
вательно. достаточно доказать, что En представляет собой А-мо- 
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дуль конечного типа при любом п > No и что mE, = Ens. Ho 
рассмотрим А-модуль Γη, наделенный исчерпывающей и OT- 
делимой фильтрацией подмодулей Enix (21); тогда mE, = 
CEn„+1. Условие в) означает, что образ модуля πΕ, B РТВ) = 
= E„ı1lEn+2 равен модулю ©г„+1(Е) и порождает градуирован- 
ный ог(А)-модуль gr(En+ı). Так как по условию gr: (Е) есть 
А-модуль конечного типа, то из предложения 12 в $ 2, n° 9, сле- 
дует, что mE, = Ел и что Е» представляет ee А-модуль 
конечного типа. 


‚ 2. ш-адические топологии на нётеровых кольцах 


ΠΡΕΠΠΟΧΕΗΗΕ 4. Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, 
ш — идеал в нем u Е— некоторый А-модуль конечного типа. 
Тогда все m-xopowue фильтрации на Е определяют одну и ту 
же топологию (совпадающую с M-aduueckoü). 


Пусть (E,)— любая ш-хорошая фильтрация на Е. Tak как 
она исчерпывающая, то любой элемент модуля Е принадлежит 
одной из подгрупп En, и так как Е — модуль конечного типа, 
а En являются А-модулями, то существует такое целое ἤι, что 
En =Е. Пусть 
=, при п > No. Для п > п— п: в таком случае имеют Me- 
сто соотношения ME CE, = "ТЕ, € "т Е, что и 3a- 
вершает доказательство. | 


ТЕОРЕМА 2. (Крулль). Пусть А — нётерово коммиутативное 
кольцо, м — идеал в А, Е — некоторый А-модуль конечного типа 
и Е— некоторый подмодуль в Е. Тогда m-a0uueckaa топология 
на Е индуцирована m-aduueckoü топологией на Е. 


Действительно из предложения 1 п” | следует, что фильт- 
рация, индуцированная Ha F м-адической фильтрацией Ha Ε, яв- 
ляется ш-хорошей; теорема следует теперь из предложения 4. 


Следствие. Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, M — 
идеал в нем, Е — некоторый А-модуль и Е — некоторый А-мо- 
Li конечного типа. Тогда любое А-линейное отображение 

: ЕЕ представляет собой строгий морфизм (Общая тополо- 
гия; 1969, гл. Ш, $ 2, n° 8) в m-aduueckux топологиях. 


Действительно, поскольку u(mrE) = mru(E), отображение и 
является строгим морфизмом модуля E на u(E) в м-адических 
топологиях на этих двух модулях; однако М-адическая тополо- 
rua на u(E) индуцируется м-адической топологией на модуле F 
в силу теоремы 2. 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΗΕ 5. Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, 
м — идеал в нем, Е— некоторый А-модуль конечного Tuna, 


с другой стороны, число flo таково, что ME» =. 


ЕЕ 
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Тогда замыкание Amz множества {0} в пространстве Е отно- 
n=1 

сительно щ-адической топологии представляет собой множество 

элементов x GE, для которых существует такой элемент mem, 

что (|1 — т)х = 0. 


Действительно, если х = MX при mem το x=m"xemE 
> со 


для любого целого п 20; следовательно, x GF — Пета. Об- 

n=0 
PaTHo, если x &F, то Ах содержится в пересечении окрестностей 
нуля в модуле Е; тогда из теоремы 2 следует, что ш-адическая 
топология на Ах, которая индуцируется м-адической топологией 
модуля Е, представляет собой наименее тонкую топологию. Так 
как множество MX является по определению некоторой окрест- 
_ ностью нуля в этой топологии, TO MX = Ах; следовательно, суще- 
ствует такое M ΕΞ M, что X = MX. 


Можно также сказать, что MF = F, так как для достаточно боль- 
moro n 


F=FNm"t!E=m(FN πι΄Ε) = шЕ; 
поскольку кольцо А нётерово, модуль Е является А-модулем конечного 


типа; достаточно, таким образом, применить следствие 3 предложения 4 
γη. [1.85 2 


Следствие (Крулль). Пусть А — нётерово коммутативное 


кольцо и m— какой-нибудь идеал в нем. Тогда идеал [Ἴπι" 
n=1 
совпадает с множеством тех элементов KE À, для которых Cy- 
ществует такой элемент mem, что (1 — т)х = 0. В частности, 
co 


для того` чтобы Г Ш” = {0}, необходимо и достаточно, чтобы ни 
n=1 
один элемент из | + м не являлся делителем нуля в А. 
Достаточно применить предложение 5 к случаю E =А.. 


Замечание. Предположение о том, что кольцо А является 
нётеровым, существенно для последнего следствия. Например, пусть А — 
кольцо бесконечно дифференцируемых отображений прямой В в себя, и 
пусть | m — (максимальный) идеал кольца À, образованный такими функ- 


циями |, что }(0) =0. Немедленно проверяется, что A представ- 
=0 

ляет собой множество тех функций f, для которых fin) (0) = 0 при лю- 

бом п > 0, и что среди них существуют такие функции, что [(х) #0 

при любом x ==0; например, такой ν᾽ Cr р, определенная _ 


формулой f(x) =e7"* при х=Е0 и 10) = 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть À — топологическое кольцо. Если для 
некоторого двустороннего идеала M кольца А топология, задан- 
ная на À, совпадает с щ-адической, то говорят, что M является 
идеалом определения топологии кольца А. 


Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, м — идеал в нем 
и t—ero корень’ (ru. II, $ 2, n° 6). Если ш’— идеал определе- 
ния Ш-адической топологии, то существует такое целое n> 0, 
что m” cm (8 2, n° 5); следовательно, m’ Ct. Обратно, так 
как кольцо А нётерово, существует такое целое À > 0, что. 
сш (гл. II, $ 2, n° 6, предложение 15), так что t является 
наибольшим идеалом определения т-адической топологии. 


3. Кольца Зарисского 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Густь А — нётерово коммиутативное кольцо. 
и ш— какой-нибудь идеал в нем. Тогда следующие свойства. 
эквивалентны: | 

a) идеал m содержится в радикале кольца A; 

6) всякий А-модуль конечного типа отделим в щш-адической 
топологии; 

в) Для всякого А-модуля Е конечного Tuna любой подмо- 
дуль в Е замкнит в ш-адической топологии модуля Е; 

г) любой максимальный идеал кольца А замкнут относи- 
тельно М-адической топологии. 


Покажем, что из а) следует 6). Предположим, что м содер- 
жится в радикале кольца А, и пусть Е — любой А-модуль ко- 
нечного типа. Если элементы ΧΕΕΕ и mem таковы, что. 
(1— m)x = 0, το x = 0, поскольку элемент | — т’обратим в À. 
Следовательно (n° 2, предложение 5), модуль Е отделим. 
в ШМ-адической топологии. 

Докажем, что из 6) следует в). Предположим, что усло- 
вие 6) выполнено. Пусть Е — какой-нибудь А-модуль конечного. 
типа и Р— подмодуль в Е. Тогда E/F — отделимый модуль 
в Ш-адической топологии, которая представляет собой фактор- 
топологию М-адической топологии на Е; следовательно, модуль. 
Е замкнут в E. 

Очевидно, что из в) следует г). Наконец, докажем, что из г) 
следует a). Из г) вытекает, что А-модуль A/a отделим в №-ади-. 
ческой топологии для любого максимального идеала A коль- 
ца А. Из этого получается, что м (А/а) == A/a, ибо в противном: 
случае ш-адическая топология Ha A/a была бы наименее тонкой 
и факторкольцо А/а равнялось бы нулю, что невозможно, ибо. 
А/а — поле. Канонический образ идеала m в A/a является, сле- 
довательно, идеалом кольца A/a, отличающимся от A/a; 
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следовательно, этот идеал равен 0. Таким образом, mCa, что 
и показывает, что идеал M содержится в радикале кольца А. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Гопологическое кольцо А называется коль- 
цом Зарисского, если оно коммутативно и нётерово и если су- 
ществует идеал M определения топологии на A, удовлетворяю- 

щий эквивалентным условиям предложения 6. 


Кольцо Зарисского обязательно отделимо (предложение 6) 
и всякий идеал определения его топологии содержится в ра- 
‘дикале этого кольца. 


Примеры колец Зарисского. 1) Пусть А — нётерово комму- 
тативное кольцо и Ш — какой-нибудь идеал в нем. Если А отде- 
лимо и полно в щ-адической топологии, то А представляет со- 
- бой кольцо Зарисского в этой топологии в силу леммы 9 $ 2, 
n° 13. - 

2) Любое факторкольцо А кольца Зарисского является 
кольцом Зарисского, ибо оно нётерово и, если Ш — идеал опре- 
деления кольца A, το m(A/b) = (м + b)/b содержится в радикале 
кольца A/b (Алгебра, гл. VIII, $ 6, n° 3, предложение 7). 

3) Пусть А — нётерово полулокальное кольцо и + — его ра- 
дикал. Тогда A, наделенное 1-адической топологией, является 
кольцом Зарисского. Именно эта топология будет подразуме- 
ваться (если не оговорено противное) во всех тех случаях, 
когда мы будем рассматривать нётерово полулокальное кольцо 
как топологическое кольцо. 


ПрЕДлОЖЕНИЕ 7. Пусть A, А’— два коммутативных кольца 
и h: АА’ — гомоморфизм этих колец. Предположим, что А 
нётерово и что А’ является А-модулем конечного типа (имеется 
в виду структура модуля, определенная гомоморфизмом Äh). 
Пусть m— идеал кольца А, и пусть π΄ = mA’. Тогда 

(i) для того чтобы ш’-адическая топология на А’ была отде- 
лимой, необходимо и достаточно, чтобы элементы множества 
1 + h(m)_ne являлись делителями нуля в A’; 

(ii) если кольцо А, наделенное т-адической топологией, пред- 
ставляет собой кольцо Зарисского, то кольцом Зарисского яв- 
ляется и кольцо А’, наделенное ш’-адической топологией; 

(iii) если гомоморфизм h инъективен (u, таким образом, 
отождествляет А с некоторым подкольцом в A’), то m’-aduue- 
ская топология кольца А’ индуцирует на А т-адическую топо- 
логию. 


Напомним, что ш’-адическая фильтрация на A’ совпадает 
с м-адической фильтрацией А-модуля A’ ($ 2, n° 1, пример 3). 
Следовательно, утверждение (1) является частным случаем пред- 
ложения 5 в n° 2, а утверждение (iii) — частным случаем Teo- 
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ремы 2 n° 2. Наконец, докажем (ii). Предположим, что À яв- 
ляется кольцом Зарисского в М-адической топологии, и пусть. 
Е’ обозначает некоторый А’-модуль конечного типа; этот мо- 
дуль имеет также конечный тип и над кольцом А и №-адическая 
фильтрация на E’ совпадает с ш’-адической. Следовательно, мо- 
дуль Е’ отделим в м’-адической топологии. Наконец, А-модуль. 
А’ нётеров, так что нётеровым является и кольцо А”; этим за- 
вершается доказательство того, что A’ — кольцо Зарисского. 


4. Отделимое пополнение нётерова кольца 


Пусть А — коммутативное кольцо, ш — идеал в нем и E— 


некоторый А-модуль. Обозначим через А и Е отделимые по- 
полнения кольца А и модуля Е соответственно относительно 
ш-адических топологий и через fe — каноническое отображение 


Ε-»Ε. Отображение (a, Χ)-» α[π(χ) множества AXE в E, яв- 
ляющееся А-билинейным, определяет некоторое А-линейное ото- 
бражение ак: А Qa Ε-»Ε, называемое каноническим. Пусть 


и: Е» Е — гомоморфизм А-модулей, и пусть ἃ: Е > Е- ото- 
бражение, получающееся из и при переходе к отделимым по- 


полнениям; для аеЕА ихеЕЕ имеем 
ор (а @ и(х)) =ajp (и (х) ) = ай (1. (х)) = й (ав (а ® χ)), 
иначе говоря, диаграмма 
A @,E АР 


ce | ler ; (4) 


E Bee à 
коммутативна. Наконец, из предложения 16 $ 2, n° 12, следуёт, 
что если Е — модуль конечного типа, то гомоморфизм яв ClOops- 
ективен. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, M — 
его идеал и Е, Ε, С — три А-модуля конечного типа. Тогда 


(i) если E— F—>G— точная последовательность А-ли- 
недных отображений, то точна и последовательность | Bats. 
EN PERS ES полученная при переходе к отделимым пополнениям 
(относительно т-адических топологий); 

(ii) каноническое А-линейное отображение ag: A@,E>E 
биективно; 


(iii) модуль А является плоским над кольцом А. 


Уже было показано, что и и 9 являются строгими морфиз- 
мами топологических групп (n° 2, следствие теоремы 2), 
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Следовательно, утверждение (i) вытекает из леммы 2 8 2, n° 12. 


Утверждение (ii) очевидно, когда E = À, а случай, когда Ε. 


является свободным А-модулем конечного типа, немедленно 
сводится к только что указанному. В общем же случае мо- 
дуль Е допускает конечное представление 


Lest: : 


(гл. I, $ 2, n° 8, лемма 8). Отсюда получается коммутативная 
‚диаграмма 


az | en = 
у у Υ 
L > Εᾱ-»0 


0 


Первая строка здесь точна (гл. I, $ 2, n° 1, лемма 1); в силу 
‘утверждения (i) точна и вторая строка. Уже известно, что ото- 
бражение «к сюръективно ($ 2, n° 12, предложение 16). С дру- 
той стороны, поскольку α; и а,’ биективны, a | @ о — сюръек- 
тивно, отображение ик инъективно в силу следствия 2 предло- 
‚жения 2 гл. I, $ 1, n° 4. Этим доказано (ii). 

Из утверждений (i) и (ii) теперь следует, что если a— 
‘идеал в кольце А (автоматически имеющий конечный тип), то 
каноническое отображение À @4a—> А инъективно, ибо яв- 
ляется композицией отображений A —> А и ар; это доказывает, 


что А— плоский А-модуль (ra. I, 8 2, n° 3, предложение 1). 


В условиях теоремы 3 модули А®.Е и Е часто отожде- 


ствляются При помощи канонического отображения ag. Если‘ 


u: E— Е— некоторый гомоморфизм А-модулей конечного типа, 


то гомоморфизм à: Е —>Е совпадает при этом отождествлении 
Ὁ гомоморфизмом 1@u ввиду коммутативности диаграммы (4). 


СлЕдстТвиЕ 1. Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, 
и — идеал в A u Е— некоторый А-модуль конечного Tuna, а Е 
и а — подмодули в Е. Наделим А, Е, Е u С m-aduueckumu топо- 


логиями, и пусть ἱ-- каноническое отображение модуля Е в Е. 
Тогда: 


F=A-i(F), (Е+ бл =F+G, (FNG =FNG 
(Е: G) =F: ἃ. 
Кроме того, если a и b— два идеала в А и если © = ab, то 
= αὖ. | 
_ Действительно, в силу теоремы 3, модули Ε, me. канониче- 
@KH отождествляются с Â@E, А® Е, А @ С, что и доказывает 


Le. 
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две первые формулы. Что касается третьей и четвертой формул, 
то они следуют соответственно из предложения 6 гл. I, $ 2, 


n° 6, и предложения 12 π’ 10. Наконец, так как а = Àj (а), 
$= Αἱ (0), c= Aj (c), TO 


с = Ai (ab) = Ai (a) i (6) = αὖ. 
СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, 


m— идеал в нем и А— отделимое пополнение кольца А отно- 
сительно щ-адической топологии. Если элемент a = не яв- 
ляется делителем нуля в А, то его канонический образ а’ в коль- 


це А также не является делителем нуля 6 А. 


Поскольку А — плоский А-модуль, следствие представляет 
собой частный случай предложения 3 (i) гл. I, $ 2, n° 4. 


СледствиЕ 3. Если А — нётерово коммутативное кольцо, то 
кольцо формальных рядов А[Х!,..., Anl] является плоским 
А-модулем. 


Действительно, кольцо формальных рядов является попол- 
нением кольца многочленов 


B = A[X,;, ...у Kel 


относительно мШ-адической топологии, где м — множество MHO- 
гочленов без свободного члена ($ 2, n° 12, пример 1). По- 
скольку В — нётерово кольцо (§ 2, n° 10, следствие 2 Teope- 


мы 2), кольцо А[[Хи,..., Xn]] представляет собой плоский B-Mo- 
дуль в силу теоремы 3, а так как В — свободный А-модуль, то 
` Α[Χι, ..., Х„ является плоским А-модулем (гл. I, 8 2, n° 7, 


следствие 3 предложения 8). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, 


ш_— идеал в нем, Ä— отделимое пополнение кольца А относи- 
тельно M- -адической топологии и j — каноническое отображение 


кольца А 6 À. Тогда: 
(1) А представляет собой кольцо Зарисского um= А. | (т) 
является идеалом определения кольца А. 


(ii) Сопоставление n—n=Ä-j(n) определяет биективное 
отображение множества максимальных идеалов кольца А, co- 


держащих M, на множестве максимальных идеалов кольца À, 


.—| 
а сопоставление ἢ -» [ (A) определяет обратное биективное ото- 


бражение. 
(iii) Пусть п— максимальный идеал в A, содержащий m. 


Тогда гомоморфизм j’: A, Ὃν ды ‘полученный из |, инъективен; 
если отождествить À, с некоторым подкольцом в Аз посред- 


- ee ig ЗА LE 
= 
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ством отображения |’, то (пА,)-адическая топология на Ay ока-` 
жется индуцированной п-адической топологией на Ας» а MHO- 


жество А, будет плотным в А; в смысле п-адической топо- 
логии. 


Докажем утверждение (i). Так как м — идеал конечного 
типа, то (m®)” =(m)* = ш" А ($ 2, n° 12, следствие 2 предложе- 
ния 16) и топология на А — это Ш-адическая ` топология. По- 
скольку Alm изоморфно A/m, это кольцо. нётерово и m= mA пред- 
ставляет собой A- -модуль конечного типа, так что нётеровым яв- 
ляется и кольцо А ($ 9, п” 10, следствие 5 из теоремы 2); 
наконец, поскольку кольцо А отделимо и полно относительно 
т-адической топологии, то À — кольцо Зарисского (п” 3, 
пример 1). 

Утверждение (ii) немедленно следует из того, что канониче- 


ский гомоморфизм A/m — Am, полученный из I биективен, 
а также из того факта, что любой максимальный идеал коль- 


ца À содержит M, так как А — кольцо Зарисского и, следова- 
тельно, его радикал содержит m (n° -8, предлюжение 6). 
Наконец, докажем iii). Поскольку n=j ' (и), имеет место 
включение HA D A-1 и j SES определяет HEKOTO- 
рый гомоморфизм Г’: À, Ae (гл. II, $ 2, n° 1, предложе- 
ние 2). Покажем, что гомоморфизм. Г инъективен. Пусть 
a= A, se A—n— такие элементы, что j (a/s) = j(a)/j(s) = 0. 
‚ Следовательно, ‘существует такой элемент SE Аи, что 
$1 (а) =0 (ra. II, $ 2, n° |, замечание 3) и аннулятор элемента 
j(a) в кольце А не содержится, таким образом, B N. Однако, 
ci $ — аннулятор элемента а в кольце А, то аннулятор эле- 
мента [(α) в кольце À paBeH $ (следствие 1 теоремы 3). Следо- 


вательно, bn, в силу чего a/s = 0. 
Кроме того, имеет место коммутативная диаграмма 


A/n* a Ann An)” 


"| κ ᾶ | (5) 
Aju’ — > Аз (А γ 


в которой À и h’ определяются гомоморфизмами j и j’ соответ- 
ственно и в которой горизонтальные стрелки — это канониче- 
ские изоморфизмы из предложения 9 гл. II, $ 3, n° 3. Так как 
и^ — открытый идеал в А (ведь он содержит m*), то гомомор- 
физм h биективен и, следовательно, биективен и A’. Это пока- 
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k so | ^^ Е 
зывает прежде всего, что (пА,)‘=]” ((nA:)*), так что тополо- 
гия на À, индуцирована топологией на Аз; кроме того, 
~~ “ans k 
А; =А, + (и4А;)’° при любом Е>0, в силу чего À, всюду 


и 
плотно в Аз. 


СледствиЕ. Пусть А — нётерово локальное (соответственно 
полулокальное) кольцо и m— его радикал. Тогда А также яв- 
ляется нётеровым локальным (соответственно полулокальным) 


кольцом, радикал которого равен M. 


В самом деле, кольцо А нётерово в силу предложения 8 (1), 
а остальное следует из предложения 8 (1) и третьей формулы 
следствия | теоремы 3. 


_ 5. Пополнение кольца Зарисского 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть А — нётерово коммутативное кольцо 
и ш— его идеал; наделим.-А щ-адической топологией. Для того 
‘чтобы кольцо А было строго плоским А-модулем, необходимо и 
достаточно, чтобы А было кольцом Зарисского. 


В самом деле, для всякого А-модуля М конечного типа ка- 
ноническое отображение M>M®,A отождествляется с кано- 
ническим отображением M—M модуля М в его пополнение 
относительно М-адической топологии (n° 4, теорема 3); ядро. 


этого отображения представляет собой, следовательно, замы- 
кание множества {0} в модуле М относительно этой топологии. 


Так как уже известно, что А является плоским А-модулем (n° 4, 
теорема 3), предложение вытекает из описания строго плоских 
модулей (гл. I, $ 3, n° 1, предложение 16)) и из описания колец 


Зарисского (n° 3, предложение 6). 
Если А — кольцо Зарисского и Е — некоторый А-модуль ко- 


нечного типа, то можно (благодаря предложению 9) отожде- 
ствить E с некоторым подмножеством в E при помощи канони- 
ческого отображения JE: E-+ É. С учетом этого отождествления 
имеем 


_ СледствиЕ 1. Пусть А — кольцо Зарисского, Е — некоторый 
А-модуль конечного типа и Е — подмодуль в Е. Тогда 


F=FNE=(AF)NE. 


Это частный случай предложения 10 (ii) гл. I, $ 3, n° 5; 
впрочем, этот результат может быть получен и из предложе- 


ния 6 n° 3. 
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СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть А — кольцо Зарисского и Е — некоторый 
А-модуль конечного типа. Если Е — свободный А-модуль, то 
свободным является и А-модуль Е. 


Пусть Ш — идеал определения кольца A, который, следова- 
тельно, содержится в радикале этого кольца. Воспользуемся 
критерием из предложения 9 гл. II, $ 3, n° 2; каноническое 


отображение jp: Е —> Е определяет некоторое биективное ото- 
бражение ip: E/mE — E/(mE)”; аналогичным образом канониче- 
ское отображение ja: А->А определяет некоторое биективное 
отображение i,: Alm — Am, ‚представляющее собой изомор- 
физм колец. Мы имеем (mE) = A-mE=mE (n° 4, теорема 3), 


так что’ ᾿ἘΚπιΕΥ наделен структурой (А/т)-модуля и, следова- 
тельно (с помощью отображения ia), структурой | (A/n)- -модуля. 
Немедленно устанавливается, что {А представляет собой (A/m)- 
линейное отображение, так что оно является изоморфизмом 
(А/ш)-модулей. Поскольку E/mE есть свободный (A/m)- -модуль, 
то свободным является и (А/м)-модуль E/mE. 

Кроме того, пусть 5: м ® „E— Е — канонический гомомор- 
физм; поскольку (т ®лЕ) 8,4 канонически отождествляется 


ς m ® à -Еи Е®.А с Е (n° 4, теорема 3), TO из предложения 


о том, что E является свободным А-модулем, следует, что ΓΟΜΟ- 
морфизм υθ]: πι 602 ЕЁ инъективен. Так как кольцо Α 


является строго плоским А-модулем (предложение 9), то οτ- 
сюда следует, что инъективен гомоморфизм Ὁ (гл. I, $ 3, n° 1, 
предложение 2), и, таким образом, условия, при которых можно 
применять упомянутый критерий, установлены. 


СледствиЕ 3. Пусть А — кольцо Зарисского, имеющее целост- 


‘ное пополнение À, и пусть а— идеал в А. Если идеал ade À 


является главным, TO главным является и идеал а. 

Это частный случай следствия 2. 

СЛЕДСТВИЕ 4. Пусть А — кольцо Зарисского, имеющее це- 
лостное пополнение À, пусть L—none частных кольца À u 
К < Г. — поле частных кольца А. Тогда АПК=А. | 

Очевидно, что AC АПК, с другой стороны, пусть хЕАПК; 


тогда x = a/b,a, b = À; нам нужно показать, что x E À, τ. е. что 
(Аа: АБ). Ab = Аа. Положим (Аа: AR: Ab = b — некоторый 


идеал в А. В силу следствия теоремы 3 n° 4, имеем (Αα: Ab) x 
X Ab =u, с другой стороны, (Aa: Ab). Ab = Aa, так как α/ὂ = 


= À. Следовательно, b = Аа. Поскольку Ende b (в силу след- 
CTBHA |), то. Аа Cb; обратное включение очевидно. 
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СЛЕДСТВИЕ 5. Пусть. А — нётерово коммутативное кольцо, в. 
Е — два А-модуля конечного типа u и: Е > F — некоторый А-го- 
моморфизм. Для любого максимального идеала ш кольца А 
обозначим через A(m) (соответственно через Е (т), F(m)) отде- 
лимое пополнение кольца А (соответственно модулей Е, Е) οτ- 
носительно щ-адической топологии и через и (м): E (m) —.F (m) — 
гомоморфизм, соответствующий гомоморфизму u. Для того 
чтобы и был инъективным (соответственно сюръективным, биек- 
тивным, нулевым), необходимо и достаточно, чтобы u(m) обла- 
дал этим свойством при любом максимальном идеале т 
кольца А. 


В самом деле, уже известно, что для инъективности U (со- 


ответственно для сюръективности, биективности, обращения 


в нуль этого отображения) необходимо и достаточно, чтобы 
этим же свойством обладал гомоморфизм Um: Em > Fm ‚при лю- 
60M максимальном идеале m кольца А (гл. II, $ 3, n° 3, тео- 
рема 1). Теперь заметим, что Am представляет собой нётерово 
локальное кольцо (гл. II; $ 2, n° 4, следствие 2 предложения 10); 
следовательно, оно является кольцом Зарисского и имеется ка- 
нонический изоморфизм А-алгебр An—> Alm) (8 2, n° 13, пред- 
ложение 18). С другой стороны (начало n° 4), имеет место ком- 
мутативная диаграмма 


En 81, Α(π)-»ΕΘαΑ(π) > Е (т) 
um ® | be: ae 
у у 
Για, А (Ш) > F @4A(m) > Е (m) 


в которой горизонтальные стрелки слева существуют в силу ас- 
социативности. тензорного произведения и наличия изоморфиз- 
мов En Е @ à Am Fm— F @ 1 An. Поскольку Е и F суть А-мо- 
дуля конечного типа, из теоремы 9 n° 4 следует, что горизон- 
тальные стрелки указанной диаграммы являются изоморфиз- 
мами. Следовательно, все, что остается доказать, — это эквива- 
лентность инъективности (соответственно сюръективности, би- 
ективности, обращения в нуль) гомоморфизма иш и инъективно- 
сти (соответственно сюръективности, биективности, обращения 


в нуль) гомоморфизма Um © 1. Но это следует из того, что Am 
(а потому и А(м)) представляет собой строго плоский Am-MO- 
дуль в силу предложения 9 (гл. Ι, $ 3, n° 1, предложения | и 2). 

ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 10. Пусть А, В— два кольца Зарисского, А, 
В— их пополнения, НЕ À — B— некоторый непрерывный гомо- 


морфизм колец и 7: А-> В — гомоморфизм, получаемый из f 
при переходе к пополнениям. Тогда, если | биективен, А-модуль 
В является строго плоским. 


9 Н. Бурбаки 
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Так как кольца А и В отделимы, то условие, что отображе- 


ние f биективно, означает прежде всего, что инъективно ото- 
бражение |. Отождествляя_ (алгебраически) А и f(A) посред- 


ством гомоморфизма f u Ас В посредством гомоморфизма ἢ 
мы получаем включения ACBCA=B; известно, что À яв- 
ляется строго плоским А-модулем и одновременно строго пло- 
ским В-модулем (предложение 9). Отсюда получается, что В — 
строго плоский А-модуль (гл. I, $ 3, n° 4, ‘замечание 2). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть A нётерово локальное кольцо, M — 
его максимальный идеал, А— его m-aduueckoe пополнение u 


В — такое кольцо, что AC BCA. Предположим, что В есть ло- 
кальное нётерово кольцо, максимальный идеал п которого удов- 
летворяет равенству п = мВ. Тогда 


né = АВ = ПВ 


при любом В 1, п-адическая топология на В индуцируется 
ш-адической топологией на А, В является строго плоским А-мо- 


дулем и существует изоморфизм А на п-адическое пополнение В 
кольца В, который продолжает каноническое вложение A — B. 


Достаточно проверить соотношение né = m? ПВ, так как при 
условии, что В плотно в А и п-адическая топология индуци- 


руется т-адической, последнее утверждение вытекает из след- 
ствия | предложения 18 из Общей топологии, 1968, гл. II, $ 3, 
n° 9; что касается предпоследнего утверждения, то оно выте- 


кает из предложения 10. Инъективный гомоморфизм ja: Я 


(соответственно jz: B — À) определяет при переходе к фак- 
торкольцам вложение La! Ат ῃ Α) > A/m (соответственно 


ie B/(m NB)> Alm). Известно, что m) A=ın H что ἐ; биективно, 
так что биективно и ig, и это доказывает, что B/(n 1 В) AB- 
ляется полем; следовательно, m ῃ Β — максимальный идеал в В, 


и тем самым шПВ=и. Поскольку A=A+m, имеют место 
равенства В = А+и= А+ В; с помощью индукции по À полу- 
чается, что B=A+m*B=A+n* при любом Е>1. Поскольку 
и" < ПВ, достаточно доказать, что и ПВс- ий; если be 
= m* П В, то можно записать b =а- г, где a= À, zen*. Отсюда 
следует, что a=b-zemN А=ш с и ben, 
* Важный случай, к которому применимо предложение 11, состоит 
в следующем: В — кольцо целых рядов от п переменных над полным 


нормированным полем К, сходящихся в окрестности нуля, А — локаль- 
ное кольцо 


K[X:;, ... Xnly 
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где ) — максимальный идеал, образованный многочленами без свобод- 
ного члена, и А — кольцо формальных рядов Κ][Χι,..., Xi + 


Замечание. Локальное кольцо В, для которого AB Аи 
максимальный идеал M которого равен идеалу mB, a 1-адическая топо- 


логия на котором индуцируется 'Ш-адической топологией кольца À, He 
обязано быть нётеровым (упражнение 14). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть А — нётерово коммиутативное кольцо, 
ш — идеал в А, S— мультипликативная система 1 +m в А и 
Е — некоторый А-модуль конечного типа. При этих условиях 

(i) S-'A представляет собой кольцо Зарисского в (S—'m) -adu- 
ческой топологии. 

(ii) Каноническое отображение f: Ε-».5-!Ε непрерывно, если 
модуль Е наделен m-aduueckoü топологией, а модуль ST'E на- 


denen (S-Im)-aduueckoü; отображение f: E>(S'E) является 
изоморфизмом. 


Любой элемент из 1 + (S-!m) имеет BHA 
l+(m/1+m))=(l+m+ m’)/(l + m), 


re mem u m’ em; следовательно, этот элемент обратим 
в S-!A, в силу чего S-Im содержится в радикале кольца $-!А; 
поскольку S-!A нётерово (гл. II, $ 2, n° 4, следствие 2, пред- 
ложения 10), 5ΓΙΑ͂ является кольцом Зарисского в (S—'m)-anH- 
ческой топологии, чем доказано (i). Докажем утверждение (ii). 
Для любого п > 0 имеют место равенства 


(Sm E)=F (ST (Е) ) = "Е; 


действительно, прежде всего очевидно, что }(πΕ) <= 5-!πι"Ε; 
обратно, пусть X — элемент из F(S"'m”E): следовательно, 
существуют элементы m’, m” идеала m и x”e=m"E, такие, что 
(l+m’)((l4+m”’)x—x”)=0, откуда (l—m)x=x’ при m= 
= — (т’ + т” + тт”) Ем и x’ =(1+m)x"em"E; отсюда по- 
лучаем, что 


x=(l+m+... + т" х’+ mx eS mE. 


Это доказывает, что f — строгий морфизм. Кроме того, ядро ото- 
бражения f, являющееся множеством тех хеЁ, для которых 
существует $ =5, удовлетворяющий равенству sx = 0, отожде- 
ствляется с ядром канонического отображения |: E>E (n° 2, 
предложение 5). Следовательно, имеется топологический изо- 
морфизм fo: j(E)—fÎ(E), для которого ] = fosf; так как piss 
топологический изоморфизм, то остается показать, что f(E) 
плотно в S~'E. Но всякий элемент из модуля SIE записывается 
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в виде х/(1 — m), где mem, и немедленно проверяется, что 


х/(1 — т) = ( (Πἠ-πιἠ-... + m"!) x)/1 (mod S~'m"E). 
Доказательство закончено. 


Упражнения 

1) а) Пусть К — поле характеристики р > 0, В — кольцо формальных ря- 
дов с коэффициентами в К относительно двух бесконечных систем перемен- 
ных (Xn), (Yn), имеющих лишь конечное число членов данной степени ($ 2, 


. упражнение 12). Кольцо В является локальным и отделимым относительно 


ш-адической топологии, где м — максимальный идеал в нем. Пусть 6 — замк- 


нутый идеал кольца В, порожденный одночленами Х;У; для i 20, 0<]<ь,. 


пусть À — локальное кольцо В, отделимое относительно й-адической. тополо- 
гии, где п = m/b — макенмальный идеал этого кольца. Пусть с — элемент из А, 


равный классу mod b суммы Σ χα Показать, что для Καὶ > 3 имеет место 
=! 
соотношение и^ Г] (Ас) 9 и?с de. тем более не может иметь место равенство 


п? (π7ξῃ (Ac) = n?**? ῃ (Ac). 


6) Пусть C’ — коммутативное кольцо, которое как множество совпадает 
с A XA и умножение в котором определяется так: (а, x) + (a’, x’) = (аа’, αχ’ + 
+ а’х). Пусть С — подкольцо АХ (Ас) кольца C’; кольца Си C’ являются 
локальными, максимальные идеалы их обозначаются через 1 u 1’; кольцо С” 
представляет собой С-модуль конечного типа. Показать, что 1 = N С, Ho то- 
пология, индуцированная на С #’-адической топологией, не является 1-адической. 

2) Пусть А — целостное нётерово кольцо, не являющееся полем, К — его 
поле частных и М — идеал в À, отличный от А. Тогда м-адическая топология 
кольца А He индуцирована М-адической топологией поля К, а эта последняя 
не является отделимой. 

*3) Если А — кольцо недискретного нормирования ранга | (гл. VI) H 
ш — его максимальный идеал, то À не является отделимым в -адической TO- 
пологии, причем замыкание множества {0} равно M. 

Ч 4) Пусть А — полулокальное кольцо и х — его радикал. Для того что- 
бы А было нётеровым, необходимо и достаточно, чтобы всякий идеал кольца А 
был замкнут относительно 1-адической топологии и чтобы всякий максималь- 
ный идеал кольца А имел конечный тип. (Если эти условия выполнены, пока- 


зать, что отделимое пополнение А кольца А нётерово, используя при этом 
следствие предложения 19 $ 2, n° 13, и следствие 5 теоремы 1 n° 10. После 
этого обратить внимание на то, что 1-адическая топология на А отделима, и 
на то, что существует возрастающее инъективное отображение множества 


идеалов кольца А в множество идеалов кольца А.) 

Ч 5) Пусть А — нётерово коммутативное кольцо и Ш — его радикал. 

а) Для того чтобы А было строго линейно компактно относительно линей- 
ной топологии Я’ ($ 2, упражнение 19), необходимо и достаточно, чтобы А 
было полулокальным и полным относительно М-адической топологии; при вы- 


полнении указанных условий топология Я’ обязательно совпадает с М-адиче-. 


ской. (Воспользоваться упражнением 21r) $ 2 и упражнением 22а) $ 2, 
а также предложением 6 ὃ 3, n° 3.) 

6) Для того чтобы кольцо А было линейно компактным относительно ли- 
нейной топологии J, необходимо и достаточно, чтобы А было полулокальным 


_И полным относительно Ш-адической топологии и чтобы топология Я была 


тоньше Ш-адической. (Для доказательства достаточности этого. условия вос- 
пользоваться предложением 6 из n° 3. Для доказательства необходимости све- 
сти рассмотрение к случаю, когда А — локальное кольцо, использовав упраж- 
нение 21r) из $ 2. Рассмотреть сначала случай, когда ZF — дискретная топо- 
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логия, и заметить, что А тогда линейно компактно относительно м-адической 
топологии. Общий случай свести к рассмотрению случая, когда Я — мини- 
мальная топология ($ 2, упражнение 18в)); показать, что тогда кольцо А 
строго линейно компактно и применить критерий у) из упражнения 19а)_ 8 2 
и упражнение 186) $ 2.) 

6) Пусть А — целостное нётерово локальное кольцо, ш — его максималь- 
ный идеал и К — поле частных. Предположим, что А полно относительно 
ш-адической топологии. Рассмотрим на А некоторую линейную топологию Я’, 
более тонкую, чем Ш-адическая топология. Показать, что если Я” — линейная 
топология на поле К, фундаментальная система окрестностей нуля которой 
образована окрестностями нуля в кольце А относительно топологии Я’, το 
J” согласована со структурой поля на К и К полно относительно Я”. 

7) Пусть А — нётерово коммутативное кольцо и Е — некоторый А-модуль. 
Наделим кольцо А топологией Я „(А) ($ 2, упражнение 24) и обозначим 
через Я’’„(Е) линейную топологию модуля Е, фундаментальная система окре- 
стностей нуля которой образована подмодулями GE, где в пробегает фундамен- 
тальную систему окрестностей нуля топологии Я`„(А), образованную идеала- 
ми кольца А. Показать, что если Е является модулем конечного типа, то Е — 
отделимый топологический А-модуль ‘(относительно топологий Ят(А) и 
J „(Е)), любой подмодуль которого замкнут. Любая фундаментальная систе- 
ма окрестностей нуля топологии 7 m(E) в этом случае образована подмоду- 
лями F модуля Е, такими, что E/F представляет собой. модуль конечной 
длины; при этом для любого подмодуля М модуля Е топология Я πι (M) инду- 
цируется топологией 7m (ЕЁ). 

all 8) Пусть À — нётерово полулокальное кольцо, N— его нильрадикал (KO- 
торый является наибольшим нильпотентным идеалом кольца А) и ш радикал 
в À. Показать, что если кольцо А (будучи наделенным №-адической тополо- 
гией)’ таково, что А/и — полное кольцо, то полно и само А. (Свести рассмот- 
рение к случаю, когда N порожден единственным элементом с, таким, что 

= 0; с помощью упражнения 9 из Общей топологии, 1969, гл. III, $ 3, свести 


все к доказательству того, что модуль 1 = Ас полон, и использовать тот факт, 


что й является (A/n) -модулем. ) 
‚1 9) a) Пусть А — кольцо Зарисского, м — идеал определения кольца А, 


В — кольцо, которое является А-модулем конечного типа и для которого спра- 
ведливы включения А < В cA. Показать, что если модуль МВ открыт в В 


относительно топологии, индуцированной топологией кольца À, то обязательно 
имеет место равенство BA (воспользоваться леммой Накаямь). 
*6) Пусть А — коммутативное нётерово кольцо и М — какой-либо идеал 


в нем. Показать, что если отделимое пополнение А кольца А относительно 
ш-адической топологии является А-модулем конечного типа, TO А полно отно- 
сительно М-адической топологии (свести все к случаю отделимого кольца 4; 
воспользоваться предложением | и теоремой 1 гл. У, $ 2, n° 1, для того чтобы 
показать, что А является кольцом Зарисского относительно м-адической TONO- 
логии, и закончить доказательство с помощью пункта a)).* 

10) Пусть А — кольцо Зарисского, М — идеал определения топологии А 
и. Е — некоторый А-модуль конечного типа. Показать, что если Е является 
А. -модулем, допускающим систему образующих из г элементов, то А-модуль E 


обладает системсй образующих из г элементов (заметить, что E/mE и. E/mE 
изоморфны и воспользоваться следствием 2 предложения 4 гл. П, $ 3). Имеет 
ли место этот результат, когда модуль Е не предполагается модулем конеч- 
ного типа (ср. упражнение 9)? Будет ли этот результат верен, когда пред- 
полагается лишь нётеровость кольца А (взять А = 2)? 

11) Пусть А — кольцо Zp целых р-адических чисел (р — простое число), 
наделенное р-адической топологией, в которой оно представляет собой полное 


кольцо Зарисского. Пусть E обозначает А-модуль AN), наделенный р-адиче- 
ской топологией. 
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а) Показать, что пополнение E модуля Е отождествляется с подмодулем 
модуля А“, образованным последовательностями элементов (аи) ем KOJIB- 


ца A, такими, что lim аи =0. 
n> © | 
6) Пусть en есть пП-й вектор канонического базиса модуля Е. Рассмот- 
рим в Е подмодуль F, порожденный векторами €on—1, и подмодуль G, порож- 


денный векторами p" eon — on (n> 1). Показать, что топологии, индуциро- - 


ванные на Ри С р-адической топологией модуля Е, представляют собой р-ади- 


ческие топологии модулей Γ и С, но Tem не менее в E имеет место COOTHO- 
шение 


Е+С == Е+ 0. 
co 
в) Пусть в модуле Е взяты элементы а, = Li pe eof (r > 0); пусть 
= n=0 
Н — подмодуль модуля Е, порожденный элементами а, (г = 0). Показать, 


что на Н топология, индуцированная р-адической топологией модуля E, яв- 


ляется р-адической топологией модуля H, но ЕПН == ЕПН. 

‘г) Пусть L— подмодуль модуля Е, порожденный элементами p”e,. По- 
казать, что на L топология, индуцированная р-адической топологией MO- 
дуля Е, отличается от р-адической топологии модуля L. 

12) а) Пусть. А — нётерово коммутативное кольцо, My, Ш› — два идеала 
этого кольца, содержащиеся в его радикале. Пусть А; — пополнение кольца А 
относительно Ш;-адической топологии. Если Ш! C Πρ, то показать, что тожде- 
ственное отображение кольца А продолжается по непрерывности до инъектив- 
ного представления кольца A, в кольцо Ay (ср. Общая топология, 1969, τη. III, 
$ 3, n° 5, предложение 9). 

6) Пусть n = Am, Показать, что если канонически отождествить A; с He- 
которым подкольцом в Ао, TO А отождествится с пополнением кольца À: 
относительно й-адической топологии. 

13) Пусть А — нётерово локальное кольцо с максимальным идеалом M и 


В — такое кольцо, что ἃς BCA, Предположим, что В является локальным 
нётеровым кольцом с максимальным идеалом N (ср. упражнение 14). 


a) Показать, yro.n= BNm и ΒΞΑ͂ 5. Если, кроме того, имеет MeCTO 


равенство и? = В []Ш?, то п = Bm (заметить, что в этом случае и = Ви + n?). 
6) Пусть К — поле, С — кольцо многочленов KIA], у — простой идеал СХ, 
А — (нётерово) локальное. кольцо С, и ш— его максимальный идеал; попол- 


нение А отождествляется с кольцом формальных рядов K[[X]] (n° 4, предло- 


жение 8). Пусть и = u(X) — некоторый элемент из À, трансцендентный над 
полем рациональных дробей К(Х) (ср. Алгебра, гл. У, $ 5, упражнение 13, 
или Теория функций действительного переменного, гл. III, § 1, ‚упражне- 


ние 14а)), не имеющий свободного члена; пусть В — подкольцо в À, образо- 
ванное дробями 
P(X, и(Х) 19 (Х, и(Х) ), 


где Ри 9 — многочлены из Κ[Χ, У], такие, что О (0, 0)-==0. Показать, что В 
является нётеровым локальным кольцом, содержащим À, максимальный идеал 
п которого порожден элементами X и и(Х); однако й-адическая топология 
на В строго грубее м-адической, но строго тоньше, чем топология, индуциро- 


ванная на B Ш-адической топологией на À. 

в) Сохраняя определения пункта 6), обозначим через В” подкольцо коль- 
ца В, порожденное кольцом А и элементом и(Х). Показать, что В” не яв- 
ляется локальным кольцом (заметить, что’ В” [Г] п представляет собой макси- 
мальный идеал в В’, однако в В’ имеются элементы, не обратимые в В’ и не 
принадлежащие идеалу В’ ἢ и). 
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{ 14) Пусть Кр— поле, С — кольцо КИ, У], 9 — максимальный идеал 
СХ + СУ кольца С, А — локальное кольпо Cy, 11 — его максимальный идеал, 


en 


‚ А — пополнение кольца À, которое отождествляется с кольцом формальных 

рядов K[[X, У]] (n° 4, предложение 8). Пусть В — подкольцо кольца A, обра- 

зованное формальными рядами типа Xf/(X, Y)+(P(Y)/Q(Y)), где fE À и где 

Ри Q — такие два многочлена из K[Y], что © (0) = 0. 

а) Показать, что ACB, что В представляет собой локальное кольцо, 
максимальный идеал N которого равен Bm, и что n* = Ви при любом целом 
Е >|; следовательно, кольцо В всюду лоно в А и топология, индуцирован- 

ная на В м-адической топологией кольца À, является й-адической. 

6) Показать, что в кольце В идеал №, порожденный всеми элементами 
вида XAf(Y), где [(У)е К [У], не является идеалом конечного типа (ср. 
Алгебра, гл. У, $ 5, упражнение 13) и, следовательно, кольцо В не является 
нётеровым, хотя кольца B/n и ог(В) = er(A) нётеровы и  — идеал конечного 

en 

типа. Имеет место равенство b = ВПАХ и В представляет собой замыкание 

в В главного идеала ВХ (не замкнутого); наконец, В не является плоским 

А-модулем и В = À не является плоским модулем над В (воспользоваться 

предложением 9, гл. 1, 8 3, n° δ). 4e | 

в) Пусть f(Y)— обратимый формальный ряд кольца К [[У]], не являю- 
щийся элементом поля Κ(Υ). Если € — идеал, порожденный в В элементами À 
и X/(Y), то доказать, что Ha © и-адическая топология строго тоньше той топо- 
логии, которая индуцируется на € П-адической топологией кольца В. Показать, 
что каноническое отображение В © 3 с->с (где € — пополнение © относительно 
п-адической топологии) не является инъективным (рассмотреть образы эле- 
ментов { (У) ©Х и 169 ХЕ(Т); для того чтобы показать, что эти два элемента 


различны в В © р с, следует рассмотреть это тензорное произведение как фак- 


торкольцо тензорного произведения BQ К (У) с). 

г) Пусть р (У), № (У) — два таких обратимых формальных ряда из К [[Y]], 
что 1, ри fa образуют линейно независимую систему над K(Y). Пусть ει, Co — 
два главных идеала кольца В, порожденных элементами Хр (У) и ХЬ(У) 
соответственно; И-адические топологии на {Ι и (2 совпадают соответственно 
с топологиями, индуцированными топологией кольца В; замыкания Cy и Co 
этих идеалов в А = В совпадают с главным идеалом АХ кольца А. Вывести 
отсюда, что замыкание идеала ©: Пс» в А не равно идеалу (16; и что 


замыкание идеала C1 :Co в А не равно идеалу Cy : Co. Ri 

15) а) Пусть А — целостное нётерово кольцо, м — идеал в А и A—or- 
делимое пополнение кольца А относительно М-адической топологии. Показать, 
что если М — некоторый А-модуль без кручения, то для любого элемента b, 
He являющегося делителем нуля в À, гомотетия умножения Ha В в А-модуле 
ΑΦΜ инъективна. (Свести рассмотрение к случаю, когда М является мо- 


дулем конечного типа; в этом случае существуют максимальная свободная 


система (т,) _, в модуле М и элемент a GA, для которых при любом 
Isis | 


me M имеет место равенство ат = Ура jmp где aj =A; следовательно, для 
πὶ : Zr 
всякого хе A®,M имеем ax = > b,@m,, где δ; = А; воспользоваться Te- 
j 


перь тем, что A — плоский А-модуль.) 

- 6) Пусть К — алгебраически замкнутое поле характеристики нуль и В — 
кольцо многочленов К [X, У]; пусть P(X, У) = Х (Х? + У?) + (X? — Y?). Показать, 
что идеал ВР прост в кольце В; рассматривается факторкольцо А == В/ВР, 
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являющееся нётеровым и целостным. Пусть M — максимальный идеал кольца À, 
равный каноническому образу максимального идеала n = BX + ВУ кольца В. 


Показать, что отделимое пополнение А кольца А относительно Ш-адической 
топологии не является целостным (обратить внимание на то, что в кольце 
формальных рядов К [[Х, У]] элемент Р представляется в виде произведения 
двух формальных рядов («двойная точка неприводимой кубической кривой»)). 

16) Пусть А — нётерово коммутативное. кольцо, Ш — идеал в А и E — 
некоторый А-модуль конечного типа, наделенный Ш-адической топологией. Для 
любого бесконечного множества [ обозначим через Е: множество семейств 
CA элементов модуля Е, для которых lim x; =0 по фильтру дополнений 


к конечным подмножествам множества J. Это подмодуль А-модуля ET. 
а) Показать, что если 0 —+ E’— E> E” >= 0 — точная последовательность 
А-модулей конечного типа, то соответствующая последовательность 0-Е, -> 


ΑΡ 
—> E,—>E£, >0 точна. 

6) Построить канонический А-гомоморфизм A,@,E—>E, для произволь- 
ного А-модуля E и показать, что он является изоморфизмом (сначала прове- 
рить это, когда Е — свободный модуль, а затем применить а)). 

в) Получить из 6), что А; является строго плоским А-модулем. 

17) а) Пусть Кр— поле, A=K[[X,,..., Xn]] — кольцо формальных 
рядов от п переменных с коэффициентами из К и У — некоторое векторное 
пространство над К. Сохраняя обозначения примера 1 $ 2, n° 6, будем счи- 

п 


тать, что V[[X1, ..., XA]] — векторное пространство УМ наделенное струк- 
турой А-модуля, определенной формулой Ха") (va) = (wo), где ша= 
η 4 a 


== >; Cary. Показать, что если У допускает базис с множеством индексов /,- 


_ В+у= 
то А-модуль V[[X;, ..., Xn]] изоморфен модулю A! при условии, что [— 
конечное множество, и А-модулю Аг, определенному в упражнении 16, если 


I бесконечно. Вывести отсюда, что VIA}, ..., Xn]] является плоским А-мо- 


дулем и даже строго плоским, если У не равно нулю. 

6) Пусть L — расширение поля К. Вывести из a), что кольцо формальных 
рядов L[[X:, ..., Хи] является строго плоским модулем над кольцом 
Κ[Χι, ..., Χα]. Если Ё имеет конечный ранг над К, то кольцо Ι.[[Χι, ... 
..., Хи] изоморфно LOL К [X +--+» X,]]- 

в) Если Г — алгебраическое расширение поля К, то показать, что кольцо 
С [[Хь..., Xn]] является строго плоским модулем над кольцом 


LOLKI[X,;..., À,]] 


(рассмотреть L как индуктивный предел подрасширений конечного ранга над 
К и воспользоваться предложением 9 гл. 1, $ 2, n° 7). Вывести отсюда, что 
кольцо B=L®, K{[X,, ..., À,]] Является локальным и нётеровым, a его 


пополнение отождествляется. с L[[X1, ..., Xn]]. Для того чтобы В = В, не- 
обходимо и достаточно, чтобы либо п == 0, либо [L : К] < +. 

ФТ 18) Пусть А — локальное кольцо с максимальным идеалом M; говорят, 
‘что некоторый А-модуль М является квазиконечным, если M/mM представляет 
собой векторное пространство конечного ранга пад полем вычетов À = A/m. 
-В частности, если кольцо А целостное, то его поле частных К является квази- 
конечным А-модулем. 

а) Показать, что если кольцо А нётерово и если М — квазиконечный 
`А-модуль, TO его отделимое пополнение М относительно М-адической тополо- 


‘тии представляет собой А-модуль конечного типа (применить следствие 2 
предложения 14 8 2, n° 11). В частности, если кольцо А полно и М отделим 


м ОИ 
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относительно М-адической топологии, то М является А-модулем конечного 
типа. | 

6) Пусть В — второе локальное кольцо, й— его максимальный идеал, 
ф: A— В — локальный гомоморфизм и М — некоторый В-модуль конечного 
типа. Показать, что если В нётерово и если М — квазиконечный А-модуль, то. 
Ш-адическая и И-адическая топологии Ha М совпадают. (Заметить, что M/mM 
является В-модулем конечной длины, и вывести отсюда, что если b — аннуля- 
тор В-модуля M/mM, το V(b) = {п} в Spec(B) и, следовательно, У (мВ + 5) = 
== {1}. Закончить доказательство с помощью следствия 2 предложения 11 
гл. II, $ 4, n° 3.) | 

в) При предположениях пункта 6) показать, что если MO, то B/b 
является квазиконечным А-модулем (заметить, что M = ВМ и что M/nM пред- 
ставляет собой векторное пространство конечного ранга над À; вывести от- 
сюда, что B/t имеет конечный ранг над полем À). | 

Т 19) Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, м — идеал в Ди $ — 
мультипликативная система в A. Наделим кольцо А Ш-адической топологией. 

а) Показать, что кольцо A{S-!} ($ 2, упражнение 27) является плоским 
А-модулем. 

6) Пусть S’— другая мультипликативная система кольца A, содержа- 
щаяся в S. Показать, что А4{$-!} представляет собой плоский (A{S’-'}) -модуль 
(воспользоваться упражнением 27г) § 2). 

в) Показать, что A{S-1} является плоским А;}-модулем ($ 2, упражне- 
ние 27ж)). 

г) Предположим, что $ = À — у, где у— открытый простой идеал коль- 
ца А. Показать, что 4{$-!} является строго плоским А: у-модулем и вывести 
отсюда, что кольцо Ars} нётерово (ср. $ 2, упражнение 27ж)). | 

20) Пусть А — коммутативное кольцо, м — некоторый идеал в А. Наделим 
кольцо À м-адической топологией. Пусть В — коммутативная топологическая 
А-алгебра ($ 2, упражнение 28); предположим, что В является кольцом За- 
рисского. Пусть N — идеал определения кольца В. Показать, что если M — 
некоторый А-модуль конечного типа, наделенный ш-адической топологией, то 
на В-модуле B® AM тензорное произведение топологии кольца В и Ш-адиче- 


ской топологии модуля М является И-адической топологией модуля B® АМ; 


следовательно, пополненное тензорное произведение (B@,M)  nsomophno 
В© М. 5 

21) Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, M — идеал в А и M, N— 
два А-модуля конечного типа. 

а) Предположим, что модуль М отделим относительно Ш-адической топо- 
логии. Показать, что в модуле Homa (М, №), наделенном Ш-адической тополо- 
гией, множество инъективных гомоморфизмов открыто (воспользоваться пред- 
ложением 2 n° | и леммой Артина — Pucca). 

6) Предположим, что А является полным кольцом Зарисского и M— 
идеал определения этого кольца. Для любого целого i пусть A; = Али +1, 


M, = Ми? М, №; = Ми +1М. Показать, что  топологический А-модуль 
Нот д (М, N) изоморфен модулю lim Hom 4, (M,, N,). Вывести отсюда, что 


‚в модуле Нотд (М, N) множество сюръективных гомоморфизмов открыто. 

ФТ 22) !) Пусть А — кольцо (не обязательно коммутативное), все paccMa- 
триваемые А-модули предполагаются левыми. Пусть Р — некоторое такое 
свойство А-модулей, что: a) если f: M—N — инъективный гомоморфизм 
А-модулей и если N обладает свойством P, то и М обладает свойством Р; 
В) прямая сумма двух А-модулей, обладающих свойством Р, обладает свой- 
ством Р. 


1) Упражнения 22—25 Ham coo6mna IT. Габриэль. 
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а) Пусть М — некоторый А-модуль. Показать, что те подмодули M’ мо- 


дуля М, для которых М/М’ обладает свойством Р, образуют фундаменталь- 
ную систему окрестностей нуля в некоторой линейной топологии 7 p (M) на 


модуле М. Показать, что топология Яр(А.) согласована со структурой 
кольца А и что модуль М, наделенный топологией Яр (M), является тополо- 


гическим модулем над кольцом A, наделенным в свою очередь топологией 
TJ p (As). Любой гомоморфизм ]: М->М А-модулей непрерывен в топологиях 
T p(M) u J p(N). 

6) Предположим, что выполнено следующее условие: у) если N является 
подмодулем в М, обладающим свойством Р, и если для всякого подмодуля 
[ == 0 модуля М имеет место соотношение N ()L #0, то М обладает свой- 
ством Р. Показать, что при этих условиях для любого подмодуля Е произ- 
вольного А-модуля Е топология Яр(Ё) индуцируется топологией Яр (Е). 


(Пусть F’— такой подмодуль в F, что F/F’ обладает свойством Р; рассмо- 
треть какой-нибудь максимальный элемент С среди подмодулей Е, таких, что 
СПЕ = F’, и показать, что Е/С обладает свойством P.) 

ФТ 23) а) Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, M — идеал в А. Обо- 
значим через РМ? следующее свойство: М является А-модулем и любой 
подмодуль конечного типа в М аннулируется некоторой степенью идеала M. 

Показать, что условия α), В) u y) упражнения 22 выполнены. (Для дока- 
зательства γ) свести рассмотрение к случаю модуля М конечного типа; для 


любого α ΕΞ по условию существует такое число À > 0, что а^М = 0; Boc- 
пользоваться тем, что существует такое г> 0, что Ker (ам) Im (ам) =0 


(Алгебра, гл. VIII, 8 2, n° 2, лемма 2).) | 
6) Показать, что если М — некоторый А-модуль конечного типа, то топо- 
логия Я р(М) совпадает с м-адической топологией. Привести пример А-мо- 


дуля М, для которого топология Яр(М) строго тоньше м-адической (ср. 


упражнение 11). 

в) Показать, что утверждение пункта а) не распространяется на случай, 
когда А — нётерово слева некоммутативное кольцо и М — двусторонний идеал 
в А (рассмотреть кольцо нижних треугольных матриц порядка 2 над полем). 

ФТ) 24) Не равное нулю кольцо А (не обязательно коммутативное) назы- 
вается кольцом ‘главных идеалов, если в нем нет отличных от нуля делите- 
лей нуля и если любой как правый, так и левый идеал в А моногенен. Такое 
кольцо нётерово слева и справа. 

а) Показать, что для любого элемента с ==0 из А кольцо А/Ас является 
А-модулем конечной длины. (Обратить внимание на то, что если убывающая 
последовательность идеалов Ady кольца А содержит Ас, то c=b,„an при 
всяком f и рассмотреть правые идеалы bnA.) 

6) Показать, что любой подмодуль свободного (левого или правого) 
А-модуля свободен (рассуждение то же, что и в теореме | из Алгебры, 
гл. УП, $ 3). 

в) В любом А-модуле М множество всех элементов, не являющихся 
свободными, образует некоторый подмодуль Т, называемый подмодулем кру- 
чения модуля М (воспользоваться упражнением 14а) гл. II, § 2); говорят, 
что М является модулем кручения (или периодическим модулем), если Т = М; 
говорят, что М является модулем без кручения, если Т = 0. 

г) Показать, что всякий А-модуль конечного типа без кручения свободен 
(воспользоваться упражнением 236) гл. II, $ 2). 

д) Показать, что всякий А-модуль конечного типа является прямой сум- 
мой свободного модуля и модуля кручения. 

е) Пусть а — ненулевой двусторонний идеал кольца А. Показать, что су- 
ществуют элемент аеа и автоморфизм 6 кольца A, такие, что а = Аа =аА 
и ах = 6(x)a для любого x & À. (Если b — образующая идеала @ как левого 
идеала, то существует такой эндоморфизм т кольца À, что bx = T(X)b при 


я 
; x. 


ΠΗ, 


ENTE PPS ИЕ 
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любом x ΕΞ À; показать, что если а = ub — образующая идеала @ как правого 
идеала, то элемент и обратим, для чего воспользоваться упражнением 86) из 
Алгебры, гл. VIII, $ 2). 

Ч 25) Пусть А — кольцо главных идеалов (упражнение 24), A — двусто- 
ронний идеал в À, отличный от нуля, и а — некоторый элемент из 4, обла- 
дающий свойствами, перечисленными в упражнении 24е). Обозначим через 
РМ} следующее свойство: модуль М является левым А-модулем и любой 
подмодуль конечного типа в М аннулируется некоторой степенью элемента а. 

а) Показать, что условия α), В), у) упражнения 22 выполнены (рассмо- 
треть гомотетию ам и расеуждать так же, как в упражнении 23а), учитывая, 


что Кег (ам) и Im (ам) являются подмодулями в М). 


6) Показать, что всякий А-модуль М без кручения (упражнение 24B)) 
является прямой суммой подмодуля Ma, обладающего свойством P, и такого 


подмодуля M, что ограничение Ha М” гомотетии Am биективно (обратить 
внимание на то, что если М№ является Ἢ. -модулем без кручения и если ам 


инъективно, TO ам и биективно. Надо свести рассмотрение к случаю, когда 


модуль N моногенен и воспользоваться упражнением 24а), а также леммой 2 
из Алгебры, гл. VIII, ἃ 2, n° 2). 

в) Пусть $ — множество элементов $ Е А, канонический, образ которых в 
A/a обратим. Показать, что $ является мультипликативной системой кольца A 
и что следующие условия, наложенные на некоторый идеал Г в A, эквива- 
лентны: a) (NS; В) [+а=А; y) (A/Dg=0 (обозначения взяты из 6)); 
6) для любого хе А существует такой элемент S&S, что sx El. 

Вывести отсюда, что А обладает кольцом частных (левым или правым) 
относительно системы $ (гл. II, $ 2, упражнение 22), являющимся кольцом 
главных идеалов, все ненулевые двусторонние идеалы которого порождены 
каноническими образами идеалов A”; кроме того, каноническое отображение 
кольца А в это кольцо частных инъективно. 

г) Теперь предположим, что двусторонний идеал а максимален. Показать, 
что для любого целого числа п > 0 кольцо A/a” изоморфно кольцу матриц 

М, (В») над некоторым вполне примарным кольцом (Алгебра, гл. VIII, $ 6, 
упражнение 20). Если by — максимальный идеал кольца В», то показать, что 


6, =0 и что любой идеал (левый или правый) в Βη имеет вид ou и MOHO- 
генен. (Заметить, что, с одной стороны, a/a” = M, (Dn), (Алгебра, гл. VIII § 6, 


k [pk+ 
упражнение 5), а с другой — при А «п идеал ὦ eget! обязательно является 


простым В»„-модулем, так как в противном случае M, (67) He был бы MOHO- 
генным (А/@”)-модулем.) 

Вывести отсюда, что пополнение A кольца А относительно топологии 
Я p(As) является кольцом матриц М, (В) над некоторым кольцом В без дели- 


телей нуля (отличных от нуля), в котором любой идеал (левый или пра- 
вый) является степенью одного и того же максимального двустороннего 
идеала. 
26) Пусть В — коммутативное кольцо и А — подкольцо в В, являющееся 
полным, нётеровым и полулокальным. Пусть й — идеал в В, содержащий не- 
которую степень радикала кольца А и такой, что й-адическая топология на В 
отделима. Показать, что в этом случае топология кольца А индуцируется 
п-адической топологией кольца В (воспользоваться предложением-8 $ 2, n° 7). 

Ф 27) Пусть À — кольцо, В — коммутативная A-anre6pa, являющаяся 
кольцом Зарисского, и N — некоторый В-модуль конечного типа. 

а) Предположим, что для некоторого идеала <; кольца В, содержащегося 
в радикале кольца В, А-модули N/S"*N являются плоскими при всяком 
п >0. Показать, что "N — плоский А- -модуль. (Если 9: М -— М’ — инъектив- 
ный гомоморфизм А-модулей конечного типа, то нужно доказать, что инъек- 
тивен и гомоморфизм u = v@l: М © М> М’ © 1 М. Свести к доказатель- 


568 ГРАДУИРОВКИ, ФИЛЬТРАЦИИ И ТОПОЛОГИИ ГЛ. 111, $4 


ству того. факта, что если Ν À =NIS"TIN и и, = 991, , то гомоморфизм 
. n f 
lim un инъективен, для чего воспользоваться отделимостью З-адических то- 


---- 
пологий на M@,N и M@,N.) 


6) Пусть 6 — элемент из радикала кольца В, такой, что соответствующая . 
ему гомотетия модуля N инъективна. Показать, что если N/bN является пло- 
ским А-модулем, то плоским будет и А-модуль N (свести к пункту а)). 

в) Предположим дополнительно, что А — локальное кольцо с максималь- 
ным идеалом M и полем вычетов А = Alm и что mB содержится в радикале 
кольца В. Пусть Р — некоторый В-модуль, являющийся плоским А-модулем, 
и и: N“ P — такой гомоморфизм, что отображение и @1,: N@,k—>P@,k 


инъективно. Показать, что в этих условиях N является плоским А-модулем, 
а гомоморфизм и инъективен. (Свести рассмотрение к доказательству того, 
что при любом А-модуле М конечного типа гомоморфизм (1 м: N® ΑΜ-» 


>P® АМ инъективен; обратить внимание на то, что Ш-адическая топология 
N® AM отделима; воспользоваться затем следствием | теоремы | $ 2, n° 8, 
рассматривая коммутативную диаграмму 


gr, (№) @, gr (М) FE gr, (P)®, gr (M) | 


ег (МАМ) uen” (PSM) 


и используя плоскостность модуля Р (вертикальные стрелки означают кано- 
нические гомоморфизмы из $ 2, упражнение 6).) 


$ 4. Подъем в полных кольцах 


1. Сильно взаимно простые многочлены 


Пусть À — коммутативное кольцо. Два элемента X, у из R 
называются Сильно взаимно простыми, если взаимно просты 
главные идеалы Rx u Ry, другими словами (гл. II, $ 1, n° 2), 
если Rx + Ку = R. То же самое можно выразить, потребовав 
существования элементов а, b из R, для которых ах + by = 1. 


_ ΠΈΜΜΑ 1 (лемма Евклида). Пусть x, y — два сильно взаим- 
но простых элемента в кольце Ю; если г=+Ю — такой элемент, 
что х делит YZ, TO х делит Z. 


Действительно, если | = ax + by, то г = X(az) + (yz)b. 
Если x и у— сильно взаимно простые элементы в À, TO 


Кху = (Rx) П (Ку) 


(гл. II, $ 1, n° 2, предложение 5); следовательно, если кольцо R 
целостное, то для двух сильно взаимно простых элементов НОК 
(наименьшее общее кратное) равно их произведению (Алгебра, 
гл. VI, $ 1, n° 8); поэтому эти элементы взаимно просты в смы- 
сле Алгебры, гл. VI, $ 1, n° 12. Обратно, если À — кольцо глав- 
ных идеалов, то в нем два взаимно простых элемента будут 


\ 
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также и сильно взаимно простыми, как это следует из тожде-_ 


ства Безу (Алгебра, гл. УП, $ 1, n° 2, теорема 1). 
В кольцах многочленов имеет место следующий результат: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть А — коммутативное кольцо, Р и Р’— 
два сильно взаимно простых многочлена из А[Х]. Предположим, 
что Р унитарен и имеет степень $. Тогда любой многочлен T 
из А[Х] записывается однозначным образом в виде 


T =PQ+PQ, | (1) 


где QE AIX] Q’ = AIX] и deg (Q’) < 5. 


Если, сверх того, deg(T)<t и deg(P’)<t—s, то deg(Q)< 


μές, 


Поскольку многочлен Р унитарен, RP ==0 для любого мно- 
гочлена А == 0 из ΑΧ], и в этом случае deg(PR)=s + deg(R). 

Пусть Т — произвольный многочлен из кольца А[Х]. По- 
скольку идеал, порожденный многочленами P и Ρ’, равен са- 
мому кольцу A[X], существуют такие многочлены Q, и Qi, что 
T = PQ, + Р’ОГ; так как P унитарен и имеет степень $, TO алго- 
ритм деления Евклида (Алгебра, гл. ТУ, $ 1, n° 5) показывает, 
что существуют два многочлена Q’, Q”, такие, что Qi = PQ” + Q’ 
и deg(Q’) < $; следовательно, 


T = PQ, + P’(PQ” +9) =РО+Р’,, 


где О = Q, + P’Q”. Для доказательства единственности в фор- 
муле (1) достаточно установить, что соотношения 


OF РО + PO, deg(Qi<s ..-., (2) 


имеют своим следствием равенства Q = Q’=0. Однако если 
выполнено (2), то Р делит —PQ = P’Q’, и поскольку Ри P’ 
сильно взаимно просты, многочлен Р делит многочлен О’ в Co- 
ответствии с леммой |; если бы Q’ #0, то существовал бы та- 
кой многочлен $ Æ 0, что Q’ = PS, откуда следовало бы, что 
дез (©’) = $ + 4е5 ($5) 25, а это — противоречие. Следовательно, 
О’ = 0, откуда PQ = 0 u, наконец, Q = 0 в силу замечания, сде- 


‘ланного вначале. A 
Наконец, предположим, что deg(T)<t u deg(P’)<t—s, 


многочлен 7, взятый в виде (1), дает неравенства 
deg (P’Q’) < deg (P’) + deg (0') < $ + дез (P’) < 
и, следовательно, 
s + deg (Q) = deg (PQ) = deg (T — PQ), 
откуда deg (Q) <t—s. 


DT pate a el 
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Пример. Для того чтобы многочлен Ре A[X] был сильно 
взаимно прост`с многочленом À — а (где a = À), необходимо и 
достаточно, чтобы элемент Р(а) был обратим в А. Действи- 
тельно, если Ри X—a сильно взаимно просты, TO из предло- 
жения | следует, что существуют элемент CE À и многочлен 
Q & A[X], такие, что cP + (Х— а) О = 1, откуда сР (а) = 1 и эле- 
мент Р(а) обратим. Обратно, в силу алгоритма деления EB- 


клида, 
P =(X —a)R+ P (a), 


и если P(a) = ὑ-!, где b= À, то 1 = bP—b(X— a)R. Это дока- 
зывает, что Ри Х— а сильно взаимно просты. 

Пусть A и B— два коммутативных кольца, |: AB. — не- 
который гомоморфизм колец. Если Р= 2 a,X' — формальный 


i>0 


ряд в ΑΛ], то через f(P) мы будем обозначать формальный 
ряд 2 (а) Χ' в В]. Если P является многочленом, то мно- 
i>0 


гочленом является и f(P), и если, кроме того, многочлен P 
унитарен, ΤΟ: многочлен f(P) унитарен и имеет ту же степень, 
что и Р. Наконец, очевидно, что отображение P — f(P) является 
гомоморфизмом кольца А[[Х] в ВХ], продолжающим гомомор- 
физм | и переводящим X в À. Обозначение f будет исполь- 
зоваться только в этом смысле до конца этого параграфа. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть А и В— два коммутативных кольца, 
Î— некоторый гомоморфизм кольца А в В u P, Р’— два мно- 
гочлена us Α[Χ]. Если P и Р’ сильно взаимно просты 8 A[X], то 
f(P) и f(P’) сильно взаимно просты в ВХ]. Обратное верно, 
если |— сюръективный гомоморфизм и его ядро содержится 
в радикале А и если Р — унитарный многочлен. 


Предположим, что Р и P’ сильно взаимно просты; πας. 
существуют многочлены Ω, Q’ β Αἰ], такие, что PQ + Р’О’ = 
Значит, f(P)f(Q)+ }(Ρή}(Ω’) =1, откуда получается a 
утверждение. Для того чтобы доказать второе, обозначим че- 
рез а ядро гомоморфизма f; положим Е = A[X], и пусть F — 
идеал в E, порожденный многочленами Р и P’. Так как f сюръ- 
ективен и многочлены f(P), f(Q) сильно взаимно просты, для 
всякого многочлена TE А[Х] существуют такие два многочлена 
О, Ω’ BA[X], что f(T) = f(P)fQ + F(P’)F(Q’), откуда получается 
соотношение E = F + aE. Но Ε/Γ представляет собой А-модуль 
конечного типа, так как любой многочлен сравним по модулю Р 
с многочленом степени, меньшей, чем deg(P), поскольку Р 
унитарен. Так как ΕΙΕ = α(Ε/Ε) и @ содержится в радикале 
кольца A, To лемма Накаямы показывает, что E/F =0 (Алгеб- 
ра, гл. VIII, $ 6, n° 3, следствие 2 предложения 6), а это озна- 
чает, что Ри P’ сильно взаимно просты. 


LOS OS ο. Per rt a --- αὶ au δὲ ἡ ἃ αρ ый ΜΙ “Ν Br. 4 J ai ER Sa 
FRITER se oer, 2 STORER TY cd 
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_2. Ограниченные формальные ряды 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Гопологическое кольцо А называется ли- 
нейно топологизированным (а его топология линейной), если 
существует фундаментальная система 4 ОС нуля, οὔ- 
разованная идеалами кольца А. 


Отметим, что в таком кольце идеалы SE À являются Le 
временно открытыми и замкнутыми (Общая топология, 1969, 
τη. III, § 2, n° 1, следствие предложения 4.) Для любого Зе 
eae ge факторкольцо A/S, таким образом, дискретно; 
для “Е: Я, VY EB, Y¥ CH пусть hsy: A/S’ -> A/S обозначает ка- 
ноническое ‘отображение Известно (Общая топология, 1969, 
гл. ПГ 8 7, n° 3), что (A/S, fay) представляет собой проектив- 
ную систему дискретных колец (относительно фильтрующегося 
множества индексов Я с отношением порядка >), проективный 
предел которой является топологическим кольцом À, линейно 
топологизированным, отделимым и полным; кроме того (loc. cit. 
предложение 2), определяется строгий морфизм i: А — A, ядро 
которого равно замыканию множества {0} в А, а образ всюду 
плотен в A, так что А канонически отождествляется с. отдели- 
мым пополнением кольца А. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть задано коммутативное топологиче- 

ское кольцо А. Формальный pad T= У Cryny + ty ἅλα τι X°P 
(п; 

кольца Α|[Χι, ..., Χρ] называется ограниченным, если для лю- 

бой окрестности У нуля в А существует лишь конечное число 


коэффициентов Сп, ...п› He принадлежащих окрестности У 


(иначе говоря, семейство (Cn, ... пр) сходится к 0 в кольце А 
по фильтру дополнений к конечным множествам из ΝΡ). 


Если кольцо А линейно топологизировано, то ограниченные 
формальные en из кольца Α[[Χι, ..., Xp]] образуют ες 
кольца Α[[Χι, ..., Xp]], которое обозначается через A{X,..., Xp}; 
в самом деле, если 


Fa N un, Myo. TOG To Dés sin αυ. Kp - 
(5) ' (ri) 


ΠΡ8 ограниченных формальных ряда, ἡ — некоторая окрестность 


нуля в А, являющаяся идеалом в А, то существует такое 


целое. т, что с, GSU. ἘΞ для любой системы 
| = евр 
(πηι, ..., Ир), B Которой п» 2 т по крайней мере для одного 


индекса К; если 
и / У и | 
‘i = TT — Сп ee et BER 
a p."-1 р 


— — ==> ar “at EG μας. г. > = = 55 ae als Se ee ee eee eM. ΡΕ πω Oe LE ee eC x. “ο 
TE NEE a EP Pe EEE EEE DR RE SRE Fa i; Е. Er EG τ Έπος ae A Sr ES = à AE 
EPS ER ES RD : Eu Er TEE Dee LEITETE ER CAT, 

RÉ A + . : u. a δν. E bas 4 7 er > > = ; 
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и es , о 
ον = Den Og, для всяких систем (τι), (m), 
у которых г» + Sn = fx при 1<#<. р; отсюда получается, что 
‚ если пк 22m, то rn + δὰ = п» или $, > т, следовательно, по- 


скольку 3 — идеал, с” κ; =, лишь только fx > 2m по край- 
1 eee р 


ней мере при одном А; этим установлено наше утверждение. 
Кроме того, любая производная OT/OX; (1<i<p) ограничен- 
ного формального ряда является ограниченным рядом, что сле- 
дует непосредственно из определения и того факта, что окрест-. 
ности SE являются аддитивными подгруппами аддитивной 
группы А. | 


Когда кольцо А дискретно, кольцо ограниченных формальных ря- 
дов есть не что иное, как кольцо многочленов А[Х!,..., Xp]. 


Будем считать, что кольцо А всегда линейно топологизиро- 
вано, и пусть  — фундаментальная система окрестностей нуля 
в À, образованная идеалами этого кольца; для любого идеала 
SER пусть ps: A— A/S обозначает канонический гомомор- 


физм. По определению для любого ограниченного формального 


ряда TEAIX,,..., Хр} имеет место включение рз(Т)е= (A/S) 
[X,,..., À,]. Очевидно, что 
| ((A/3) [Χι, ΠΠ; Χρ], has’) 


представляет собой проективную систему колец (относительно 
фильтрующегося множества индексов %) и что (py) является 


проективной системой гомоморфизмов Α(λΧι,..., Xp} — 
-»(Α/ψ)[Χι. ..., Χρ]; поскольку любой многочлен является 
ограниченным формальным рядом, отображение р. сюръектив- 
но; его ядро Ny равно идеалу кольца А{Х!, ..., Xp}, образован- 
ному ограниченными формальными рядами, все коэффициенты 
которых принадлежат 3. Мы наделим кольцо A {Χι,...., Xp} 
(линейной) топологией, в которой идеалы Ns (для Fe À) 
образуют фундаментальную систему окрестностей нуля (эта то- 
пология зависит, очевидно, только OT самого кольца A). В та- 
ком случае из предложения 2 в Общей топологии, 1969, гл. III, 
$ 7, n° 3, следует, что 


о AG any eee (APSA ss ig Χπὶ (3) 


является строгим морфизмом, ядро которого представляет со- 
бой замыкание множества {0} в кольце A{X, ..., Xp} и образ 
которого плотен в Ä 


A’ = lim (AS) [X ....Ἔ.. Χρ]. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Если линейно топологизированное KOMMYTA- 
тивное кольцо А отделимо и полно, то канонический гомомор- 
физм п является изоморфизмом топологических колец. 


Действительно, для любого набора (πι, ..., πρ) = N? и лю- 


бого идеала Зе Я обозначим через Gi .„ Отображение 
р 

(Α/ψ)[Χι, ... X |-> 479, которое каждому многочлену сопо- 

ставляет его PRE при X TR XP; очевидно, что OTO- 


бражения $’ κ, образуют проективную систему гомоморфиз- 
pews 


мов (А/З)-модулей (относительно упорядоченного множества 
%); поскольку А канонически отождествляется с lim.(A/%), 
р РИА 
3 
в силу условия, ясно, что φ = lim φῦ представляет 
ny фо. с ny de - 


* 


собой непрерывный А-гомоморфизм из A’ B A. Для любого эле- 
мента δ = ($3)._»з Кольца A’ мы сейчас установим, что фор- 


мальный ряд Т = 2 MT n, te eee Хр? ограничен и удовлет- 


п 
воряет равенству л(Г)=5. В самом деле, AA | любого идеала 
SEB i 7300006 идеала Se 48, для которого 5’< 3, из соот- 
ношения 8 to Rp (53) = 0 вытекает, что 


OF a, (Se) = 3/3 


Tak как Sg представляет собой многочлен, то ne, (SER 


для всех, кроме конечного числа, наборов (Nı, ..., Np), у KOTO- 
рых ER ny (Ss) #0; этим доказано наше N утвержде- 


ние; что μπονόχόη второго, то оно следует из определений. По- 
скольку кольцо А отделимо, пересечение. идеалов № равно 
нулю, так что гомоморфизм л биективен, чем и заканчивается 
доказательство, ибо л — строгий морфизм. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть A, В — два линейно топологизирован- 
ных коммутативных кольца, причем В отделимо и полно, и 
и: A — В — некоторый непрерывный гомоморфизм. Для любого 
семейства b=(b;), <, < › Элементов кольца В существует, и при- 


том единственный, непрерывный гомоморфизм 

il: A{X,, TNT X pt > В, 
такой, что й(а) = и(а) для любого AGA и ü(X;)= b; ο. 
ες р. 


Действительно, существует гомоморфизм о: А[ Хи, ..., Χρ]-» 
— В, являющийся единственным при условии, что’ о (а) = и(а) 


ЕЕ Е И К Е И ES EI Е И στε" Πατ, В EP ae Se Te 
= 5 . - 2 | er = ἐς EE" : ἘΝ FE 
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для a= À и v(X,)=b, для 1<i<cp. Кроме того, если © — 
некоторая окрестность нуля в В, являющаяся идеалом, то 
и1(5) = I представляет собой идеал кольца A, являющийся 
окрестностью нуля, и для любого многочлена ΡΕΞ Ng, очевидно, 
имеет место включение о(Р) = §, так что Ὁ непрерывно. [lo- 
скольку Α[Χι ... Χρ] плотно в AfA, ... Хр}, существование и 
единственность гомоморфизма À следуют из предложения 5 
в Общей топологии, 1969, гл. III, $ 3, n° 3, и принципа продол- 
жения тождеств. 


В частном случае, когда А = В ии является тождественным 
отображением, мы будем писать |(В1,..., bp) или f(b) вме- 
сто ü(f) для любого ограниченного формального ряда 
fe A{X,, ee Хр}. 


Замечания. 1) Предложение 4 доказывает, что для вся- 
кого замкнутого идеала а некоторого кольца À, являющегося 
отделимым и полным, соотношения 6; =a при | <i<p влекут, 


что [(bı, ..., бр) = а для любого ограниченного формального 
ряда []ς.Α(Χι, ..., Xp}, свободный член которого содер- 
ЖИТСЯ В 4. 


2) Предположим, что кольцо А линейно топологизировано. 
Пусть r — такое целое число, что | <<. р; и наделим кольцо 
A{X,, ..., X,} определенной выше топологией. Тогда тепологи- 
ческое кольцо Α{Χι, ..., Хр} отождествляется с кольцом огра- 
ниченных формальных рядов 


(A {X;, ‘ss Χλ){Χ, ει» aes x 


что следует непосредственно из определений. 

3) В обозначениях замечания 2 предположим, кроме того, 
что А отделимо и полно и запишем ограниченный формальный 
ряд [Е A{X1, ..., Хр} в виде 


f= de (X 


(τ) Пр: "Πρ 1 r+1 р ? 


en bog tt) К 


Где Cn, ,, «+. 1, — ограниченные формальные ряды. Для любой 
системы X = (X1, ..., Xr) элементов кольца А пусть 

Dn, «πρ En gy se пр (x1, ΠΣ Xr). 
Из замечания | немедленно следует, что Σύ Ar+ı 


(п;) (ἘΠῚ eee "А, - De 
. ΧΡ». является ограниченным формальным рядом, который 


обозначим через [(Χι, ..., Xr, Хун, ..., Χρ); говорят, что этот 
ряд получается подстановкой элементов х; вместо Х; для 
|<i<res pag fj. 
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3. Лемма Гензеля 


Элемент х топологического кольца А называется топологи- 
чески нильпотентным, если 0 является пределом последователь- 
ности (х”),_,. Если А представляет собой линейно топологизи- 


рованное коммутативное кольцо, то высказывание, что XGA 
топологически нильпотентен, равносильно тому, что для BCA- 
кого открытого идеала 3 кольца А канонический образ эле- 
мента X в A/S является нильпотентным элементом этого кольца. 
Если ty — нильрадикал кольца A/S, то очевидно, что (τα) яв- 
ляется проективной системой и множество t топологически 
нильпотентных элементов кольца А представляет собой полный 
прообраз идеала r= lim ty при каноническом  гомоморфизме 


3 
A—lim 4/3; следовательно, это замкнутый идеал в А. Если, 


<— 
кроме того, A отделимо и полно, то этот идеал содержится 
в радикале кольца А, и, для того чтобы некоторый элемент 
x = À был обратим, необходимо и достаточно, чтобы его класс 
mod t был обратим в A/t ($ 2, n° 13, лемма 13). 

Отметим, что если А — любое кольцо и м — двусторонний 
идеал в нем, то элементы из M топологически нильпотентны 
в Ш-адической топологии. | 


ТЕОРЕМА | (Гензель). Пусть А — линейно топологизирован- 
ное коммутативное кольцо, предполагаемое отделимым и пол- 
ным. Пусть m — замкнутый идеал в А, элементы которого то- 
пологически нильпотентны. Пусть В = Alm — топологическое 
факторкольицо и og: А-»В — каноническое отображение. Пусть 
Ю — ограниченный формальный ряд из A{X}, P— унитарный 
многочлен из В[Х] и Q— ограниченный формальный ряд из 
В {xX}. Предположим, "το @(R)=P-Q и что Ри О являются 
сильно взаимно простыми в кольце B{X}. Тогда существует, и 
притом единственная, пара (P,Q), образованная унитарным 
многочленом P & A[X] u i ict he формальным рядом 
Q & A{X}, для которой 


R=P:Q, G(P)=P, $(0)=0. (4) 


Кроме того, Р u. О являются сильно взаимно простыми 
в A{X}, и если Ю — многочлен, то многочленом является и Ω. 


Доказательство проводится в четыре этапа. В первых трех 
кольцо А предполагается дискретным, и в этом случае Ru О 
являются многочленами. Ἢ 

1} M = 0. 

Пусть $, T— два многочлена из A[X], причем $ унитарен и 
ф (5) =Р, Ф(Г) = О; предложение 2 n° | показывает, что $ и Т 


18* 
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сильно взаимно просты. Следовательно (n° |, предложение |), 
существует единственная пара многочленов (S”, Г’) из A[X], та- 
кая, что 


R-ST=ST’+TS’ и 4ес (5') < deg ($) = deg (P). (5) 


Многочлены P = S + TS’, Q=T + T’ отвечают тогда предъ- 
явленным требованиям; в самом деле, 


P.@ (1) +Q-6(S’)=G(ST’ +TS')=G(R-ST)=0. (6) 
Поскольку Р унитарен, многочлены Р и Ор— сильно взаимно 
просты и 


deg (p(S’))< deg (P), 

предложение | n° | показывает, что ф(5’) = ф(Т’) =0, иначе 
говоря, коэффициенты многочленов S’ и Т’ принадлежат m и 
соотношение №“ = 0 дает равенство PQ = ST + ST’ + Τ5’ = К, 
что удовлетворяет соотношениям (4). Так как @(P)=P и 
ф(0) =О, то P u О сильно взаимно просты (n° 1, ‘предложе- 
ние 2); наконец, если Pi, Qı — два других многочлена, удовлет- 
воряющих условиям (4), причем ΡῚ является унитарным, TO, 
положив 51 =Р,—5, Г, = ©, — Г, обязательно получаем deg (51) < 
<deg(S) и R—ST—ST +Т5$!, так как коэффициенты мно- 
гочленов 5, и Г, лежат в №; но предложение | доказывает 
в этом случае, что 5’=5, и Г’=Т,, чем и устанавливается 
единственность пары (Р, Ω).. 


2) Идеал ш нильпотентен. 


Пусть п — наименьшее целое число, для которого mr = 0, и - 
будем рассуждать индукцией по n> 9, учитывая, что теорема 
доказана для п = 2. Пусть А’ = A/m”-!, ml=m/m"-!; поскольку 
m’”-! = 0, существует единственная пара (P’, Q’) многочленов 
из A’[X], такая, что многочлен P’ унитарен, К” = P’Q’, ф(Р’) =Р 
и ф(О’) = 0, где через ψ обозначен канонический гомоморфизм 
A’ — A’/m’ = В, через 09 — канонический гомоморфизм А — À’ и 
где R’ = 6(R). С другой стороны, так Kak (ш”-!)? = 0, το суще- 
ствует единственная пара (P,Q) многочленов из A[X], такая, 
что Р унитарен и К=РО, 6(P)=P', 6(Q)= ©. Поскольку 

— об, то это доказывает существование и единственность 
Blende Р и Q, удовлетворяющих условиям (4). Кроме 
того, Р’и Q’ сильно взаимно просты, в силу предположения 
индукции, так что сильно взаимно просты и многочлены Р и Ω. 


\ 


3) Кольцо А дискретно. 


‚ Следует заметить, что в этом случае идеал т не обязан 
быть нильпотентным; однако, по условию, он непременно яв- 
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ляется нильидеалом. Пусть Po, Qo — два многочлена из кольца 
A[X], такие, что @(Po) = Ρ, @(Qo) = 0, и при этом многочлен Ро 
унитарен. Рассмотрим идеал п кольца À, порожденный коэффи- 
циентами многочлена À — PoRo; он является идеалом конечного | 
типа и содержится B М; следовательно, п — нильпотентный идеал 
(гл. II, § 2, n° 6, предложение 15) и, согласно определению, 


если 1: À — A/n — каноническое отображение, To p(R) = 


= p(P,) ψ (Q). Кроме того, элементы tp (Ру) и (Qo) сильно вза- 
имно просты, что вытекает из предположений относительно. P 
и Ои из предложения 2 n° |, примененного к каноническому 
гомоморфизму A/n—A/m, поскольку его ядро m/n содержится 
в радикале кольца A/n. Согласно случаю 2), существует пара 
(P,Q) сильно взаимно простых многочленов кольца A[X], в ко- 
торой Р унитарен и которая удовлетворяет соотношениям (4). 
Наконец, предположим, что Pı и @, — многочлены из Αλ), 
удовлетворяющие (4), причем P; унитарен, и пусть M — идеал. 
конечного типа в А, порожденный коэффициентами многочлена 
P—P, и многочлена Q— Qi; поскольку идеал ий, содержится 
в м, он нильпотентен. Если wp): А — A/n; — каноническое отобра- 


жение, то tp, (Р) =, (P;), D (0) =, (Q,); из свойства единствен- 
ности, рассмотренного в случае 2), следует, что P= Py, Q --Ωι. 


4) Об щий случай. 


Пусть Я — фундаментальная система окрестностей нуля 
в кольце À, образованная идеалами этого кольца. Для любого 
SEB обозначим через fy каноническое отображение A AFS, 
через фз — каноническое отображение 


ΑΙΝ-» (АЗИЗ) (т + 3)/3) = Alm + 3), 
через &з— каноническое отображение В = A/m—>A/(m+%) и 


положим R3=f3(R), Py= ös(P), Оз = gs (0). Поскольку каж- 
foe из колец A/S дискретно, можно применить случай 3) > 
увидеть, что существует пара таких многочленов (Ps, Оз) и 

(A/S) [X], что Ps унитарен и Rs = РзОз, $ (Pa) = Ps, фз (Qs) = Os. 
Единственность этой пары означает, что если VCH δ΄ ΕΞ“ α΄ 
если [-9: A/S’ A/S —-Kkanonnueckoe отображение, то P3=f33 (Ps), 
Оз = fsy (Ων). Следовательно, из канонического отождествления 
A{X} и lim (4/5) [Х] (n° 2, предложение 3) вытекает, что суще- 

3 

ствуют Ре А{Х} и QE A{X}, такие, что R= PQ и [5 (Р) = Ps, 
ls (0) = О; при любом Зе. Далее, имеют место равенства 
gs(P—@(P))=0, g3(Q—G(Q))=0 при любом SEZ, а это 
означает, что при любом SSA коэффициенты разностей 


—$Ф(Р) и Q—G@(Q) принадлежат идеалу (m+%)/m. Ho так как 


> - a. SES CR SS м. гы Ps ra je, Ἐκ = hell? УЕ eS 2 ee) сы «τ. as A Ὁ 24) ΩΣ puta к L 
EEE ET BE RE EN TE Re PO PR on а аи en ur UE ee απ RTL вон 
Ὁ αρα! ще а: x у « 2 v pi Fr > Σ . es > aes ы УЕ 
τ у > 


RE DEEE AE RE SR NE 
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идеал ш замкнут в А, то Пе +5) =м, откуда следует, что 
> | 


P=@(P), Q=@(Q) и, следовательно, Р и О удовлетворяют 
соотношениям (4); далее, поскольку Pa унитарны и имеют оди- 
наковую степень, ограниченный формальный ряд Р является 
унитарным многочленом. Если бы существовала`другая пара 
(Ρ’, 0’), удовлетворяющая (4), в которой Р’ был бы унитар- 
ным многочленом, TO получилось бы, что Юз = [3 (Р”) [5 (©’), 


фз (fa [ῬΡη}-: Ps и $ (fa (Ω’)) = ΩΣ; в силу единственности из слу- 
чая 3) fa(P’)= Ps, в (0) =Qs при любом Зе, а потому 
P=P’ и О= О’. Наконец, покажем, что Ри Q сильно взаимно 
просты. Согласно случаю 9) и предложению 1 n° 1, для лю- 
бого SE À существует единственная пара (Ss, Ts) многочленов 
из (A/S)[X], таких, что 


| = PsSs+QsTs и deg(Ts)<deg(Ps) = deg (P). (7) 

Единственность этой пары немедленно показывает, что для 
%’ <= %, Y CI имеют место равенства $5 = [зз (Sy), Гз= [аз (Ty). 
Принимая во внимание предложение 3 n° 2, мы устанавливаем 
существование ограниченных формальных рядов S, 1.8. Мы 
таких, что 5з = (5), Ta=fs(T) κ 1=PS+QT. 

Остается проверить, что если Ю — некоторый многочлен, то 
многочленом является и Ω. Но Оз представляют собой много- 
члены по построению, и, поскольку PS унитарны, из соотноше- 
ния Юз = PsQs следует, что 


deg (Qs) < deg (Юз) < deg (R) 


для любого Зе 9; отсюда немедленно получается требуемое 
в силу определения ряда Ω. 


4. Композиция систем формальных рядов 


Пусть А — коммутативное кольцо; мы будем говорить, что 


система | 
tel... Ме (ATX, ..., X11). . FEVER 


формальных рядов от переменных X, (1<j<q) с [κάκια 
тами из А не имеет свободного члена, если не имеют свободного 
члена все ряды f;. Для любой системы (8) формальных рядов 
и любой системы 


se, АНХ, КИ (9) 


состоящей из 4 формальных рядов без свободного члена, мы 
будем обозначать через fog (или через f(g)) систему формаль- 


ных > рядов File 2. x Bg) : (A Lip). use (AÏX,,:. à: ХЛ 
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(Алгебра, гл. IV, $ 5, n° 5). Если 


hth; er h,) = (A[[X,, ΠΣ и.) 
— какая-нибудь третья система без свободного члена, то 
(об) оН = о (бо |). (10) 


В самом деле, для любого целого т 
ie ὅ α΄”). rim, (в я в"), 


если через К”), g™, h(™ обозначить системы многочленов, обра- 
зованных слагаемыми полной степени < т в системах фор- 
мальных рядов f, ©, В. Но очевидно, что члены полной степени 
<m в рядах (fog) oh (соответственно фо (σοΠ)) являются 


теми же, что и B(F™” og’) В” (соответственно °° 0 (&"’ oh”), 
откуда и получается наше утверждение. 


Для любой ‘системы (8) мы будем обозначать через Mi или 
через М;(Х) якобиеву матрицу 01,/9Х, 1<1<р, 1<Sj<g), 
где i является индексом строк, a |— индексом столбцов; для 
двух систем (8) и (9), где © — система без свободного члена, 
имеет место формула 


Miog =(Mi(g))- Mg, (11) 


где М; (5) — матрица, элементы которой получаются подстанов- 
кой рядов gj; на место переменных X; (I<j<g) в каждом 
ряде, являющемся элементом матрицы My; эта формула пред- 
ставляет собой не что иное, как перефразировку формулы (9) 
из Алгебры, гл. ТУ, $ 5, n° 8. Мы будем обозначать через М! (0) 
матрицу свободных членов матрицы Мк следовательно, из (11) 


получается, что 
Miog (0) = Λε(0) - Mg (0). - (12) 


Считая заданным целое число п > 0, мы будем использо- 
вать такое обозначение: 


τω, Ted: 9 (13) 


этот набор будет рассматриваться как матрица, состоящая из 
одного столбца. 

Для любой системы #= (fi, ..., fn) Е(А[Хь, ..., Х])” мат- 
рица М; представляет собой квадратную матрицу порядка п; 
будем обозначать через J; или через J; (X) ее определитель, 
а через Л; (0) — свободный член определителя J, равный эле- 
менту det(M;(0)); если g = (91, ..., Qn) — некоторая система. 
без свободного члена из (А[Х\, ..., Anl)”, то, в силу фор- 
мул (11) и (12), имеет место равенство 


Лров = hl) > ἐμ, 5 (14) 


PETS Fe eee pe χε FS ποτ. Be Zn N N a. ВИ PR 3 
ET EEE EEE LE GE EEE a Ч EN er ee Е pes τς Ta a FE Ar EEE II 
Pre ee А а 2 oe = ER 7 ree 4 re τατος κ, ος = 
i : 7 : ах? у 
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а также равенство 


Λος (0) = J (0). J, (0). (15) 
Предложение 5. Пусть А — коммутативное кольцо, f= 
welt, eC te без свободного члена из п рядов коль- 
ua А[Х, ..., Х„|. Предположим, что элемент Л: (0) обратим 
в А. Тогда существует такая система без свободного члена 

а = (51, ..., Zn) из п рядов кольца A[[X,, ..., Χα], что 
fog=1,. (16) 

Эта система единственна и = 

Pot |... (17) 


Существование и единственность системы g следуют из пред- 
ложения 10 в Алегебре, гл. ТУ, $ 5, n° 9, НИКО K n фор- 
мальным рядам 


HE ta ss Fa) Чара), 
Из равенств (15) и. (16) следует что Jj а |, следова- 
тельно, элемент Jg (0) тоже обратим. Отсюда можно заключить, 
что существует система h = (A1, ..., An) из п рядов без сво- 
бодного члена в Α|[Χι, ..., Χα], для которой goh = 1,; из этого 


соотношения и из равенства (16) получается, благодаря фор- 
mye (10), что hA=1,o0h={(fog)oh=fo(goh)=fol,=tf. 


Предложение 5 и формулы (10) и (15) показывают, что мно- 
жество систем Î = (f1, ..., fn) из п рядов без свободного члена 
кольца A[[X,, ..., An], для которых J;(0) обратим в А, отно- 
сительно закона композиции (F,g)—>fog является группой. 


5. Системы уравнений над полными кольцами 


Ради краткости мы будем говорить, что некоторое кольцо А 
удовлетворяет условиям Гензеля, если оно коммутативно, ли- 
нейно топологизировано, отделимо и полно. Если задан какой- 
нибудь идеал M в таком кольце, то мы будем говорить, что M 
(или пара (A,m)) удовлетворяет условиям Гензеля, если m 
замкнут в А и если элементы этого идеала топологически ниль- 
потентны. Идеал t кольца À, образованный всеми топологиче- 
скими нильпотентными элементами, удовлетворяет условиям 
Гензеля (n° 3). 

В частности, если А — коммутативное кольцо, м — идеал в À 
и если А отделимо и полно в Ш-адической топологии, то пара 
(А, м) удовлетворяет условиям Гензеля. 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 6. Пусть А — коммутативное кольцо, B— 
кольцо, удовлетворяющее условиям Гензеля и и: АВ — не- 
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который гомоморфизм. Тогда для любого семейства x= 
= (X, ..., Xn) элементов кольца В, являющихся топологиче- 
_ски нильпотентными, существует, и притом единственный, го- 
моморфизм ii кольца ΑἴΧι,..., Xn]] в В, такой, что й(а) = 
=u(a) для всякого AGA и й(Х;) =х; при 1 <1< п. Кроме 
того, если M — идеал рядов без свободного члена в Α|[Χι,..., АХ, 


ΤΟ й является непрерывным отображением в м-адической TO- 


noAoeuu. 


Пусть η. конечного типа, порожденный в кольце В 


элементами x; (1<71< п); для любого открытого идеала 9 

кольца В образы элементов X; в B/S нильпотентны, так что 

идеал (a + H)/H нильпотентен в кольце B/H и существует та- 
п 


кое целое число À, что для 2 Ppı>k имеет место включение 
i=| 


M... xen 9. Поскольку каждый элемент из M* представляет 


x 
1 
собой конечную сумму формальных рядов вида Xj}... XP" Е 


п 
es X,), где i> k, мы видим, что если  TOMOMOP- 


физм Ü отвечает предъявленным требованиям, то Alm) 9, 
а это доказывает непрерывность гомоморфизма й. Далее, оче- 
видно, что существует, и притом единственный, гомоморфизм 
о: Α[Χι, ..., Χεὶ-»Β, при котором v(a)=u(a) для AGA и 
v(X;)=x; для 1<1< п; предыдущие рассуждения показывают, 
что о непрерывен в топологии, индуцированной на Α[Χι,..., Xn] 
ш-адической топологией. Так как кольцо А[Х!, ..., Х„| ΠΠΟΤΗΟ 
в кольце Α|[Χι, Zee Х„] относительно M-anmmyecKkof топологии, 
а В отделимо и полно, то это доказывает Е и един- 
ственность отображения й. 


Отметим, что это предложение снова дает нам в качестве частного 
случая утверждение (i) из предложения 11 ὃ 2, n° 9. 


Когда кольцо А само является линейно топологизирован- 
ным, ограничение отображения Ü на кольцо A{X, ..., Xn} 
‘совпадает с гомоморфизмом, определенным исходя из и в пред- 
ложении 4 n° 2. Это немедленно следует из того, что кольцо 
A[X;, ..., Xn] плотно в кольце A{X, ..., Xn}, если последнее 
наделить топологией, фундаментальная система окрестностей 
нуля в которой состоит из идеалов m? (| № з (в обозначениях n° 2 


эта топология является верхней границей топологии, HHAYUHPO- 


ванной на А{Х|, ..., Xn} Ш-адической топологией кольца фор- 
мальных рядов Αῑχι, ..., An], и топологии, определенной 
π᾿ 2). р 


Когда В =А и и является тождественным отображением, 
мы будем писать [(Xı, ..., Xn) или f(x) вместо элемента ὦ (}) 
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для любого формального ряда {Е А[Л!,..., An]; для всякой 
системы f=(fi, ..., fr) формальных рядов из A[[X,, ..., Χα] 
мы будем обозначать через f(x) ‘элемент (fı (X), ..., [π(Χ)) из 


Ar и будем говорить, что этот элемент получен подстановкой 
элементов X; вместо переменных X; Bf. Если п< ти F — фор- 
мальный ряд из А[А\, ..., Хи], то Е можно рассматривать 
как формальный ряд от Хин, ..., Xm € коэффициентами из 
nomena AWA: ..., Ан Bepes А A Anais τ... Απ 
дет обозначаться формальный ряд. из А[Хин, :.., Xml], ποπγ- 
ar подстановкой х; вместо в коэффициенты ряда F при 
|1 <1< п. 


Возьмем в качестве В кольцо формальных рядов À [[Х.,..., Хи 
положим NM равным идеалу рядов в В без свободного члена, так что 
пара (B,n) удовлетворяет условиям Гензеля ($ 2, n° 6, следствие из 
предложения 6). Мы можем применить предложение 6 к элементам 
x; ЕВ, в качестве которых взяты ряды без свободного члена. Тогда 


для всякого ряда [Е À [[Xi, ..., Xn]] элемент u(f) представляет собой 
не что иное, как формальный ряд f(x, ..., Xn), определенный в Ал- 


гебре, гл. IV, $ 5, n° 5. Это. очевидно, если | — многочлен, а общий. 


случай устанавливается с учетом того, что отображение }- [(Χι,..., Xn) 
непрерывно в A [[X;, ..., Xn]] относительно Ш-адической топологии. 


СлЕДСТВИЕ. Пусть А — кольцо, удовлетворяющее условиям 
Гензеля и x = (X, ..., Хи) — некоторое семейство топологически 
нильпотентных элементов из А. Пусть σ--(σι,..., La) — Cu- 
crema без свободного члена рядов из А[Х!, ..., An] u f= 
= (fi, ..., [ρ)-- какая-нибудь система формальных рядов из 
кольца Α|Χι, ..., Χο]. Тогда g(x) = (61(х), ..., ga(x)) яв- 
ляется семейством топологически нильпотентных элементов 
кольца А и имеет место равенство 


(о g)(x) =f (g (x). (18) 


Тот факт, что элементы g;(X) топологически нильпотентны, 
немедленно вытекает из предложения 6 и замкнутости в А иде- 
‘ала топологически нильпотентных элементов. Соотношение (18) 
очевидно, когда ряды |; являются многочленами; с другой’ CTO- 
роны, если m и м’ — идеалы рядов без свободного члена 
в А[Хь ..., Хи Al[Xi, ..., Xn]] соответственно, то очевидно, 
что из включения f =m" следует включение [(gı, ..., Ва) Е MA. 
Обе части равенства (18) являются непрерывными функциями 
аргумента f на множестве (A [Χι, .... Ха])Р, когда кольцо 
А[Хь, ..., ХО наделено м-адической топологией (согласно пре- 
‘дыдущему замечанию и предложению 6). Отсюда получается 
соотношение (18). 


В дальнейшем для любого кольца. A и любого иона m 


из А мы будем обозначать через m** произведение Il Ш; CO- 


ὌΝ 

ΣΝ 

к 

"δν κ 
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держащееся в А”, где для избежания путаницы мы положили 
Ш; =m для | Εν 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть А — кольцо, м — идеал в А, причем 
пара (А, м) удовлетворяет условиям Гензеля. Пусть f= 
= ([1, ..., fn) — некоторая система рядов без свободного члена 
{19 кольца A[[X,, ..., An], для которой определитель J;(0) 
обратим в А. Тогда для любого х E MX” имеет место включение 
f(x)e МХ” и х>1(х) есть биективное отображение множества 
шх” на себя, причем обратное отображение — это отображение 
x—g(x), 20e g задается соотношением (16) n° 4. 


Включение f(x)E МХ” очевидно, когда ряды f; являются. 


многочленами, а в общем случае оно получается из предложе- 
ния 6 и замкнутости идеала m в А. Прочие утверждения дан- 
ного предложения являются, таким образом, непосредственными 
следствиями соотношений (16), (17) и (18). 


СледствиЕ. Пусть 4— замкнутый идеал в À, содержащийся 
в m. Тогда соотношение x = x’(modq*") эквивалентно соотно- 
шению Î(x) = f(x’) (mod 4х”). 


_ Всамом деле, для любого формального ряда {= А[Х\, ..., X,]] 
имеет место равенство f (X,, ..., X) = КУ ..., Vn) = № (X; - УХ 

| i=1 
< ХА (Хь..., Am Vi, ..., Yn), где ряды A, принадлежат кольцу 
As Les a γΑλὀέδβαι τη. ТУ, $5,1” 8, pe 


ложение 9); благодаря этому немедленно проверяется, что из 
x = x’(mod η΄η) следует f(x) =f(x’)(mod 4^"). Обратная импли- 
кация получавтся заменой f на „обратную систему“ ©. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть А — кольцо, м — идеал в нем, причем пара 
(А, м). удовлетворяет условиям Гензеля. Пусть f= аа file 
система из п элементов кольца A {X,, ..., Xn}, и пусть ae Ar: 
положим J; (a) =е. Тогда существует система g = (81, ..., Zn) 
ограниченных формальных рядов без свободного члена из 
кольца À {X, ..., Xn}, такая, что. | 

(i) Mg (0) = In (единичная матрица); 

(ii). для любого элемента х = А" имеет место равенство 


‘f(a + ех) =f (a) + M (a) : eg (x); (19) 


(iii) пусть h=(h,, ..., hn)— система формальных рядов без 


свободного члена (не обязательно ограниченных), такая, что. 


goh= 1, (предложение 5). Тогда для любого yem*" имеет 
место равенство 


f(a + eh(y))=f(a)+ Mi(a)-ey. . (20) 


-- 
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Для любого формального ряда [= ATX, ..., Anl] 


где G;;— однозначно определенные aies ряды из 
A[[X;, ..., Xn, Yi, ..., Υπ]. Если ряд f ограничен, то ограни- 
ченными являются и элементы матрицы Мь и ряды G;;, ибо 


эти формальные ряды являются многочленами, когда f — MHO- | 


гочлен, а из их единственности следует, что для всякого OT- 


‚ крытого идеала ἡ кольца À, если через ps: A>A/I o603Ha- 


чить каноническое отображение, то образ ряда G;; относитель- 
но ру представляет собой коэффициент при Y;Y; в ряде р. (F), 
где Рб— формальный ряд f(X+Y) в кольце A[[X, ..., Xn, 
У, ..., Yall; Отсюда следует наше утверждение. 

‚ Учитывая это и выписывая формулу (21) для каждого ряда 
Е (1 <i<n), мы получаем для любого хе A” (n° 2, предложе- 
ние 4), что 


f(a + ex) ={(а) + М; (а) : ex +'e?r (x), (22) 


где г = (71, ..., Г») — система ограниченных формальных рядов, 
каждый из которых имеет полный порядок 22. По формуле 
(18) из Алгебры, гл. Ш, 8 6, n° 5, следует, что существует 
квадратная матрица М’ = М» (А), такая, что 


Мка) . М’ = εἶ), te (23) 


откуда, подставляя в (22), получаем 
f(a + ex) ={(а) + М, (а) « εχ + M;(a) + М”. er (x). (24) 


Положив g = 1, + M’r, мы видим, что g удовлетворяет усло- 
виям (i) и (ii); теперь достаточно заменить X на h(y), чтобы 
получить и (iii). | 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть А — кольцо, ш— идеал в А, причем 
пара (А, ш) удовлетворяет условиям Гензеля. Пусть | Е A{X}, 
a= À и положим е= | (а). Если f(a) = 0(то4 е?т), то суще- 
ствует такой элемент DEA, что f(b)=0 и b=a(modem). 
Если 6’— второй такой элемент из А, что |(5’) =0 и b' = 
= a(modem), то e(b—b’)=0. В частности, элемент Ὁ един- 
ствен, если е не является делителем нуля в кольце А. 


Действительно, пусть f(a) = ec, где сем; формула (20) 
при n=1 дает [(а + ей (и) ) = е? (с + у) и, следовательно, до- 
статочно положить у = —с, b =а + ей (— с). Кроме того, если 

=а + ех, δ' =а-ех’, хе, хе, [ (5) = [(δ’) = 0, то из (19), 
выводится, что e?(g(x)—g(x’)) = 0. Поскольку g(X)—g(Y)= 
= (Х — Y)u(X, У), где и — ограниченный ряд и u(0,0) = 1, 
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имеем 5 (х) — g(x’) = (x — x’) v, где v © À — обратимый элемент, 
ибо, так как M замкнут, и — | = и(х, х’) — 1 Ем и идеал m co- 
держится в радикале кольца А; отсюда получается соотноше- 
ние e(b — 6’) = 0. 


Замечание. Это следствие применяется особенно тогда, 
когда элемент е обратим в кольце А; в этом случае можно вы- 
вести существование элемента b из теоремы Гензеля, так как 
канонический образ элемента f(X) в кольце (A/m){X} имеет 
вид (X—o)fı(X), причем элементы X—a и | (Х) являются 
сильно взаимно простыми, ибо fı(a) = | (а) — образ элемента е 
(n° I, пример) !). 


Примеры. 1) Пусть р — простое число, отличное от 2, 
и п — целое число, класс mod p которого является отличным от 
нуля квадратом в простом поле Fy. Если С» — кольцо целых 
р-адических чисел ($ 2, n° 12, пример 3), то применение след- 
ствия | к многочлену Х? — п показывает, что п является квад-. 
дратом в кольце Zp; например, число 7 является квадратом. 
В 13. 

2) Пусть А = К[У] — кольцо формальных рядов от одной 
переменной с коэффициентами в поле К; наделенное (У)-ади- 
ческой топологией, кольцо А отделимо и полно (8 2, n° 6, 
следствие предложения 6), а отображение f(Y)—f(0) опреде- 
ляет при переходе к факторкольцам изоморфизм A/(Y) Ha 
поле К. В силу следствия 1, если Γ(Υ͂, Х) — многочлен от X 
с коэффициентами в А и если а — простой корень многочлена 
F(0,X) в поле К, то существует, и притом единственный, фор- 
мальный ряд f(Y), такой, что f(0) =аи F(Y,f(Y))= 0. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть А — кольцо, ш — идеал в А, причем napa 
(А, ш) удовлетворяет условиям Гензеля. Пусть г, п — такие це- 
Abie числа, что OX r<n u f=(fra, ..., р) — система us n—r 
элементов кольца Α(Χι,..., Xn}. Обозначим через If (X) 
минор матрицы M; (X), образованный столбцами с такими HO- 
мерами j, что r+1<j<n. Пусть a = А" — такой элемент, что 
I" (а) обратим в А и выполняется соотношение f(a) = 
= (mod мх("—7). Тогда существует, и притом единственный, эле- 
мент X =(X1, ..., Хи) Е А”, такой, что хь = A, при 1<Е<,, 
x =a(modm*”) и f(x) = 0. | : 

Подставляя a, вместо X, при | <k<r B ряды f; (n° 2, за- 
мечание 3), мы видим, что для доказательства следствия можно 
ограничиться случаем, когда г = 0. Теорема 2 и предложение 7 


1) В этом примере речь шла о случае, когда Р(Х) — многочлен; однако 
нетрудно убедиться, что теорема Безу остается справедливой и для ограни- 
ченных формальных рядов. — Прим. ред. 


mr VS 795 i — τε ΟΚ ΟΚ os. ΕΝ» ENT + DATE ск. AD De FE u a ΝΕ ne à TS de rats: τ 
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показывают тогда, что { определяет биективное отображение 
из a+m“” на f(a) + m" = mx", следствие вытекает из того, что 
Oe mx", 


СЛЕДСТВИЕ 3. В обозначениях следствия 2 пусть aeg Απ: no- 


ложим e=J" (a) (это не обязательно обратимый в А эле- 
мент) и допустим, что (a) =0 (mod е?щх "-7). Тогда существуют 
п —г формальных рядов без свободного члена φι (τ + 1<i<n) 


us А[Х,, ..., X,], таких, что для всякого t=(t,, ..., &) = mX’ 
выполняется равенство | 
fi (αι Ἔ CHAT +. dr Pr eT,, Ar +1 κ CPr +1 (t), ree, Ay = CP (t)) =0 (25) 


npur+l<i<cn. 


Для 1<i<r положим f;(X)=X;—a; и пусть u = 
= (f1, ..., п); тогда Г, (а) =е и теорема 2 может быть при- 
менена к системе и. Из предыдущих определений в обозначениях 
теоремы 2 следует, что g;(X) = X, при 1 Li<r, откуда h;(X) = 
= X; при 1<i<r. Далее, если Λε: М,(А)— такая матрица, 
что M,(a) : М’ ='el,, то М’ является матрицей вида 


el, Q 
[η 
Заменяя у на M’.z (rne Z=(2, ..., г.) е m*") в формуле 
(20), мы получаем 
f(a, + e?z,, ..., а, +e?z,, а Ней, (М’-2), ..., a, +eh,(M':2)) = 
=]: (a}-+efa, для lin: ОМ 


По условию f,(a)=e*b;, где в; = Mm, для r+1<j<n. По- 


ложим %p;(X;, ..., X)=h;,(M’-X) и 
φ,(Χι, dd Х,) =p; (ХУ, VIT Χα --ὂ,ει, ааа ‚—6,) 
для r+1<j<n. Для r+1<i<n, подставляя Ё вместо 2; 


при 1 <] => и —b; вместо 2; приг + 1<]<пв формуле (26), 
мы получаем соотношения (25) для всякого набора tem“, 


6. Приложение к разложению колец 


ΠΈΜΜΑ 2. Пусть А — кольцо и m— идеал в A, такие, что 
пара (A,m) удовлетворяет условиям Гензеля. Пусть В— фак- 
торкольцо Alm ил: À — В — канонический гомоморфизм. Тогда 
для всякого идемпотента с кольца В существует, и притом един- 
ственный, идемпотент е Е À, такой, что п(е) = с. 


Пусть a @ А — такой элемент, что л(а) = с; мы можем вос- 
пользоваться следствием | теоремы 2 n° 5 применительно к MHO- 
гочлену [(Х)= Х?—Х кольца А[ Х] и элементу a = À. Имеем 
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р (a) = 2a— 1 и, поскольку m(2a—1)=2c—1 u (2:—1)? = 1 
в кольце В, элемент 2c — | а в В, так что элемент 
2a—1 обратим в кольце А (8 2, n° 13, лемма 3). Так как 
[(α) Em, следствие | теоремы 2 n° 5 немедленно дает существо- 
вание и единственность элемента е. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть А — кольцо и ш— идеал в А, такие, 
что пара (A,m) удовлетворяет условиям Гензеля. Пусть B— 
факторкольцо Ам u π: A—B— канонический гомоморфизм. 
Если кольцо В разлагается в прямое произведение конечного 
семейства идеалов (b;),.,, то существует, и притом единствен- 


ное, такое семейство идеалов (a;),_, кольца À, что π(αι) = b; 


для любого iel, и при этом кольцо А разлагается в прямое 
произведение семейства (a;). 


Пусть 1= Ус, где c; ЕВ; при любом 1; элементы с; яв- 
i 


ляются идемпотентами кольца В, для которых C;C; = 0 при i = |. 
В силу леммы 2, существуют идемпотенты €; из А (iE /), для 
которых л(е;) = с; при любом i; поскольку е;е; является идем- 
потентом, для которого л(е;е;) = с.с; =O при 1==|› то имеет 
место равенство е;е; = 0 при #==] (лемма 2); так как разность 
1— De представляет собой идемпотент, для которого 
1 
π (1 — Ze) fs с; = 0, то имеем также, что |= Зв: Отсюда 
1 1 1 
следует, что кольцо А разлагается в прямое произведение идеа- 
лов 4; = e;A, а также то, что п (а) = л(е;) В = by. 
Остается установить единственность такого разложения. 


Предположим, что А разлагается в прямое произведение BTO- : 
рого семейства идеалов (Ui), обладающих тем свойством, что. 


Е. . ’ en / 
nm (aj) = b; при всех i; тогда 1= Dei, причем е; =, откуда 
a 
7 i 
в кольце В получается, что | = Dinle;), где n(e;) = b;; это озна- 
+ | 
чает, что л(е;)=с;; поскольку €; и €, — идемпотенты, обяза- 
тельно имеем 6’ =e, (лемма 2), что завершает доказательство. 


Замечание. Предложение 8 заново дает описание струк- 
туры полулокального кольца А, являющегося отделимым и пол- 
ным в 1-адической топологии (т — радикал кольца À), ‚которое 
уже было получено как следствие предложения 19 $ 2, n° 13. 


Упражнения 


1) Пусть А — коммутативное кольцо, отделимое и полное относительно 
фильтрации (Qn) nso в которой @ =A. Пусть М, М’, Ν--τρη А-модуля, 
каждый из которых наделен фильтрацией, порожденной фильтрацией кольца 


LA 
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D 


‚ и топологией, определенной этой фильтрацией. Положим М = M/a,M, 
‘= M’/a,M’, N=N/aiN. Пусть f: МХ М’ > М- билинейное отображение и 


f: МХМ’ > М- (А/а!)-билинейное отображение, определяемое отображением 
f при переходе к фактормодулям. Пусть уеМ, je M, X SG Μ΄ -- такие эле- 
менты, что: 1° f (x, X) есть класс й элемента у в модуле N; 2° любой эле- 


мент из N может быть записан в виде f(x, 2’) + | (2, x’), где ё=+М и 2’ =М.. 
Показать, что если модуль N отделим, а модули М и М’ полны, то суще- 
ствует такой элемент х @X и такой элемент x’ ΕΞ Хх’, что f(x, x’) = y (восполь- 
зоваться индуктивным рассуждением подобно тому, как это было сделано 
при доказательстве леммы Гензеля). При каком условии элементы хи X’ 
определяются единственным образом? 

2) Пусть А — локальное кольцо, M — его максимальный идеал, R=A/m — 
его поле вычетов и j: A— k — канонический гомоморфизм. Пусть P & A [X]— 
унитарный многочлен степени п. Положим В = A[X]/PA[X] и обозначим 
через х канонический образ элемента Х в кольце В. 

а) Пусть Q, Q’— два сильно взаимно простых многочлена из А [Х], для 
которых Р = QQ’. Показать, что кольцо В представляет собой прямую сумму 
идеалов B- Q(x) и B-Q (x). 
`’ 6) Обратно, пусть B=b Gb’ — разложение кольца В в прямую сумму 
двух идеалов. Показать, что существуют многочлены Q, Q’ из А [X], удовле- 
творяющие предположениям пункта а) и такие, что b= B- Q(x), ¥ = B- Q’ (x). 
(Сначала показать, что b/mb и b’/mb’ порождаются в кольце B/mB образами 


унитарных многочленов Qy = ай (5), Q ΕΞ FT (δ’), для которых 


T (P)=F (Qo) F (6%). 


I= 
I 


Пусть г = deg (Ωρ), $ = deg (ου). Показать, что b является свободным А-мо- 


дулем с базисом Ro (X), xQo (x), ..., x’! (x) (применить предложение 5 
гл. II, § 3, n° 2); после этого можно будет записать x°Qo (X) = ао Фо (X) + 


а хо (x) + ... has ФО De (x), где а = А (0<1<$-—1); положим 
Dm LL Е ТРЕ, ыы 


показать, что f(P)=f (Qo) Γ(Ω’) и QE я (5’). Определить аналогичным об- 
разом многочлен Q исходя из Q’ и Qo и показать, что Q и Q’ отвечают сфор- 
мулированным требованиям, воспользовавшись предложением 2 n° 1.) 
Ч 3) Пусть А — локальное кольцо, Ш — его максимальный идеал, 
k = А/м — его поле вычетов и f: A— ἆ — канонический гомоморфизм. Пока- 
зать, что следующие два условия эквивалентны: ` 
(ΗΠ) Для всякого унитарного многочлена P @ A [X] и любого разложения 


f(P) =k [xX] в произведение f (P) = ΩΩ’ унитарных взаимно простых _MHOTO- 
членов существуют такие два многочлена О, О’ в кольце А[Х], что f(Q) = 


= ©, f(Q)=Q" u Ρ-ΩΘ' | 

(С) Любая коммутативная алгебра над кольцом À, являющаяся А-моду- 
лем конечного типа, представляет собой прямое произведение А-алгебр, яв- 
ляющихся локальными кольцами. 

(Для доказательства того, что из (Н) следует (С), надо рассуждать так 
же, как в предложении 8 n° 6, используя при этом упражнение 24). Для 
доказательства того, что из (С) вытекает (ΗΠ), показать сначала, что для 
всякой коммутативной А-алгебры В, являющейся А-модулем конечного типа, 
любое разложение кольца B/mB в прямую сумму двух идеалов обязательно 
имеет вид b/mb 9 b’/mb’, где B=6@ θ΄ — разложение в прямую сумму двух 
идеалов кольца В; затем воспользоваться упражнением 26).) 


Упр. ПОДЪЕМ В ПОЛНЫХ КОЛЬЦАХ = 289 


Кольцо A, удовлетворяющее условиям (Н) и (С), называется гензеле- 
вым. Всякое отделимое и полное локальное кольцо является гензелевым. Если 
А — гензелево и В — коммутативная А-алгебра, представляющая собой ло: 
кальное кольцо и А-модуль конечного типа, то В — гензелево кольцо. 

4) а) Пусть (Αα, Фав)— индуктивная система сензелевых локальных ко: 


лец, в которой гомоморфизмы Фав локальны. Показать, что локальное кольцо 
А = lim Ag (гл. I, $ 3, упражнение 16) гензелево (воспользоваться критерием 


(Н) из упражнения 3). 

6) Пусть К — поле и L— некоторое его алгебраическое расширение. Ilo- — 
лучить из а), что кольцо L@Oxr K [[Х,, 1 , À,]] гензелево. 

*в) Пусть А — гензелево локальное кольцо, а В — коммутативная А-ал- 
гебра, целая над À (гл. У) и являющаяся локальным кольцом. Показать, . что 
В — гензелево кольцо (воспользоваться A)).x 

Т 5) Пусть А — гензелево локальное кольцо, В — некоторая А-алгебра 
(не обязательно коммутативная), являющаяся А-модулем конечного типа, b — 


двусторонний идеал в В и В = B/b. 
а) Показать, что любой идемпотент € из В является каноническим обра- 
зом некоторого идемпотента из В (свести к коммутативному случаю; рассма- 


тривая подалгебру алгебры В, порожденную одним элементом). 
6) Пусть (2), >, — бесконечная последовательность таких элементов 


кольца В, что 


для любой пары индексов (i, |). Показать, что в В существует ортогональная 
последовательность (en), > | идемпотентов, для которых при любом п элемент 


En является каноническим образом элемента En. (Провести индукцию подобно 
тому, как это было сделано в упражнении 10 из Алгебры, гл. VIII, $ 6; надо 
заметить, что если €, е’— такие два идемпотента из В, что ее’=0, то 
е’ — е’е = е”’ является идемпотентом, для которого ee” = e”e = 0.) 

в) Предположим теперь, что b является радикалом кольца В. Пусть п — 
целое число и (=; ja <i<n, 1<—j<n)-— такое семейство элементов коль- 


ца В, что рр = Е; и 1 = Σ =; Показать, что в кольце В существует 
i= , 
семейство (e;;) (Isisn 1<]< 1), для которого e@ij@nn = Ojn@in и 


|= У е;; и элемент Eij есть канонический образ элемента е;; при любой 
i=] 

паре индексов. (Использовать 6), упражнение 11 из Алгебры, гл. VIII, $ 6, и 

упражнение 9 из Алгебры, гл. VIII, § 1.) Вывести отсюда, что если кольцо В 


изоморфно кольцу матриц М, (D), где D—- Te10, возможно некоммутативное, 
то кольцо В изоморфно кольцу матриц м, (2), где D представляет собой 
А-алгебру, являющуюся А-модулем конечного типа и радикал ὃ которой та- 


ков, что D/d изоморфно D (ср. упражнения 9 и 3 из Алгебры, ra. VIII, 8 1). 
Показать, что если, кроме того, В является алгеброй Адзумайя над А (гл. II, 
$ 5, упражнение 14), то таким же. свойством обладает и кольцо D. 

6) Привести пример артинова некоммутативного кольца А, фильтрован- 
ного последовательностью (An) таких двусторонних идеалов, что % =A и 
a, = 0, для которой не имеет места предложение 8 n° 6 (ср. Алгебра, гл. VIII, 
$ 2, упражнение 6). 

Ч 7a) Пусть А — коммутативное кольцо, M — такой идеал в А, что коль- 
ΠΟ А отделимо и полно в М-адической топологии и M/M? является A- Er a bec 
конечного типа. Показать, что топология кольца A’ = A{X;, ..., Xr} есть. 


10 Н. Бурбаки 
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ш’-адическая топология, где Ш’ == ША’, и что m’/m’” является (А’/щ’)-модулем 
конечного типа (воспользоваться предложением 14 $ 2, n° 11). В частности, 
если А нётерово, то нётерово и À’. 

6) Пусть А — нётерово коммутативное кольцо и M— такой идеал в A, 
что А отделимо и полно в М-адической топологии. Пусть u: A -> В — nenpe- 
рывный гомоморфизм кольца А в отделимое коммутативное топологическое 
кольцо В, превращающий В в А- -ἀπτρόμγ. Показать, что следующие условия 
эквивалентны: 

a) В нётерово, его топология является мВ-адической, В полно и B/mB 
является алгеброй конечного типа над A/m. 

В) В топологически А-изоморфно кольцу lim Ba, где (Bn), > 1 — некото- 


рая проективная система дискретных А-алгебр, для которой отображения 
Фит: Вт > Ba при т > п сюръективны и для которой ядро гомоморфизма 


@nm равно ın?+!B„, причем В, является алгеброй конечного типа над A/mm. 

у) В топологически А-изоморфно  факторалгебре алгебры вида 
A{X,, ..., À;} по некоторому замкнутому идеалу. 

(Чтобы показать, что из В) следует у), надо воспользоваться предложе- 
нием 14 8 2, n° 11, и теоремой 1 § 2, n° 8.) 

8) Пусть А — линейно топологизированное коммутативное кольцо. Dee: 


ждествим аддитивную группу Α|[Χι,..., Xp]] с произведением групп AN? 
и наделим ее топологией произведения Я”. 
а) Показать, что 7° согласована со структурой кольца A[[X,, ..., Χρ] 


и является линейной топологией, в которой отображения f — Of/0X; непре- 
рывны. 


6) Для любого элемента Р = 2 а, pa кольца A [[X;, ..., Χρ] (oGeane: 


чения взяты из § 1, n° 6) и любой ка А-алгебры В ($ 2, упраж- 
нение 28), являющейся отделимой и полной, мы будем говорить, что элемент 


= (X, ..., Xp) © BP подставим в Р, если семейство (Qe, p,X°) (где 
е 


е е 
x Χρ ... Χρ) для е =(е1,..., @p)) сходится к нулю в В по фильтру до- 


полнений к конечным подмножествам в ΝΡ, В этом случае указанное семей- 
ство суммируемо и его сумма обозначается see P(x). Показать, что мно- 
жество формальных рядов РеЕА[Х,,..., Χρ], в которые подставим 
элемент X, является подкольцом 5, в A[[Xi,..., Хр] и что отображение 


P— P(x) является гомоморфизмом из S, в В. 


в) Показать, что если X подставим в Р и если у, == (У1,..., Ур) — такой 
элемент из BP, что у; топологически нильпотентны для | Li р, то x +y 
подставим в Р. x | 

В частности, если в В существует окрестность нуля, тЫ ΤΟΠΟ- 
логически нильпотентными элементами, то при любом РЕА[Х,, ..., Χρ] 
множество D элементов x € BP, подставимых в Р, открыто, и отображение 
х—Р(х) из Ов В непрерывно. 

г) DEREN в дальнейшем предполагать, что А отделимо и полно, а 
А [[X1, ..., Χρ]] наделено топологией Я’. Для того чтобы система из 4 фор- 
мальных рядов Ρι,..., Ра кольца A[[X;, .:., Xp]] была подставима в фор- 


мальный ряд 
р QE AI[X,,..., Xgl), 


необходимо и достаточно, чтобы система (Pı(0), ..., Р.(0)) была подста- 
вима в Q 

д) Предположим, что х- подставим в каждый из рядов Pr (1<RkR< q) 
и что а (Pi, ..., Ра) подставима в Q. Показать, что X подставим в 
О (Ри, ..., Ра), что система (Pa (x), ; P,(x)) подставима в Q и что имеет 
место равенство Q(P;(x),..., Р 7 (x)) Ξ(Ω(Ρ,, ..., Ра)) (X), если дополни- 
тельно предположить, что выполнено одно из следующих условий: α) суще- 


CRUE я Зее BEL er ad Oe 1 ος. ON ав а а SE ai ee M EE oS ee 
οἱ Ро 2 ΕΣ . à = κ. ΚΕ; 2 ET > : - x : bade : е 3 - τ 
το Εάν ; : < a x 5 2 + 


т = 
\ 
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ствует такой идеал N в кольце В, что пара (В, и) удовлетворяет условиям 
Гензеля и элементы Xi (1 Si р) принадлежат 1; В) формальный ряд Q 
ограничен. 
е) Положим В = À = Fo, наделим это поле дискретной топологией, поло- 
ao 


жим, далее, P=X+X2 Q= 2! x2”. тогда Р подставим в О, элемент x = | 


n=0 
подставим в Рив Ω(Ρ) и элемент P(x) подставим в Ω, no Q(P(x)) = 0, а 


(Q(P)) (4) = 1. 


$ 5. Плоскостные свойства фильтрованных модулей 


1. Идеально отделимые модулц 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Пусть А — коммутативное кольцо и À — ка- 
кой-нибудь идеал в А. Говорят, что А-модуль М идеально от- 
делим относительно ἡ (или просто идеально отделим, если это 
не приводит к путанице), если для любого идеала а конечного 
типа в кольце А модуль a@ АМ над кольцом А отделим в Ÿ-a0u- 
ческой топологии. 


Полагая а=А в этом определении, мы видим, что тогда 
сам модуль М обязательно отделим в З-адической топологии. 


Примеры. 1) Если À нётерово и ἡ содержится в ради- 
кале кольца А (иначе говоря, если А — кольцо Зарисского от- 
носительно З-адической топологии), то любой А-модуль конеч- 
ного типа идеально отделим ($ 3, n° 3, предложение 6). 

2) Прямая сумма идеально отделимых модулей является 
идеально отделимым модулем, так как имеют место следующие 
соотношения: 


У" (a Sa D M,\=3° Ф 2@,M,)= Ф Y'a ΛΠ). 
> NEL NEL λ. ΕΕ Ι, | 


3) Если А-модуль М является плоским и отделимым в 5$-ади- 
ческой топологии, то он идеально отделим, так как в этом 
случае а Ὁ „М отождествляется с`подмодулем в М и З-адиче- 
ская топология на модуле а ® „М является более тонкой, чем 
топология, индуцированная на а © АМ З-адической топологией 
модуля M, являющегося по условию отделимым. 


2. Формулировка критерия плоскостности 


Пусть А — некоторое кольцо, I — какой-нибудь идеал в À, 
М — левый А-модуль, gr(A) и gr(M)— градуированное кольцо 
и градуированный эт(А)-модуль, ассоциированные соответ- 


ственно. с кольцом А и модулем М, наделенными З-адическими 


10* 
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фильтрациями ($ 2; n° 3). Было показано (loc. cit), что. для 
любого целого числа п 20 имеет место сюръективный гомо- 
морфизм -модулей 


vn: (3"/3"*") 8 (МАМ) > "М5" "М, 


а также градуированный гомоморфизм с степени 0 градуирован- 
ных 2т(А)-модулей 


Ум: gr(A) Θ᾽, (4) Сто (М) > gr (М), 


ограничение которого на ET, (A) Sara, gTo(M) равно у» при лю- 
60M И и который, следовательно, является сюръективным. 


ТЕОРЕМА 1. Пусть А — коммутативное кольцо. I — идеал 
в A u М— некоторый А-модуль. Рассмотрим следующие свой- 
ства: 

(1) АВЕ a М является плоским над кольцом А. 


(11) Tori (N,M)=0 для любого А-модуля М, аннулируемого 
идеалом à. 

(iii) Модуль М/&М является плоским над кольцом A/S u 
каноническое отображение Ἃ Ὁ „М —> SM биективно (это послед- 
нее условие эквивалентно равенству Tori (A/R, М) =0, что полу- 
чается из соотношения Tori (A, М) =0 и точной последователь- 
ности Tori (А, M) > Tori (ASS, М) >3 ® 1, M — M). 

(iv) Модуль M/SM является плоским над кольцом А 
и канонический гомоморфизм ум: gt (À) ® „(a Вто (М) — gr (M) 
биективен (это свойство (GR) из $ 2, n°8). 

(v) Для любого п 1 модуль M/I"M является плоским над 
кольцом A/S”. 

Тогда имеют место следующие импликации: (НЕРОН 

> (iv) <> (ν). 

Если, кроме того, идеал I нильпотентен или кольцо А яв- 
ляется нётеровым, а модуль М идеально отделимым, то свойства 
(i), (ii), (ili), (iv) и (ν) эквивалентны. 


Замечание. Когда факторкольцо A/S является полем 
(случай, часто встречающийся в приложениях), условие «MO- 
дуль M/SM является плоским над кольцом A/S» автоматиче- 
ски выполняется для любого А-модуля М, что упрощает фор- 
мулировку свойств (iii) и (iv); далее, в этом случае свойство 
(У) эквивалентно тому, что модуль M/S"M Вия свободным 
над кольцом A/S” при любом +1: (гл, {Ξ.83.3.1". 2, one 
ствие 2 предложения 5). 


= 
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3. Доказательство критерия плоскостности 


А) Импликации (i)> (ii) (iii) 

Импликация ANT получается немедленно (VAS 47 
Эквивалентность (ii) & (iii) является частным случаем предло- 
жения 2, гл. I, $ 4, примененного к К =А, S= A/S, F= M, 
Е = М, если принять во внимание, что задание структуры 
(A/S)- -модуля на N эквивалентно заданию структуры À- -модуля, 
при которой N аннулируется идеалом à. 


Замечание. |) Условие (ii) эквивалентно также следую- 
щему: 
(ii’) Tor? (№, M)=0 для любого с N, аннулируемого 


| некоторой степенью идеала 3. 


Действительно, очевидно, что из (if) следует (ii). Обратно, 


1 
если выполнено (ii), то, в частности, Tor? (SNS TN, M)= 0 при 
любом п; из точной последовательности 


МИ М ММ »0 


получается точная последовательность 


Tor? (Sn, М) > Τοτή(Ν’Ν, М) > Τοτή(Φ’Ν/Ν'"'Ν, M), 


и поскольку существует такое целое т, что SN = 0, TO индук- 
цией вниз по n показывается, что Torf (35Ν, M) = 0 для любого 
п< т и, в частности, для n = 0. 

Из этого следует, что при нильпотентном идеале 3 имеет 
место импликация (ii) (1), так как (ii’) означает тогда, что 
Tort (№, М) =0 для любого А-модуля N; следовательно, MO- 
дуль М является плоским (гл. [, $ 4). 


Б) Докажем следующее предложение: 


ПРЕдложЕНИЕ |. Пусть А — коммутативное кольцо, À — 
идеал в À u М — некоторый А-модуль. Следующие условия экви- 
валентны: 

a) для любого п > 1 имеет место равенство Tor: А", М)=0; 

6) для любого п > 1 канонический гомоморфизм 


в: κ ® à M — SM 
биективен. 
Кроме того, эти условия влекут за собой, что 
в) канонический гомоморфизм ум: £r (À) @ oro (ay То (M) > 


-> ог(М) биективен. er 
Обратно, если идеал 3 нильпотентен, из в) следуют a) u 6). 


ИЯ RES σ me Е Ge ее RE RE OR a ен FORTS) d'a 
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Эквивалентность условий а) и 6) вытекает из точной после- 
довательности 


0 = Tor” (А, M)—> Tor‘ (A/3” eee BANN, 
Рассмотрим, далее, диаграмму 


У" @ 4M > S,M— (5/3) @4(M/3M) +0 
т 8 | A (1) 
у У 
tog aad | Gee ey rer UT, er ee 
при написании которой принято во внимание, что (at) © 


@,(M/SM) ‘канонически отождествляется с (8"/3"*')@ 
AIS 


© as (M/SM). Эта диаграмма коммутативна по определению OTO- 
бражения Yn и ее строки точны. Если выполнено 6), то θη и 
θη. представляют собой биективные отображения и, следова- 
тельно, таким же является у„, согласно определению коядра; 
следовательно, из 6) вытекает в). Обратно, предположим, что 
идеал ἡ нильпотентен, и покажем, что из в) следует 6). Будем 

. вести рассуждения индукцией вниз по N, так как 3”@®4M = 
= ὅπλί--0 при достаточно большом п. Предположим, таким 
образом, что в диаграмме (1) отображения yn и On+ı биектив- 
ны; биективным является, следовательно; и отображение θη, 
согласно следствию | предложения 2 гл. I, $ 1, n° 4. 


В) Импликация (ii) (iv) 

Если выполнено (ii), то выполнено и (ii), в силу замеча- 
ния |). Предложение | показывает, следовательно, что отобра- 
жение ум является изоморфизмом. С другой стороны, уже из- 
вестно, что из (ii) вытекает (iii), следовательно, M/SM является 
плоским (А/З)-модулем, а это завершает доказательство того, 
что из (ii) вытекает (iv). 

Замечание. 2) Предложение | показывает, что когда 
идеал Ÿ нильпотентен, из (iv) следует (iii). Принимая ΒΟ BHH- 
мание замечание |), в этом случае мы, таким образом, уже 
доказали эквивалентность свойств (1), (ii), (iii) и (iv). 


Г) Эквивалентность (iv) & (ν) 

Для всякого n 21 А- модуль M/3"M каноническим образом 
наделен структурой (A/Ir)- -модуля. Если его профильтровать 
посредством (3/ 3”) - -адической фильтрации, TO немедленно по- 
лучится, что эти (М/Э”"М) = ег. (М), если m<n, и сти (M/3"M) = 
=0 если m>n. Для всякого №21 положим A, = A/S, 
Va = 3/3*, М» = M/3*M; обозначим через (iv); (соответствен- 
но через (\)») утверждение, полученное из (iV) (соответственно 
из (ν)) заменой A, Ÿ, М на Ap, Sr, Mn. Из сказанного. следует, 
что свойство (iV) эквивалентно выполнению свойства (iv), при 


‘ 
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всех À Z | и, очевидно, что свойство (V) эквивалентно выполне- 
нию свойства (\)»„ при всех А 21. Следовательно, достаточно 
установить эквивалентность (iv), <> (V)x при всех À ‘или, что TO 
же самое, эквивалентность (iv) < (ν) в том случае, когда 
идеал 3 нильпотентен. Однако (замечание 2) уже было пока- 
зано, что в такой ситуации (iv) эквивалентно (i). Поскольку 
модуль M/3"M изоморфен M®,(A/Ir), из (i) следует (v) 
(гл .Ι, $ 2, n° 7, следствие 2 предложения 8); кроме того, ясно, 
что из (У) вытекает (i). Таким образом, мы доказали эквива- 
лентность (iv) < (У) для всех случаев, а также эквивалент- 
ность всех свойств, перечисленных в теореме, для нильпотент- 
ного идеала à. : 

A) Импликация (v)=> (i), когда A нётерово и М идеально 
отделим. | 


Достаточно доказать, что для любого идеала a кольца A 
каноническое отображение j: aA®ı М-»М инъективно (гл. I, 
$ 2, n° 3, предложение 1). Пусть x © Kerj; поскольку модуль 
a@ М отделим в З-адической топологии, достаточно убедиться, 
что для всякого целого числа п>0 имеет место включение 
хе 5" (а® М). Пусть ]: a — а — каноническое вложение; до- 
статочно показать, что хе п ({1®1м); в самом деле, если 
b= 5", ака и meM, то Образ при отображении {®1ым эле- 
мента (ba) ®т из (πα) @ 4 M есть элемент (ba) ®т = 6 (а®т) 
модуля αφ АМ, так что п (}®1м) < Ir (а® 41 M). Согласно Teo- 
реме Крулля ($ 3, n° 2, теорема 2), существует такое целое 
число À, что а» = al) ЗА C Ira; если i: ἂμ —+ а — каноническое вло- 
жение, то, следовательно, будет достаточно показать, что 
хе Im(i@ly). Обозначив через р: а->а/а, и h: а/п, > A/S* 
канонические отображения, мы получим коммутативную JHa- 
грамму 
i@®ly 


> a @4M——> (a/a,) @ à M — 0 
j h®ly 
у 


а, @,M 


ee CALS) 5 OI 


первая строка которой точна. Достаточно доказать, что 
хе Кег(р®1м), а ввиду того, что x = Ker j по условию, для 
этого достаточно убедиться, что отображение [169]. инъективно. : 
Но оно может быть также записано как отображение: 


h @ l'ysty (4/4) © ast (M/S M) > MM, 


(Algébre, chap. Ш, 3° éd., $ 3, n° 6, corollaire 3 de la proposi- 
tion 6), которое инъективно, так как инъективно A, и, согласно 
(у), M/3*M является плоским А/3*-модулем; это завершает до- 
казательство, 
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4. Приложения 


IIPENNOXEHHE 2. Пусть А — коммутативное кольцо, D — 
идеал в А и В — такая нётерова коммутативная А-алгебра, что 
SB содержится в радикале кольца В. Тогда любой В-модуль 
М конечного типа является идеально отделимым А-модулем от- 
носительно À. 


Мы установим даже более общий факт: для любого А-мо- 
дуля N конечного типа модуль ΝΘ М отделим в З-адической 
топологии. Действительно, Ms = М®АВ представляет собой 
В-модуль конечного типа и В-модуль N@ AM канонически ото- 
ждествляется с №в®вМ в силу ассоциативности тензорного 
произведения. Пусть 8 — радикал кольца В. Поскольку SBC, 
\-адическая топология на N®,M при этом отождествлении 
дает топологию, более тонкую, чем ®-адическая топология на 


Мв®вМ; но эта последняя топология отделима, так как 


(в), в М является В-модулем конечного типа (n° |, пример 1); 
отсюда следует требуемый результат. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть А — коммутативное кольцо, B— 
коммитативная A-aneeöpa, ἃ — идеал в кольце А и M — неко- 
торый В-модуль. Предположим, что В — нётерово кольцо и 
представляет собой плоский А-модуль и что модуль М идеально 


отделим относительно SB. Тогда следующие условия эквива- 
лентны: 


а) М является плоским В-модулем; 

6) М является плоским А-модулем и M/SM = M/(SB)M 
представляет собой плоский (B/SB) -модуль. 

Если, кроме того, ‘канонический гомоморфизм A/S— B/SB 
биективен, то условия а) и 6) эквивалентны также условию 

в) М является плоским А-модулем. 


Условие 6) следует из условия а) в силу следствий 2 и 3 


предложения 8 гл. I, $ 2, n° 7, и в силу того, что модуль M/IM 
изоморфен модулю М®в(В/ЗВ). Предположим, что выполнено 
условие 6). Чтобы показать, что М является плоским В-моду- 


‚лем, мы применим теорему | n° 2, в которой заменим А на В 


и S на ЗВ. Достаточно, следовательно, доказать, что канони- 
ческое отображение f: ЗВ®А М-› ЗВ инъективно. Пусть fı — 
каноническое отображение «Θ᾽, В ЗВ и р — канонический 
изоморфизм δ, ΛΙ-»( 36, Β) Θῃ М; композиция fo αλ τ 
ee представляет собой каноническое отображение [: SAM 

— SM, что легко проверяется. Но | является op 
так как модуль М плоский над кольцом A, и | — изоморфизм, 
так как В — плоский модуль над А. Следовательно, Г является 
изоморфизмом. 


ἘΝ γη 
САО, РУХ 


ГА 


ων... pet 2 Web en nn 
et = 


DER EP Le Ta ΤΕ Е A SER К Aa re 
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Пусть_ф : A/S — Β/ 3 Β — канонический гомоморфизм; струк- 
тура (4/3). -модуля на M/SM, определенная с помощью отобра- 
жения о исходя из его структуры (В/ЗВ)-модуля, изоморфна 
структуре (А/З)-модуля на М®л (A/S). Отсюда следует, что 
если М — плоский А-модуль, то M/ISM — плоский (А/З)-мо- 
дуль, так что он является и. плоским (В/ЗВ)-модулем, если p — 
изоморфизм. Таким образом, в этом случае доказано, что 


Hm) | 

Следствие. Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, À — 
ндеал в А, А— отделимое пополнение кольца А относительно 
З-адической топологии, М — идеально отделимый А-модуль OT- 
носительно идеала SA. Для того чтобы М был плоским А-мо- 
дулем, необходимо и достаточно, чтобы М был плоским А-мо- 
дулем. 


Действительно, известно, что А — HETEPOBO кольцо (5. 3 n° 4, 
предложение 8), являющееся плоским es -модулем ($ 3, n° 4, Teo- 


рема 3); известно также, что SA = 5 ($2, n° 12, предложе- 


ние 16) и что канонический о A/S — A/S биективен 
($ 2, n° 12, предложение 15); таким образом, мы можем вос-` 
пользоваться предложением 3. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть А и В — два нётеровых коммиутатив- 
ных кольца, В: АВ — гомоморфизм колец, 3 — идеал в А, 
а ® — идеал в В, содержащий ЗВ и содержащийся в радикале 


кольца В. Пусть А — отделимое пополнение кольца А относи- 


тельно З-адической топологии и Вр— отделимое пополнение 
кольца В относительно ®-адической топологии; гомоморфизм h 
непрерывен в этих топологиях и, следовательно, отображение 


h: А-В превращает В в некоторую А- -алгебру. Пусть М — κα-. 


кой-нибудь В;модуль конечного типа и M — его отделимое no- 
полнение относительно %-адической топологии; тогда следую- 
щие свойства эквивалентны: 

а) модуль М является плоским над кольцом А; 


6) модуль М является плоским над кольцом А; 
в) модуль М является плоским над кольцом А. 


Поскольку кольцо В, наделенное %-адической топологией, 


представляет собой кольцо Зарисского, кольцо В является. 
строго плоским В-модулем (8 3, n° 5, предложение 9) и мо- 


дуль М канонически изоморфен модулю ΛΘ» В ($ 3, n° 4, тео- 
рема 3); немедленно проверяется, что этот канонический изо- 


морфизм является изоморфизмом структуры А-модуля на М на 


= SR А RE RE gre ee AN LEUR ne a re ASS ОН 
Ἔ κ ” x en τ _ 
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структуру А-модуля на М ® В, определяемую структурой А-мо- 
ΛΥΠΗ на М. Воспользуемся предложением 4 гл. I, § 3, n° 2, 


заменив R на В, $ — на А, Е на Ви Р— на М; мы видим, 
что, для того чтобы М был плоским А-модулем, необходимо и 


достаточно, чтобы модуль М был плоским над кольцом А. 
Однако М представляет собой В-модуль конечного типа и 
идеал SB содержится в ® = LB, так что IB содержится и 


в радикале В ($ 3, n° 4, предложение 8). Следовательно, М яв- 
ляется А-модулем, идеально отделимым относительно идеала 


SA (предложение 2). Условия 6) и в), таким образом, оказы- 
ваются` эквивалентными в силу следствия предложения 3. 


Упражнения 


1) Пусть А — коммутативное кольцо и 55 — идеал в нем. Говорят, что 
А-модуль М абсолютно отделим относительно идеала xy, если для любого 
А-модуля N конечного типа А-модуль ΝΘ М отделим в $-адической топо- 


логии; абсолютно отделимый А-модуль идеально отделим. 

а) Для того чтобы M был абсолютно отделимым относительно идеала 5, 
необходимо и достаточно, чтобы для любого А-модуля конечного типа N 
и любого подмодуля N’ в М модуль Im(N'@,M) был замкнут в N@,M 


относительно У-адической топологии. 

6) Пусть В — коммутативная А- -алгебра, и пусть ® — идеал в В, содер- 
жащий УВ. Если М — абсолютно отделимый В-модуль относительно ᾳ το М 
является абсолютно отделимым А-модулем относительно ду. 

2) Показать, что любой 7-модуль, отделимый в р-адической топологии 
(р — простое число), идеально отделим, но привести пример -модуля конеч- 
ного типа, отделимого, но не являющегося абсолютно отделимым относитель- 
HO р (воспользоваться упражнением la)). 

3) Пусть обозначения _ будут те же, чтоб и в упражнении 11 из $ 3, H 
пусть N — подмодуль в Ё, являющийся замыканием в E подмодуля из Ε, 


порожденного векторами Pepn—1 — P™C2n (п > 1) и пусть М = ΕΙΝ. Показать, 
что в р-адической топологии подмодуль рМ из М не замкнут в М, и вывести 
отсюда, что М представляет собой идеально отделимый 7р-модуль, не являю- 
щийся, однако, абсолютно отделимым относительно р. 

Т 4) Пусть А — коммутативное кольцо, τὰ — идеал в нем и S=1+ 9%. 
Показать, что если М — абсолютно отделимый А-модуль относительно À, то 
SIM = М, иначе говоря, для любого ае3 отображение K—ax является 
биективным отображением модуля М на „себя. (Показать сначала, что пред- 
положение об отделимости модуля М в Х-адической топологии’ влечет за со- 
бой инъективность отображения X —> ах; После этого доказать, что подмодуль 
aM из М плотен в М относительно ду-адической топологии, и применить 
упражнение la)). 

5) Положим А == ©, Ÿ = pZ, где р — простое число. 

а) Показать, что если 9 — простое число, отличное от р, то Ё-модуль 
7/97. удовлетворяет условию (ii) из теоремы 1, но не удовлетворяет усло- 
BHIO (i). 

6) Показать, что 2-модуль Q/Z обладает свойством (iv) из теоремы 1, но 
не обладает свойством (ii). 

6) Пусть А — нётерово коммутативное кольцо, 5 — идеал в А и М — не- 
который А-модуль. Показать, что условие (v) из теоремы | эквивалентно 
следующему: 


es Oe Dae ee eae > ета 
SE ae es bee RE see = τς У, 
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(ν΄) Для любого А-модуля конечного типа N и любого подмодуля № BN 
каноническое отображение (MG ΑΝ) — (MG ay (где оба модуля яв- 


ляются отделимыми пополнениями относительно Х-адических топологий моду- 
лей M® AN’ и M® ΑΝ соответственно) инъективно. (Для того чтобы дока- 


зать, что из (У) Nig (v’), рассуждать так же, Kak и в части Д) доказа- 
тельства теоремы 1. Для того чтобы показать, что из (ν΄) следует (Vv), 
рассмотреть .А-модули N, аннулируемые некоторой степенью идеала +.) 

Т 7) Пусть ae fun) — фильтрующаяся индуктивная система нётеровых 


локальных колец; если Ш) — максимальный идеал в кольце Αλ, то предполо- 
жим, что при ^ < И имеет место равенство My = м» Ар и что Ay является 


плоским Αλ-ΜΟΛΥΠΕΜ. Показать, что в этом случае кольцо А = lim Αλ нёте- 
> 


рово и является плоским ÄAy-MOAyJIeM при любом À. (Если М = m,A — макси- 
мальный. идеал в А (гл. П, $ 3, упражнение 16), то показать, что Ш-адическая 
топология на А отделима, приняв во внимание, что кольцо А является строго 


плоским Ал-модулем при любом À. После этого доказать, что если А — попол- 


нение кольца А относительно Ш-адической топологии, TO А HETEPOBO, исполь- 
зуя при этом следствие 5 теоремы 2, $ 2, п” 10; наконец, доказать, что для 


любого λ кольцо А является плоским Ay -модулем, используя для этого тео- 
рему 1 n° 2 и предложение 2 n° 3.) 

Ч 8) Пусть А — нётерово локальное кольцо, М — его максимальный идеал 
и k = А/м — его поле вычетов. Пусть К — расширение поля k; показать, что 
существует локальный (μήν из А в такое нётерово‘ локальное коль- 
πο В, что B/mB изоморфно К и В является плоским А-модулем. (Рассмотреть 
сначала случай, когда К AT различая два случая соответственно тому, 
t алгебраично, или трансцендентно над À; после этого рассмотреть семейство 
(Κλ) подполей поля К, содержащих À, вполне упорядоченное по включению 
и такое, что если Κλ непосредственно предшествует Ky, то К» =Кр (ty) при 


некотором {y = Ky. Наконец, применить упражнение 7.) 


ГЛАВА IV!) _ 


АССОЦИИРОВАННЫЕ ПРОСТЫЕ ИДЕАЛЫ 
И ПРИМАРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ 


Все рассматриваемые в этой главе кольца предполагаются 
коммутативными и обладающими единичным элементом; отно- 
сительно всех гомоморфизмов колец предполагается, что они 
переводят единичный элемент в единичный. Под подкольцом 
кольца А подразумевается подкольцо, содержащее единичный 
элемент из А. 

Напомним, что для любого А-модуля Е и любого элемента 
хеЕЕ через Апп(х) обозначается аннулятор элемента x, пред- 
ставляющий собой множество таких элементов AEA, что ах=0. 


$ 1. Простые идеалы, ассоциированные с модулем 


1. Определение ассоциированных простых идеалов 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Пусть М — модуль над кольцом А. Гово- 
PAT, что простой идеал у кольца А ассоциирован с М, если суще- 
ствует такой элемент x = М, что у равен аннулятору элемента Χ. 
Через АззА (М) или просто через Ass(M) обозначается множе- 
ство простых идеалов, ассоциированных с модулем М. 


*Пример. Пусть a— идеал кольца многочленов À = C[X;, ... 

., X,], У — соответствующее аффинное алгебраическое многообразие 

и Νι,..., Vp — неприводимые компоненты многообразия V. Если в ка- 
честве М взять кольцо A/a регулярных функций на У, то простые 
`идеалы, ассоциированные с модулем М, будут идеалами многообразий 


γι, ...у Ур.» 


Поскольку аннулятором нуля является само кольцо А, эле- 
мент x @ M, аннулятор которого равен некоторому простому 
идеалу, обязательно отличен от 0. Утверждение, что простой 
идеал р ассоциирован с модулем М, равносильно утверждению, 
что М содержит подмодуль, изоморфный А/у (и равный Ах, где 
x = М — любой элемент, для которого } служит аннулятором). 
Если А-модуль М является объединением семейства 


(М), =, подмодулей, то очевидно, что 
Ass (М) = {] и | (1) 
Les 


1) Результаты этой главы не зависят ни от какой другой книги второй 
части, а также от $ 4 гл. Ги 8 5 гл. Ш. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Для любого простого идеала у кольца А 
u любого подмодуля М == 0 модуля А]у имеет место равенство 
Ass (М) = {y}. 


Действительно, поскольку кольцо A/P целостное, аннулятор 
любого отличного от нуля элемента в А/} равен }. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть М — модуль над кольцом А. Любой 
максимальный элемент множества идеалов Апп(х) кольца А, 
где х пробегает множество ненулевых элементов из М, принад- 
лежит множеству Ass(M). 


Действительно, пусть а = Ann(x) (x Е М, х = 0) — такой мак- 
симальный элемент; достаточно показать, что идеал а прост. 
Поскольку х==0, имеем aA. Пусть 6, c— такие элементы 
из А, πτούεεεα κ села. Тогда сх #0, БЕАпп (сх) и асАпп (сх). 
Поскольку а максимален, имеет место равенство Ann (сх) = a, 
откуда b = 4, в силу чего идеал а прост. 


Следствие 1. Пусть М — модуль над нётеровым кольцом А. 
Тогда условие М + {0} эквивалентно условию Азз (М) == ©. 

Если М = {0}, то очевидно, что множество Ass(M) пусто 
(для любого кольца А). Если М == {0}, то множество идеалов 
вида Ann(x), где x = M и x #0, непусто и состоит из идеалов, 
отличных от А; поскольку А нётерово, это множество обладает 
максимальным элементом. Достаточно, таким образом, вос- 
` пользоваться предложением 2. | | 


СледствиЕ 2. Пусть А — нётерово кольцо, М — некоторый 
А-модуль и a— элемент кольца А. Для того чтобы гомотетия 
модуля М, соответствующая а, была инъективна, необходимо U 
достаточно, чтобы элемент а не принадлежал ни одному идеалу, 
ассоциированному с модулем М. 


Если а принадлежит некоторому простому идеалу уеЕАз$ (М), 
то у = Ann(x) при хе М, x == 0; отсюда ах = 0 и гомотетия, со- 
ответствующая элементу а, не инъективна. Обратно, если ах=0 
при хе M, таком, что x 0, то Ах # {0}, откуда Азз (Ах) == & 
(следствие 1). Пусть ре Азз (Дх); очевидно; что уе Ass(M) u 
у = Ann(bx) при БЕЛ; отсюда ае р, так как abx = 0, 


СЛЕДСТВИЕ 3. Множество делителей нуля в FAR KOAb- 
це А представляет собой объединение идеалов уе Ass(A). 


ПрЕдложеЕНИЕ 3. Пусть А — кольцо, М — некоторый А-мо- 
дуль и М — подмодуль 8 М. Тогда 
Азз (№) <- Аз (М) < Ass (№) 0 Α55 (М/М). (2) 


Включение А$5 (№) < Ass(M) очевидно. Пусть уе Ass(M), 
Е — подмодуль в M, изоморфный Α/γ, и F = ЕП М. Если F= {0}, 
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то модуль Е изоморфен подмодулю модуля ΜΙΝ, откуда 
pe Ass(M/N). Если Е # {0}, To аннулятор каждого элемента, 


отличного от нуля, в модуле F равен } (предложение 1); crexo- — 


вательно, p @ Ass(F)c Азз (№). 


СлЕдствиЕ 1. Пусть А-модуль М является прямой суммой 
семейства подмодулей (ΜΙ), = ,; тогда Азз (М) = U Ass (М,). 


rel 

При помощи (1) доказательство сводится к случаю конеч- 
Horo /, а затем, на основе индукции по Card(/), к случаю 
Сага (1) =2. Пусть, таким образом, [= {i, j}, i #j; поскольку 
модуль М/М; изоморфен ΛΜ, то Ass(M)< Ass(M;)Ù Ass (M,) 
(предложение 3); кроме того, множества Ass(M;) и Ass(M,) 
содержатся в Ass (M) (предложение 3), откуда вытекает утвер- 
ждение. 


Следствие 2. Пусть М — некоторый А-модуль, (Qi); _,- KO 


нечное семейство подмодулей в М. Если N Ω, = {0}, το 
fief 


Ass (М) <= LJ Ass (М/О). 
iG] 
Действительно, каноническое отображение М = 8 (M/Q;) 


инъективно; следовательно, достаточно применить с 
ние 3 H его следствие |. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть М — некоторый А-модуль и D— ne- 
которое подмножество в Ass(M). Тогда существует такой под- 
модуль N модуля М, что Азз (М) = Ass (М) — Ф и Ass(M/N) = 


Пусть © — множество таких подмодулей Р модуля М, что 
© Формула (1) показывает, что множе- 
ство @, упорядоченное по включению, индуктивно; кроме того, 
{0} = €, так что © # ©. Пусть N — максимальный элемент мно- 
жества (6. Тогда Азз(№) < А$5$ (М) — Ф. Мы сейчас увидим, 
что А$$ (М/М№) < Ф и этим, в силу предложения 3, доказатель- 
ство будет закончено. Пусть p@Ass(M/N); тогда M/N содер- 
жит подмодуль ΕΙΝ, изоморфный Α/γ. В силу предложений | 
и 3 имеем Аз$(Р) < Азз (№) 0 {y}. Так как элемент N максима- 
‚лен в множестве ©, то F AE и, следовательно, p= Ф. 


2. Локализация ассоциированных простых идеалов 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть: А — кольцо, ὃ — некоторая мульти- 
пликативная система в А, Ф — множество тех простых идеалов 
кольца À, которые не Я ς 6, и М — некоторый А-мо- 
дуль. Тогда: 


— 


RSS PS CET tee LEE AR TT A Re Mr NT ay FR Ne El ОЕ К a С а АЕ Е Зы 
Е a! EE ἐν = og = я © x LT ER 3 FR LE F 3 

Ein Er: | $ ка ae : . i | FAR ρῶς 

De ο % + ч 
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(i) Отображение у—>5$-\ множества Аззд(М)П D на неко- 
торое подмножество в Ass,-ı, (SM) биективно. 


(ii) Если pe D- udean конечного типа и если 
| =] 
S~ ре Ass,-1,(S7'M),- 


то ре Ass, (М). 


Напомним (ra. Il, $ 2, n° 5, предложение 11), что p— S-!y 
является биективным отображением множества D Ha множе- 
ство всех простых идеалов кольца $-'А. Если уе Assy, (М) ПФ, 
ΤΟ 9 является аннулятором некоторого моногенного подмоду- 
ля N из М; тогда S-!ÿ является аннулятором моногенного под- 
модуля 5ΓΙΝ модуля SIM (гл. II, $ 2, n° 4, формула (9)), 


следовательно, S pe Ass,-1,(S7'M)- Обратно, предположим, 


что идеал pe MD имеет конечный тип и таков, что S-!p acco- 
циирован с модулем S-!M; тогда существуют такие элементы 
xeM uteS, что идеал S-!p представляет собой аннулятор 


элемента x/t. Пусть (ai), <; <„-— система образующих идеала у; 


тогда (a;/l) (x/t)=0 и, следовательно, существует такой эле- 
мент $; Е 5, что хх = 0 (1<1< п). Положим $ = 5159 ... Sn; 
для всякого аеу имеет место равенство sax = 0, откуда 
pc Апп (5х); с другой стороны, если элемент bEÄ таков, что 
bsx = 0, то 6/1 &ES-!p по определению, откуда Ве. Следова- 
тельно, p = Апп (5х) и pe Άββα (М). 


СледствиЕ. Если кольцо A нётерово, то y—>S-'!y является 
биективным отображением us Азз (М) П Ф на Ass,-1 4(ST'M). 


Если кольцо А не является нётеровым, отображение P— S-!p мно- 
жества Àss À (М) [Г] Фв Ass ($—'М) не обязано быть сюръективным 


(упражнение 1). 


ПрЕдложЕНИЕ 6. Пусть А — нётерово кольцо, M — некото- 
рый А-модуль, $ — мультипликативная система в А и Ὁ — мно- 
жество тех Ни из Assa(M), которые ne пересекают 8. 
Тогда ядро Ν канонического отображения М — SIM является 
единственным подмодулем в М, который удовлетворяет соот- 


ношениям 


ТА 


Азз (№) = Ass(M)—Ÿ, Ass (MIN)= Y. (3) 


В.силу предложения 4 n° |, в модуле М существует подмо-. 
дуль N’, который удовлетворяет соотношениям Ass(N’) = 
= Азз (М) —Ч и Ass(M/N’)= Ч. Мы докажем, что № = М. 
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Рассмотрим коммутативную диаграмму 


M —> ΜΙΝ’ 

2 lo 

a | / 
SUM a> S” (M/N’) 


где р, и, о — канонические гомоморфизмы. Покажем, что гомо- 
морфизмы $-!р и Ὁ инъективны, из чего будет следовать равен- 
ство ядер гомоморфизмов и и р, τ. 6. что № = М. 

Поскольку Ass(N’) Π Ч = ὦ, всякий элемент из Азз (№) ne- 
ресекает $. Значит, Ass.-1,(S 7 М№) = (2) (следствие предложе- 
ния 5), откуда SIN’ = {0} (n° 1, следствие | предложения 2), 
‘так что гомоморфизм S-!p инъективен (гл. II, $ 2, n° 4, Teo- 
рема 1). С другой стороны, если элемент х принадлежит 
ядру К гомоморфизма v, то Ann(x)1S+# (гл. Il, § 2, n° 2, 
предложение 4); следовательно, Азз (К) = @, так как Азз(К) < 
< Ass(M/N’) = 4; отсюда получается, что К = {0} (n° 1, след- 
ствие | предложения 2) и гомоморфизм Ὁ инъективен. 


3. Связь с носителем 


Пусть М — модуль над кольцом А. Напомним, что носите- 
лем модуля М называется обозначаемое через Supp (М). мно- 
жество тех простых идеалов } кольца A, для которых Мь,=0 
(гл. II, $ 4, n° 4, определение 5). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть А — кольцо и М — некоторый А-мо- 
дуль. 

(1) Всякий простой идеал у кольца À, содержащий какой- 
нибудь элемент из Ass(M), принадлежит носителю ΞΡ (М). 

(ii) Обратно, если А — н«ётерово кольцо, то каждый идеал 
pe Supp(M) содержит некоторый элемент из Ass(M). 


Если р содержит q из Аз (М), το аП (А — у) = ©, следова- 
тельно, если положить, $ = A—y, то S—'q является простым 
идеалом, ассоциированным с модулем $М = М, (n° 2, пред- 
ложение 5), так что тем более М, 0 и потому Pe Supp (М). 
Обратно, если А — нётерово, то нётеровым будет и кольцо Αν 
(гл. II, ἃ 2, n° 6, следетвие 2 предложения 10). Если М, == 0, το 
следовательно, Assa,(My) == © (n°1, следствие | npennome- 
ния 2); поэтому существует такой идеал q@Assa{M), что 
ап (А— у) = © (n° 2, следствие предложения 5). 


СЛЕДСТВИЕ |. Если М — модуль над нётеровым кольцом, то 
Аз$ (М) = $ирр (М), и оба эти множества имеют одни и те же 
минимальные элементы. 
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Следствие 2. Нильрадикал нётерова кольца А равен nepece- 
чению идеалов уе Ass(A). 


Действительно, нам уже известно, что нильрадикал коль- 
ца А равен пересечению минимальных элементов множества 
Зрес (А) = Supp(A) (гл. II, $ 2, n° 6, предложение 13). 


4. Случай модулей конечного типа над нётеровым кольцом 


ТЕОРЕМА |. Пусть А — нётерово кольцо и M — некоторый 
А-модуль конечного типа. Существует композиционный!) ряд 
(М; ee модуля M, каждый фактор M;/M;.; которого при 


Oi <n — | изоморфен Α/γι, где у; — некоторый простой идеал 
кольца iA 


Пусть, в самом деле, © — множество ποπμοπγποῆ модуля М, 
которые обладают композиционным рядом, имеющим указанное 
в формулировке свойство. Поскольку © непусто ({0} принадле- 
жит ©), а М — неётеров модуль, множество (6 обладает макси- 
мальным элементом N. Если ΜΞΕΝ, to MIN =0, так что 
А$$ (М/М№) == © (n° 1, следствие | предложения 2); следователь- 
но, модуль M/N содержит подмодуль N’N, изоморфный некото- 
pomy А-модулю вида А/ф, где у— простой идеал. Тогда по 
определению N’ EG, а это противоречит максимальности N. 
Таким образом, обязательно N = M. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть М — модуль конечного типа над нётеровым 
кольцом Аи (М; -,<„- такой композиционный ряд модуля M, 
что для 0<i<n—| фактор М/М: 41 изоморфен А/у;, где: Ἐς = 
простой идеал из А. Тогда 


‚ Азз (М) <= {po ..., 2-1} = Supp (М); (4) 


кроме того, у этих трех множеств одни и те же минимальные 
элементы, которые совпадают с минимальными элементами мно- 
жества простых идеалов, содержащих Ann(M). 


Включение Ass(M) Cc {Po ..., Pn-ı} немедленно следует из 
предложений | из 3 n° 1. Для 0<Li<n—I 


р; = Supp (A/v,) = Зарр(М/М; +1) 


(гл. II, $ 4, n° 4, пример), откуда р: = Supp(M;) < Supp (М) 
(гл. II, $ 4, n° 4, предложение 16), чем устанавливается вклю- 
чение ΠΝ νετ р < 5ирр (М). Следствие | предложения 7 n°3 
показывает, что Ass(M) и Supp(M) имеют одни и те же ми- 
нимальные элементы, а (4) показывает, что они же служат и 


1) См. Алгебра, гл. I, $ 6, n° 14. — Прим. ped, 
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минимальными элементами множества [ΐϑο,..., Pn—i}. Последнее 
утверждение следует теперь из предложения 17 гл. П, $ 4, n° 4, 


СЛЕДСТВИЕ. Если М — модуль конечного типа над нётеровым 
кольцом A, то множество Ass(M) конечно. 


В условиях теоремы 2 множество Po, ..., Pn-1} не обязательно 
однозначно определяется модулем М; в частности, оно может отли- 
чаться от Ass(M) (упражнение 6). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть А — нётерово кольцо, а — идеал в А 
и М — некоторый А-модуль конечного типа. Следующие усло- 
вия эквивалентны: | 

а) существует такой элемент x +0 из М, что ах = 0; 

6) для всякого ASA существует такой элемент x Æ 0 из M, 
что ах = 0; | 

в) существует такой идеал уе Ass(M), что ас y. 


Очевидно, что из а) следует 6). В силу следствия 2 npen- 
ложения 2 n° 1, условие 6) означает, что идеал а содержится 
в объединении простых идеалов, ассоциированных с М, следо- 
вательно, в одном из них, ибо множество Ass (М) конечно (гл. II, 
$ 1, n° 1, предложение 2); таким образом, из 6) следует в). 
Наконец, если существует такой идеал уе Аз$ (М), что acy, 
то 9 является аннулятором некоторого элемента х==0 из M 
(n° 1, определение 1) иах = 0; следовательно, из в) вытекаета). 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΗΕ 9. Пусть А — нётерово кольцо, a — идеал в А 
и М— некоторый А-модуль конечного типа. Для того чтобы 
существовало такое целое число п > 0, что а" М = 0, необходимо 
и достаточно, чтобы идеал а содержался в пересечении простых 
идеалов, ассоциированных с модулем М. 


Действительно, это пересечение равно пересечению мини- 
| мальных элементов множества Supp(M) (n° 3, следствие | из 
предложения 7) и высказывание, что ἃ содержится в этом пере- 
сечении, равносильно тому, что У (а) > Supp(M) в обозначениях 
гл. II, $ 4; утверждение получается теперь из следствия 2 пред- 
ложения 17 гл. П, 8 4, n° 4. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть задан А-модуль М. Эндоморфизм и 
модуля М называется почти нильпотентным, если для любого 
хе M существует такое целое п(х)> 0, что u(x) = 0. 


Если М — модуль конечного типа, то всякий почти нильпо- 
‘тентный эндоморфизм нильпотентен. 


Следствие. Пусть А — нётерово кольцо, М — некоторый А-мо- 
дЭуль и а— элемент из À. Для того чтобы гомоморфизм 
ам: х-—+ах модуля М был почти нильпотентным, необходимо U 
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достаточно, чтобы элемент а принадлежал любому идеалу мно- 
жества Ass(M). 


Действительно, сформулированное условие эквивалентно 
тому, что для всякого x GM существует такое п(х)> 0, что 
(Аа) "< (Ах) = 0; в силу предложения 9 это означает, что а 
принадлежит всем простым идеалам, ассоциированным с под- 
модулем Ах модуля М; таким образом, следствие вытекает из 
того, что Ass(M) представляет собой объединение множеств 
Ass(Ax), когда x пробегает модуль M (n° 1, формула (1)). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть А — нётерово кольцо, Е — некото- 
рый А-модуль конечного типа и F — некоторый А-модуль. Тогда 
имеет место равенство | 


‚ Ass(Hom,(E, Е) ) = Азз (Р) П Supp (£). (5) 


По условию, модуль Е изоморфен некоторому А-модулю 
вида А”/К; следовательно, Hom,(E,F) изоморфен подмодулю 
модуля Нотл(А”, Е), а этот последний изоморфен Fr; но 
 Азз(Р”) = Ass(F) (n° 1, следствие | из предложения 3); зна- 
чит, имеет место Ass(Hom, (ЕЁ, Ё)) < Ass(F). С другой стороны, 
Supp (Hom, (Ё, ЕР) ) <= Supp(£): действительно, для всякого про- 
стого идеала у кольца А модуль Нотд, (Ey, Fy) изоморфен мо- 
дулю (Ношд(Ё, F)), (гл. II, $ 2, n° 7, предложение 19), откуда 
немедленно следует наше утверждение. Таким образом, из пред- 
ложения 7 (i) мы заключаем, что Ass(Homu(E, ЕЁ) ) < Зирр(Ё). 

Обратно, пусть αὶ — простой идеал кольца À, принадлежащий 
Азз (Р)П Supp(E). По определению Ё содержит подмодуль, 
изоморфный модулю A/p. С другой стороны, так как Е — мо- 
дуль конечного типа и Ey ==0, известно, что существует неко- 
торый гомоморфизм w ==0 модуля Е в Alp (гл. II, $ 4, n° 4, 
предложение 20). Поскольку существует инъективный гомомор- 
физм | модуля À/y в F, имеет место включение j eweHom (ЕЁ, F) 
И [ο #0. С другой стороны, соотношение AW = 0 для некото- 
рого @G&A эквивалентно тому, что а, ибо аннулятор вся- 
кого ненулевого элемента из аеА/у равен }; следовательно, 
у = Ass(Homiu(E, F)). 


Упражнения 


1) а) Пусть А — абсолютно плоское кольцо (гл. 1, $ 2, упражнение 17). 
Показать, что Ass(A) является множеством изолированных точек простран- 
ства Spec(A) (заметить, что Ass(A) является множеством простых идеалов, 
аннулирующих` некоторый идемпотент в À). 

6) Вывести из а) пример такого кольца A, что А =Е 0 и Ass(A) = © (cp. 
гл. П, $ 4, упражнение 17) и для которого не выполняется утверждение 
следствия 2 из предложения 2 n° 1, 


308 ’ ACCOLIMMPOBAHHBIE ПРОСТЫЕ ИДБАЛЫ ГЛ. Iv, $1 


в) Получить из 0) пример кольца А и мультипликативной системы $ 
в нем, таких, что отображение p—+ S-'p множества Ass(A)f D в Α55(δἼΑ͂) 
(n° 2, предложение 5) не сюръективно. 

*2) Пусть К — поле, А — кольцо нормирования, группа порядков кото- 


рого равна ©, образованное «формальными рядами» Dap, где Cr & К, 


Г 

ГЕО. и множество тех г, для которых‘ с, ==0, вполне упорядочено. Пусть 
'& — иррациональное число >0, а — идеал кольца A, образованный элементами 
с нормированием >a, и С — кольцо A/a. Тогда Spec(C) состоит из одной 
точки 9; для всякого x 0 из кольца С произведение ух отлично от нуля, HO 
для каждого À = αὶ существует такой y 0 из С, что Лу =0. В частности, 
Ass(C) = ὦ, хотя Supp(C) = Spec(C) = {9}... | - 

3) Пусть М — некоторый А-модуль и N — подмодуль в М. Показать, что 
любой простой идеал » = Аз$ (М/М№), не содержащий Ann(N), ассоциирован 
с M. Привести пример идеала у, принадлежащего множеству Ass(M/N), но He 
принадлежащего множеству Ass(M) (взять А целостным и M = À). 

4) Привести пример такого кольца À, что модуль М = À не удовлетво- 
ряет утверждению теоремы 1 n° 4 (ср. упражнение 16)). | 

5) Пусть А = К[Х, У] — алгебра многочленов от двух переменных над 
полем К ив = AX + АУ — максимальный идеал в А. Показать, что Зирр (@) = 
= Spec (А) — бесконечное множество, но Ass(a) = {0}. Доказать, что не суще- 
ствует композиционного ряда модуля 4, факторы которого изоморфны À. (Из 
существования такого ряда следовало бы, что 4 изоморфно модулю типа A”; 
отсюда обязательно следовало бы, что п = |, а это уже противоречие.) 

Ч 6) Пусть А — кольцо и Е — некоторый А-модуль. 

а) Показать, что, для того чтобы простой идеал P кольца А принадлежал 
множеству Supp(E), необходимо и достаточно существование такого подмо- 
дуля F модуля Е, что уе Ass(E/F) (для доказательства необходимости рас- 
смотреть подмодуль F модуля Е вида px, где хе Е; для доказательства до- 
статочности воспользоваться предложением 7 n° 8). 

6) Предположим, что А нётерово и Е — модуль конечного типа. Пока- 
зать, что для всякого простого идеала » Е Supp(E) существует такой компо- 
зиционный ряд (Е!) <;<„ модуля Е, что для 0<i<n—I1l факторы 
E;/E;i+ı изоморфны` модулям А/ф:, где 9; — простые идеалы и где один из 
идеалов }; равен P. 

d 7) Пусть А — нётерово кольцо, М — некоторый А-модуль конечного 
типа и в = Ann(M). 

а) Показать, что если идеал ἃ прост, то 4 является наименьшим элемен- 


том множества Ass(M). (Заметить, что а = Г p.) 
ре Ass (M) 

6) Показать, что любой простой идеал, ассоциированный с`модулем A/a, 
-ассоциирован и с модулем М. (Заметить, что если αὶ — простой идеал коль- 
ца A, аннулирующий класс в A/a некоторого элемента @ ΕΞ À, то у = Άπη (&М), 
и воспользоваться пунктом а).) 

в) Пусть }, 4— два различных простых идеала кольца À, причем PC 4. 
Показать, что если М = (Α/9) @ (4/4), то Ass(A/a) = Азз (М). ᾽ 

8) Пусть А — нётерово кольцо, а — идеал в А и М — некоторый А-модуль 
конечного типа; пусть Р — подмодуль модуля М, образованный такими x € M, 
что ax = 0. Показать, что Ass(M/P) < Ass(M) (заметить, что для всякого 
x = M аннулятор модуля (Ах + Р)/Р является аннулятором и ах, и восполь- 
зоваться упражнением 7a)). . 

9) Пусть А — нётерово кольцо и 4 — идеал из А. 

a) Для того чтобы идеал Ὁ кольца А был таким, что ἃ: Ὁ = 4, необходимо 
‘и достаточно, чтобы В содержался в некотором простом идеале уе Ass(A/a). 

6) Пусть А — алгебра К [Х, У, 2] многочленов от трех переменных над 
полем К. Пусть t= АХ, m =АХ + АУ + ΑΖ, a=nf\m?. Показать, что суще- 
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ствует простой идеал P, содержащий ἃ и такой, что @: } FA, но который He 
является простым идеалом, ассоциированным с кольцом À. 
10) а) Привести пример такого -модуля М, что Азз (Нот, (М, M)) не 


содержится в Зирр (М) (ср. гл. II, $ 4, упражнение 24в)). 
6) Привести пример таких 7-модулей Ε, F, что 


Ass (Hom, LE, F)) = D, 


но Ass(F) N Supp(E) # D (взять F = 2). 
11) а) Пусть А — нётерово кольцо и Е — некоторый А-модуль. Показать, 


что канонический гомоморфизм модуля Е в произведение I Ey инъ: 
pe Ass (E) 


ективен (если N — ядро этого гомоморфизма, TO показать, что Ass(N)= 9). 


6) Возьмем в качестве А кольцо многочленов К [Х, У, 2] над полем К; 
пусть ψι = АХ + АУ, у = АХ + AZ — простые идеалы, а — идеал 1145. Мно- 
жество Ass(A/a) образовано идеалами Pı, Yo и максимальным идеалом 
Ш = p; + Po; показать, что канонический гомоморфизм из E = A/a в Ey, x Ey, 
не инъективен. 

12) Пусть А — нётерово кольцо u- Р — проективный А-модуль. Показать, 
что если для каждого у ΕΞ Азз(Р) модуль P, является А’-модулем конечного 


типа, то Р также является А-модулем конечного типа (погрузить А в про- 


изведение ll Ay (упражнение 11) и воспользоваться Algébre, chap. II, 
pe Ass (A) 


Зе éd., $ 5, n° 5, proposition 9). 


ФТ 13) Пусть А — нётерово кольцо, Е — некоторый А-модуль конечного 
типа, P, 4 — два таких простых идеала кольца A, что у<4, и а — некоторый 
элемент из 4. Предположим, что фе Äss(E) и что гомотетия ак инъективна. 
Показать, что существует простой идеал пе Азз(Е/аЕ), для которого 
y+ Aacuncg®. (Заменив A на À, можно предположить, что А — локальное 
кольцо с максимальным идеалом 4. Пусть Γ == 0 — подмодуль модуля E, обра- 
зованный такими X, что ух = 0. Показать, что из включения FC QE следует 
равенство F = аЁ и получить отсюда противоречие с леммой Накаямы. Далее 


воспользоваться предложением ὃ n° 4.) 


14) Пусть А — целостное кольцо, а =Е0 — элемент из А и у — элемент из 


'Азз (А/аА). Показать, что у = Ass(A/bA) для всякого элемента В =0 из ψ 


(если се А — такой элемент, что включение XC E AA эквивалентно включе- 
нию ХЕ, то показать, что существует такой de À, что xd = bA эквива- 
лентно хс Е AA). 

15) Пусть А — нётерово кольцо, Е — некоторый А-модуль конечного типа, 
Е — подмодуль в Е и М — некоторый идеал в А. Для того чтобы подмодуль F 
был замкнут в Е относительно Ш-адической топологии, необходимо и доста- 
точно, чтобы у + mA для каждого идеала уе Ass(E/F). (Свести к случаю 


F = 0, воспользоваться следствием предложения 5 гл. III, 8 3, n° 2, и приме- 
`нить следствие 2 предложения 2 n° | к элементу 1+ т, где mem.) 


16) Пусть А — нётерово кольцо. Для того чтобы А было изоморфно про- 
изведению конечного числа целостных колец, необходимо и достаточно, чтобы 


‚для всякого простого идеала у кольца А локальное кольцо Ay было целост- 


ным. (Для доказательства достаточности заметить сначала, что из условия 


‘следует редуцированность кольца; отсюда получить, что {0} =f)», где 


1 


$, (1 <i<<n)— минимальные простые идеалы кольца А. Показать, что для 


[52 | обязательно Vi + }; = А; для этого заметить, что если бы существовал 


‚максимальный идеал M, содержащий у; + Pi, то кольцо A, не было бы це: 


лостным, для чего воспользоваться следствием 3 предложения 2 n° | и след- 
ствием предложения ὃ n° 2.) 
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d 17) !) Пусть А — кольцо и М — некоторый А-модуль. Говорят, что про- 
стой идеал у кольца А слабо ассоциирован с модулем М, если существует 
такой элемент x E М, что αὶ представляет собой минимальный элемент множе- 
ства простых идеалов, содержащих Апп(х); обозначим через Ass;(M) мно- 
жество идеалов, слабо ассоциированных с М. Тогда Ass(M) < Ass; (М). 

а) Показать, что соотношение М==0 эквивалентно соотношению 
Ass, (M) = ©. 

6) Для того чтобы элемент а А задавал инъективное отображение ам, 
необходимо и достаточно, чтобы а не принадлежал ни одному элементу мно- 
жества Ass;(M). (Для доказательства необходимости этого условия рассмо- 
треть кольцо А/Апп(х) и свести все к доказательству того, что в кольце А 
любой элемент, принадлежащий некоторому простому идеалу 1, минималь- 
ному среди всех простых идеалов в À, обязательно является делителем нуля 
(гл. II, § 2, n° 6, предложение 12).) 

Для того чтобы элемент ае А определял почти нильпотентное отобра- 
жение ам, необходимо и достаточно, чтобы а принадлежал всем элементам 
множества Ass; (М). 

в) Если N — подмодуль модуля М, то 


Ass; (№) <= Ass; (М) < Ass; (N) U Ass; (M/N). 


(Заметить, что если α --- προςτοῦ идеал, a&puxeM, такой, vroaxeN u 
Ann(x) € У, το Апп (ах) = у.) 

г) Пусть $ — мультипликативная система кольца À, Ф — множество про- 
стых идеалов в A, не пересекающих 5. Показать, uro P— S-!p является биек- 
тивным отображением из Аз$$;(М) Π Ф на Ass;(S-1M). (Обратить внимание 
на то, что прообраз относительно отображения A— 5-!А аннулятора некото- 
рого элемента X/s, где хеЕМ, s&S, представляет собой насыщение OTHOCH- 
тельно $ модуля Апп(х).) 

д) Пусть $ — мультипликативная система кольца А. Показать, что если 
N — ядро канонического гомоморфизма M—S-IM, то Ass;(N) представляет 
собой множество тех ре Äss;(M), которые пересекают $, и множество 
Ass;(M/N) состоит из тех уе Ass; (M), которые не пересекают $. (Для до- 
казательства последнего пункта рассмотреть простой идеал 4, минимальный в 
множестве идеалов, содержащих Апп(й), где йе ΜΙΝ; заметить, что если. 
y @ ju {== 9, то существует с Eq и целое п > 0, такие, что сту М (гл. I, 
$ 2, n° 6, предложение 12); отсюда прежде всего вывести, что 9[] $ = ©. 
Существует такой $ = 5, что sct"y = 0; установить на основе этого, что не 
может быть такого простого идеала 49’ = q, что Ann(y) cq’ CA.) | 

е) Для того чтобы некоторый простой идеал кольца А принадлежал MHO- 
жеству Supp(M), необходимо и достаточно, чтобы он содержал некоторый 
элемент из Ass; (М). 

ж) Показать, что если кольцо А нётерово, то Азз; (М) = Азз (М). 

3) Если А — абсолютно плоское кольцо, то Азз;(А) = Spec(A). 

и) Для всякого А-модуля Е канонический гомоморфизм из E в произве- 


дение Il E, инъективен. Другими словами, пересечение насыщений 
p & Asse (Е) 


подмодуля {0} в Е относительно идеалов Pe Аз$;(Е) равно нулю. Обобщить 
аналогичным образом упражнение 12. 

к) Пусть М — некоторый А-модуль конечного типа. Показать, что мини: 
мальные элементы множества простых идеалов, содержащих @ = Апп(М), 


принадлежат Ass;(M) (если (Xi), Lin СИСТема образующих модуля M, то 
U FT 


I) Доказательства утверждений, содержащихся в этом упражнении, мож- 
Ho найти в статье Merker J., Ideaux faiblement associés. Bull. Soc. Math. 
France. 93 (1969), № 1—2, 15—21. — Прим. ред. 
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показать, что такой идеал содержит один из Ann(x;)). Вывести отсюда, что‘ 
множество Ass;(A/a) содержится в Аз$; (М) (если простой идеал P содержит 
аннулятор класса mod@ некоторого элемента а = À, то заметить, что у содер- 
жит и аннулятор подмодуля &@M в М). Показать, что Ass;(A/a), Аз$; (М) и 
множество простых идеалов, содержащих A, имеют одни и те же минималь- 
ные элементы... 

18) Пусть А — кольцо и М — некоторый А-модуль. Для того чтобы эле- 
мент CE À обладал тем свойством, что для всякого элемента а А, KOTO- 
рому соответствует инъективная гомотетия ам, гомотетия Dm для любого 
элемента b вида а + Ас, где AGA, также была инъективной, достаточно, 
чтобы с принадлежал пересечению максимальных элементов множества 
Ass;(M) (воспользоваться упражнением 176). Необходимо ли это условие? 

*19) Пусть А — кольцо нормирования ранга 2, Г — группа порядков, Г! --- 
единственная изолированная подгруппа в Г, отличная от Г и от {0}, иу > 0 — 
некоторый элемент из Г, не принадлежащий Γι. Пусть a — идеал таких эле- 
ментов x G&A, что v(x) > у, и b— идеал таких x GA, что v(x) > у; пусть 
Е = А/а, F = A/b. Показать, что множество Азз; (Нот _ (Е, F)) отличается от 
множества Ass;(F) [] Supp(E).x 


$ 2. Примарное разложение 


1. Примарные подмодули 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΗΕ 1. Пусть А — нётерово кольцо и M — некото- 
рый А-модуль. | { 

Следующие условия эквивалентны: 

а) множество Ass(M) состоит из одного элемента; 

6) модуль М отличен от нуля и любая гомотетия модуля М 
или инъективна, или почти нильпотентна (8 |, n° 4). 

Если эти условия выполнены и } является множеством та- 
ких AGA, что гомотетии ам почти нильпотентны, το Ass(M) = 
= {y}. 

Это немедленно вытекает из следствия предложения 9 $ |, 
n° 4, и следствия 2 предложения 2 n° |. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. ШЛусть А — нётерово кольцо, М — некоторый 
А-модуль и О — подмодуль в N. Если модуль М = N/Q удов- 
летворяет условиям предложения 1, то говорят, что модуль О 
у-примарен относительно М (или в модуле М). 


Когда не может возникнуть путаницы, говорят просто, что О 
у-примарен или примарен; ясно, что для любого подмодуля 
N’ = О модуля М, содержащего Q, модуль Q }-примарен в N’. 
_ Определение | применимо, в частности, к случаю N = À; 
в этой ситуации подмодули модуля N представляют собой 
идеалы кольца А, и, следовательно, говорят, что идеал ав A 
примарен, если Ass(A/q) состоит из одного элемента или, что- 
то же самое, если А ==4 и любой делитель нуля кольца А/а 
нильпотентен. Если идеал 4 }-примарен, то из определения | 
следует, что р является корнем этого идеала (гл. П, $ 2, n° 6). 
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З-амечание. Пусть @ — некоторый }-примарный подмо- 
дуль А-модуля N. Если N/Q — модуль конечного типа, то суще- 
ствует такое целое À > 0, что у^№М CQ, в силу предложения 9 
§ 1, n° 4. 


Примеры. 1) Если у — простой идеал кольца À, TO p 
является у-примарным ($ 1, n° 1, предложение 1). 

= Пусть 9 — такой идеал кольца À, что существует един- 
ственный простой идеал M (обязательно максимальный), содер- 
жащий η. Тогда если М — такой А-модуль, что aM == М, το qM 
будет ш-примарен относительно M. Действительно, любой эле- 
мент из Ass(M/qM) содержит 4, а потому он равен M и 
Ass(M/qM)# © ($ 1, n° I, следствие 1 предложения 2). В част- 
ности, 4 является ш-примарным идеалом в À. 

3) Пусть ш — максимальный идеал кольца А; тогда ш-при- 
марные идеалы — это те идеалы 4 кольца À, для которых суще- 
ствует целое число п >| со следующим свойством: м" Cam. 
Действительно, если m” CqCm, то м — единственный простой 
идеал, содержащий 4 (гл. II, 8 1, n° 1, следствие предложе- 
ния |) и утверждение следует из примера 2. Обратно, если 
идеал 4 является М-примарным, то ш — корень идеала 4 и, сле- 
довательно, существует такое п >|, что mg (гл. Il, 8 9, 
n° 6, предложение 15). 

4) В кольце главных. идеалов А примарные идеалы исчер- 
пываются идеалом (0) и идеалами вида Ap”, где р — экстре- 
мальный элемент и п 27 |; это немедленно вытекает из при- 
мера 3. 

5) Степени произвольного простого идеала не обязаны быть 
примарными (упражнение 1). С другой стороны, существуют 
примарные идеалы, которые не являются степенью простого 
(упражнение 1). | 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 2. Пусть М — модуль над нётеровым кольцом 

А, у— простой идеал в Аи (Q,), =, — непустое конечное семей- 

ство подмодулей модуля М, являющихся у-примарными отно- 

сительно М. Тогда подмодуль N} О; является у-примарным 
ie] 

относительно М. x 


Действительно, модуль м] (П О, изоморфен ненулевому 
Lies 


подмодулю прямой суммы & (М/О). Ho 
ie! 


Ass ( ® (M/Q))) = U Ass(M/Q;) = {} 


tel 
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|, n°1, следствие 1 предложения 3). Следовательно, 
ΠΠ 0}}-0) ($ 1, n°1, предложение 3 и следствие 1 
ie! 
предложения 2). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть А — нётерово кольцо, $ — мульти- 
‚ пликативная система в А, у— простой идеал в A, М — некото- 


рый А-модуль, М — подмодуль 8 М u ν᾽ 
отображение модуля-М в модуль частных SIM. 

(i) Предположим, что DAS = 9. Если М у-примарен OTHO- 
сительно M, το SIN = SIM. 

(ii) Предположим, что PAS = 9. Для того чтобы М был 
‚у-примарен относительно М, необходимо и достаточно, чтобы N 
был модулем вида i-'(N’), где М’ — некоторый ($-А)-подмо- 
дуль модуля SIM, являющийся (S-!p)-npumapnoım относи- 
тельно 5—М; тогда N’ = 5-ΙΝ. 

(i) Если #П$ == 9 и если N у-примарен относительно M, 
то Αββ--ι,(8-. (М/№)) = © (8 1, n° 2, следствие предложения 5), 
так что SI(M/N)=0 ($ 1, n° 1, следствие | предложения 2), 
откуда S-IM/S-IN = 0. 

(ii) Предположим, что MS = @. Если модуль N у-прима- 
рен относительно М, то Ass, (87 (М /N)) = F5 pl ΠΝ 
следствие предложения 5), так что подмодуль № --5ΓΙΝ мо- 
дуля S-'M является ($-!у)-примарным; кроме того, если $ Е $ 
и me М — такие элементы, что sm ΕΞ №, το те= №, ибо гомоте- 
THA we eae! M/N, соответствующая элементу $, инъективна; от- 
сюда N=i-!(N’) (гл. I, $ 2, n° 4, предложение 10). Обратно, 
пусть ts eae модуля $- IM, являющийся (5Ἴ!γ) -πρη- 
марным относительно SIM; положим N = i-!'(N”); тогда Ν΄ = 
_ = 5—М (ru. Il, § 2, n° 4, предложение 10) и Ass СВ '(M/N)) = 
= Ass,-i,((S~ IM)/N’ = [$ S’p}- Поскольку каноническое отобра- 


жение M/N —>S-!(M/N) инъективно, любой простой идеал коль- 
ца À, ассоциированный с модулем M/N, не пересекает $ ($ 1, 
n° 2, предложение 6); отсюда получается, что Ass(M/N) = {y} 
($ 1, n° 2, следствие из предложения 5), так что модуль N 
является )-примарным относительно М. 


} 


2. Существование примарного разложения 


о (ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть А — нётерово кольцо, М — некоторый 
А-модуль и М — подмодуль в М. Примарным разложением под- 
_ модуля М в модуле М называется конечное семейство (Q;),-, 
подмодулей модуля М, примарных относительно М и таких, что 


М = Г) Q;. 


is] 
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Пример. Возьмем A=Z, M=Z, N=nZ для некоторого целого 


а а 
n>0. Если n=p,'... Pr“ — разложение числа и на простые MHOXKHTE- | 


a α - 
ли, TO nZ—=(p; 'Ζ) ПН (ре?) — примарное разложение подмодуля NZ 
в модуле Ζ в соответствии с примером 4 n° |. 


Краткости ради говорят, что соотношение ‚N = N Q; есть 
ic] 


примарное разложение подмодуля. N в модуле М. Равносиль-. 


ное утверждение состоит в том, что {0} = N (Q,/N) есть при- 
ie 


ei 
марное разложение {0} в модуле ΜΙΝ. Если (0,;), _‚— примар- 


ное разложение модуля N в М, то каноническое отображение 
из ΜΙΝ в Ф (М/О; инъективно. Обратно, пусть N — подмо- 
ie] 


дуль в М и |--- инъективный гомоморфизм модуля M/N в не- 
которую конечную прямую сумму P= @ P,, где каждое мно- 
ie] 


жество Ass(P;) состоит из одного элемента };; пусть f; — romo- 
морфизм M/N — P;, полученный как композиция { и проекции 
P—P,, и пусть Q;/N — ядро гомоморфизма f;; тогда подмодули 
Q;, отличные от М, примарны относительно М (n° 1, опреде- 


ление 1) и N =f) Ωι. Кроме roro, Азз (М/М) <= LJ {9} в силу. 


es ie! ie] 
предложения 3 $ 1, n° 1. 


ТЕОРЕМА 1. Пусть М — модуль конечного типа над нётеро- 
вым кольцом, и пусть М — подмодуль в М. Тогда существует 
примарное разложение модуля М в модуле М, имеющее вид 

N= N οὐ, | (1) 
ре Ass (M/N) 
где для каждого уе Ass(M/N) модуль Q(p) является у-при- 
марным относительно М. 


Можно считать, что N = 0, так как при необходимости М 
заменяется на M/N. В силу следствия теоремы 2 8 1, n° 4, 
множество А$$ (М) конечно; в силу предложения 4 § 1, n° 1, 
для каждого уе Ass(M) существует такой подмодуль О (у) Μο- 
дуля М, что Азз(М/О(у)) = {у} и Ass(Q(p)) = Ass (М) — {у}. 


Положим P= fl} 0(5). Для произвольного ре Ass(M) 


p & Ass (M) 
имеет место включение и следовательно, 
Азз (Р) = ©, откуда Р=0 ($ 1 |, следствие | предложе- 


ния 2), и теорема, таким образом, Sata, 
3. Свойства единственности в примарном разложении 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть М — модуль над нётеровым кольцом 


u N—nodmodyao в М. Говорят, что примарное разложение. 


3 . TIPHMAPHOE РАЗЛОЖЕНИЕ ; 315 


N= N} О; подмодуля N в модуле М является редуцирован- 
ie! 
ным, если выполняются следующие условия: 


a) не существует индекса i@ I, для которого [] 0) = 0; 


152 
6) если Ass(M/Q;) = {pi}, то идеалы (ел попарно раз- 
личны. 


Из любого примарного разложения N= N} Q; NOAMO- 
=} 
дуля N в М следующим способом можно получить редуциро- 
ванное примарное разложение: пусть J — минимальный элемент 
множества таких подмножеств /’ множества /, что N= N) Q;. 
ie!’ 
Ясно, что семейство (Q,), =, удовлетворяет условию а). Пусть, 


`далее, Ф — множество идеалов у; для ie; для любого pS D 


пусть H(p) обозначает множество i@ J, таких, что у; =у, и 


пусть О (р) = N) Ω,. Из предложения 2 n° | следует, что 
ЕН. 
О (у) является у-примарным модулем относительно М. Кроме 
toro, N= new. и, следовательно, семейство (Q(P)),co 
pe 
есть редуцированное примарное разложение подмодуля М в М. 


Мы сейчас увидим, что примарное разложение, определенное 


в теореме 1 n° 2, редуцировано; это получится , из следующего 
предложения: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть М — модуль. над нётеровым кольцом, 
№ — подмодуль в М, N= п О; — примарное разложение М 


в М, и для любого ie [ nie NU = Ass(M/Q;). Для того чтобы 
это разложение было редуцированным, необходимо и достаточ- 
но, чтобы идеалы }; были попарно различны и принадлежали 
множеству Ass(M/N). В этом случае имеют место равенства 


Ass (M/N) = UJ 4, (2) 
ie] 
Ass (Q,/N) = U {p;} для каждого iE I. (3) 
[Ai : 


Если выполнено сформулированное условие, то не может вы- 


полняться равенство N= О, так как из него следовало 
! 551 
бы, что Ass(M/N) = U {9} ($1 1, следствие 2 предло- 
I Ai 
жения 3), а это противоречит условию: следовательно, примар- 
ное разложение (Qi), = ‚ модуля М редуцировано. Обратно, 
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всегда имеет место включение Ass(M/N)< (] {9} (§ 1, n° 1, 
ie! 
следствие 2 предложения 3); с другой стороны, для всякого 


il положим P;= N} Q;; в этих обозначениях Р; ПО; = Ν 
151 
и Р; == М, если разложение (Q,;), _, редуцировано; следователь- 
но, модуль РИМ отличен от нуля и изоморфен подмодулю 
(P; + Q;)/Q; модуля M/Q;, откуда {p} = Ass(P;/N) ($ 1, n° 1, 
предложение 3 и следствие | предложения 2). Поскольку 
Р;/М№М < ΜΙΝ, имеет место включение у; = Ass(M/N), чем и за- 
вершается доказательство необходимости рассматриваемого 


условия и формулы (2). Наконец, так как N= N} (Q;NQ;), 
| πε ἱ 
то Ass(Q,/N)< [J Ass(Q;/(Q;NQ;)) ($ 1, n° 1, следствие 2 


ji 
предложения 3). Но модуль @;/ (©; П Q;) изоморфен подмодулю 
(Q; + Q;)/Q; модуля M/Q;. Следовательно, Азз (Qi/(Qj П 9;:)) = 
= {и} и Азз(ОИМ) < U {oi с учетом формулы (2) и предао- 


[wi 
жения 3 $ 1, n° 1, мы получаем формулу (3). 


СледствиЕ. Пусть А — нётерово кольцо, М — некоторый A-mo- 


дуль, № — подмодуль в Ми  (Q;),-,— примарное разложение 
подмодуля N в М. Тогда Сага (Г) > Card(Ass(M/N)); для того 
чтобы (Q;), =, было редуцированным примарным разложением, 


необходимо и достаточно, чтобы Сага (Г) = Card(Ass(M/N)). 

Из замечаний, предшествующих предложению 4, следует, 
что существует редуцированное примарное разложение (R;);er 
подмодуля N в модуле М, такое, что Сага (Г) < Сага (Г). Таким 
образом, первое утверждение вытекает из второго, а второе яв- 
ляется следствием предложения 4. 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΗΕ 5. Пусть А — нётерово кольцо, М — некоторый 
А-модуль, N — подмодуль в М, N= N О; — редуцированное 
tel 
примарное разложение М в М, и для каждого i = I пусть {y;} = 
= Ass(M/Q;). Если 1: — минимальный элемент множества 
Ass(M/N), то модуль @; равен насыщению подмодуля М отно- 
сительно у; (гл. П, $ 2, n° 4) (ср. упражнение 2). 


Очевидно, можно ограничиться случаем V = 0, заменяя при 
необходимости М на M/N. Если 9; — минимальный элемент мно- 
жества Ass(M), то множество тех элементов из А$$ (М), κοτο- 
рые не пересекают множество А — Pi, состоит только из идеа- 
ла ÿ;. Данное предложение вытекает теперь из выведенной 
выше формулы (3) и из предложения 6 $ 1, n° 2, так как ядро 


4. | `ПРИМАРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ 317 


канонического отображения M— My, равно насыщению 0 отно- 
сительно }; (гл. II, $ 2, n° 4). 

Замечание. Простые идеалы у; = Ass(M/N), не являю- 
щиеся минимальными в этом множестве, иногда называют вло- 
женными простыми идеалами, ассоциированными с модулем 
М/М; когда M/N — модуль конечного типа, идеал poeAss(M/N) 
является вложенным, если и только если множество У (40) не 
является неприводимой компонентой пространства Supp(M/N) 
(гл. II, $ 4, n° 3, следствие 2 предложения 14); если 
(Q (9) И (М/М) и (Q’ (р) ), E Ass (M/N) — два редуцированных при- 
марных разложения подмодуля N в М, то можно сделать так, 
чтобы Q’ (ϑο) == Q (M) (упражнение 24в)). Однако можно опреде- 
лить каноническое редуцированное примарное разложение под- 
модуля N в М, наложив дополнительные условия Ha участвую- 
щие в нем примарные подмодули (упражнение 4). | 


4. Локализация примарного разложения 


Пусть задан подмодуль N в модуле М над нётеровым коль- 
цом A; для упрощения мы будем обозначать через D;(M/N) 
ов этом n° множество редуцированных примарных разложений 
a N в модуле М, множеством индексов для которых 
служит | (равномощное Ass (M/N)). 


IIlPENNOXEHHE 6. Пусть А — нётерово кольцо, М — некото- 
рый А-модуль, N — подмодуль в М u I = Ass(M/N). Пусть $ — 
мультипликативная система в A, J — подмножество множества I, 
образованное такими индексами i, что $ {] у; = ©. Пусть N’ — на- 
сыщение: модуля N относительно se модуле М. Тогда | 

(i) если (Qi), некоторый элемент из D,(M/N), To семей- 


ство (Q;), _, является элементом множества D 7(M/N’), a семей- 
ство ἵνα "Эа ‚— элемент множества D, (5- IM/S'N); 

(ii) отображение (Q,),-;„ (SQ), -,; множества D,(M/N’) 
на множество D,(S”'M/S”'N) биективно; 

(iii) если (Q;), _,-— элемент множества D,(M/N’) и (Rj); — 
элемент множества D,(M/N), то семейство (Τὴ; » в котором 
T;,=Q, при ieJ u T,=R, при iel—J, является элементом 
из D,(M/N). 

(i) Известно (n° 1, предложение 3), что для ie J модуль $ 'О, 
примарен относительно $. 'p; и что для ie@I—J имеет место 
равенство S7'Q,;=S "M. Так как $ 'Λ-- [] SQ; (гл. II, § 2, n° 4), 


ic] 


] ion 
выполняется также равенство S N= [] S~'Q,. Идеалы δ᾽ р 
ie] 
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при ic@J попарно различны и составляют множество 

Ass(S~'M/S7'N) ($ 1, n°2, следствие предложения 5); следова- 

тельно (предложение 4), (SCD ‚ представляет собой редуци- 

рованное примарное разложение модуля $ М. Кроме того, 
в: a о 

9,= (м) (SQ) (и 1, предложение 3), так что М№= 


| = = 
= (in) (S7'N)=f) ©, и семейство (Ω)), < , является, очевидно, 
ies 
редуцированным примарным разложением подмодуля № в MO- 
дуле М. 
(ii) Поскольку SIN’ = S-IN, можно заменить N на №, τ. €. 
предположить, что J = |. Пусть (Pi); «‚-— редуцированное при- 


марное разложение подмодуля S-IN в модуле S-'M, и поло- 


—] 
жим Q, = (u) (P,). Из предложения 3 n° | следует, что мо- 
дуль Q; примарен относительно у;(1е=Г) u, следовательно, се- 
мейство (Q;);., является редуцированным примарным разло- 


жением подмодуля N в М, согласно следствию предложения 4 
n° 3. Наконец, поскольку для любого индекса i= 1 и любого 
подмодуля Qi модуля М, являющегося у:-примарным OTHOCH- 


тельно М, в силу. предложения 3 n° 1, а также условия J = [, 
выполняется равенство 9. = тм (SON) мы видим, что опре- 
делены два отображения Di(M/N)>D,(S"'M/STN) и 
D;(S-IMIS-IN)— D,(M/N), композиции которых являются тож- 
дественными отображениями на О: (М/М) и Dr(S-'M/S-IN),uem 
и доказано утверждение (ii). | 


(iii) В силу утверждения (1) имеет место равенство N’ = 


ef A, откуда N=N’N fl R=(f} an П Ri), и из 


ie] ies—] ies 1=1-1 
следствия предложения 4 n° 3 немедленно вытекает, что это 
разложение примарно и редуцировано. 


Следствие. Отображения От (MIN) D; (MIN) и D;(M/N)— 
— D,(S"!M/S"N), определенные в предложении 6 (i), сюръек- 
тивны. 


Действительно, предложение 6 (111) показывает, что отобра- 
жение D;(M/N)—D,(M/N’) сюръективно, а предложение 6 (ii),— 
что сюръективно отображение D;(M/N)— D;(S-IMIS-IN). 


5. Кольца и модули конечной длины 


Если А-модуль М имеет конечную длину, то мы будем ее 
обозначать через long,(M) или через long(M). Напомним, что 
всякое артиново кольцо нётерово (Алгебра, гл. VIII, $ 6, n°5, 


REF 
Ran, 
i 7 
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следствие 9 предложения 12) и что любой модуль конечного 
типа над артиновым кольцом имеет конечную длину (там же, 
следствие | предложения 12). Кроме того, всякое целостное ар- 
тиново кольцо является полем (Алгебра, гл. VIII, $ 6, n° 4, пред- 
ложение 9). 


ПрЕдложЕНИЕ 7. Пусть M — модуль конечного типа над μὂτε- 
ровым кольцом А. Следующие свойства эквивалентны: 

a) М — модуль конечной длины; | 

6) любой идеал уе Аз$(М) является максимальным udea: 
лом кольца А; 

в) любой идеал уе Supp(M) является максимальным идеа- 
лом в А. 


Пусть (Mi) cic, — такой композиционный ряд модуля М, что 


для 0 <i Fi" pus модуль M;/M;:1 изоморфен A/y;, где bi — про: 
стой идеал (8 1, n°4, теорема 1). Если М — модуль конечной 
длины, то таким же будет и каждый из А-модулей Α/γι, откуда 
следует, что каждое из колец А/у; артиново. Ho так как кольцо 
А/у; целостное, то оно является полем, другими словами, Yi — 
максимальный идеал. Следовательно, из а) вытекает 6) ($ 1, 
n° 4, теорема 2). Из 6) следует в) в силу предложения 7 6 1, 
n° 3. Наконец, если все идеалы из Supp(M) максимальны, To - 
максимален и идеал у; (8 1, n°4, теорема 2); следовательно, 
A/y; — простые А-модули и М — модуль конечной длины. До- 


Казательство окончено. 


СЛЕДСТВИЕ |. Для модуля конечной длины M над нётеро- 
вым кольцом А имеет место равенство Аз$ (М) = Зирр (М). 


Действительно, любой элемент из Зирр(М) в этом случае 
минимален в rer ae и утверждение следует из следствия 1 
n° 3. Ree 


‘предложения 7 $ | 


Следствие 2. Пусть M— модуль конечного типа над нётеровым 
кольцом А и у— простой идеал в А. Для того чтобы My был 
А,-модулем конечной длины, отличным от нуля, необходимо U 
достаточно, чтобы -P был минимальным элементом в Ass(M). 


В силу следствия предложения 5 $ 1, n° 2, множество 
ASS 4, (M,) состоит из идеалов 4, где 4 пробегает множество 
идеалов из Ass(M), содержащихся в }. С другой стороны, и 
единственный максимальный идеал в Ay; в силу предложения 7, 
для того чтобы My был Ау-модулем конечной длины, необхо- 


димо и достаточно, чтобы ни один элемент из Ass(M) не был 
строго содержащимся в }. С другой стороны, для того чтобы 
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My == 0, необходимо и достаточно, согласно: определению, чтобы 
pe Supp(M) (гл. Il, $ 4, n°4), τ. е. чтобы у содержал некото- 
рый элемент из Ass(M) (8 1, n°3, предложение 7). Этим след- 
ствие доказано. 


Замечание. 1) Пусть М — модуль конечного типа над нётеро- 
вым кольцом А; пусть (М; .., — такой композиционный ряд моду- 
0sisn 

ля М, что при 0 < i < п—1 фактор M;i/M;:1 изоморфен Α/γι, где у; — 
простой идеал из А ($ 1, n° 4, теорема 1). Если p — минимальный 
элемент из Ass(M), то длина long 4, (M,) равна числу таких индек- 
сов i, что }; = }. Действительно, модули (Mi), образуют композицион- 
ный ряд модуля М, и модуль (Mi), /(Mi4i), изоморфен (Ai), сле- 


довательно, каждый такой фактор изоморфен {0}, если р: -Е У (так как 
. ) минимален в множестве идеалов }; в силу $ 1, n° 4, теорема 2), ИЛИ 
кольцу (Alp) являющемуся полем, если Pi = }. 


ΠΡΕΛΠΟΧΚΕΗΜΕ 8. Пусть М — модуль конечной длины над неё- 
теровым кольцом А. 

(1) Существует только одно примарное разложение модуля 
{0} относительно модуля М, индексированное элементами ek 
Ass(M) (оно обязательно редуцировано); пусть {0}= Г Ων 

pe Ass(M) 
это разложение, где О (у) является у-примарным относительно М. 

(ii) Существует такое целое число No, что для любого п > по 
u любого уе Ass(M) имеет место равенство © (у) = у"М. 

(iii) Для любого идеала уе Ass(M) каноническое отобра- 
жение из M 8 My сюрзективно u его ядро равно Q (y). 

Каноническое вложение модуля М в прямую сумму 


D. (М/О (»)) биективно. 


pe Ass(M) 

Поскольку всякий элемент уе Ass(M) минимален в Ass(M) 
(предложение 7), утверждение (1) вытекает из предложения 5` 
n° 3. Так как М — модуль конечного типа, существует такое 
число flo, Что PMCcR(p) при любом уе Азз(М) и любом 
пп (n° |, замечание); но так как у — максимальный идеал, 
модуль PM будет }-примарным относительно М (n°1, приме- 
pb! 2 u 3) и, поскольку N p"M = {0}, из утверждения (i) сле- 

pe Ass(M) 
дует, что PM = © (у) для любого p = Ass(M); отсюда следует (ii). 
Так как yp”, ре Ass(M), попарно взаимно просты (гл. Il, 


_6 1, n°2, предложение 3), каноническое отображение M— 


_Ф (ΠΜ) сюръективно (гл. II, 8 1, n°2, предложение 6), 

p = Ass (М) 
откуда получается (iv). Мы знаем, что Ass(Q(y)) = 
= Ass(M)— {y} u Ass(M/Q(y))= {9} (n°3, предложение 4); по- 
скольку элементы множества Ass(M) являются максимальными 
идеалами, идеал у — единственный элемент в Ass(M), не пере- 


VORHIN BE θεάτρῳ» ЕЕ о AE er ROUTE, РО ml RTE ANSE CNE I Be IS LT QT OX à 
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секающийся с А — }, следовательно, Q(P)— ядро канонического 
отображения |: M—My ($ 1, n°2, предложение 6). Если 
$5ЕА—}, To гомотетия модуля М/О (у), соответствующая эле- 

менту $, инъективна в силу соотношения Ass(M/Q(p)) = {N} 
(n° 1, предложение Г). Так как MIQ (у) — артинов модуль, эта 
гомотетия биективна (Алгебра, гл. VIII, § 2, n° 2, лемма 3). Ка- 
ноническое отображение М-+ М/О (у) записывается, следова- 
тельно, в виде [οἰ], где [: М, -» М/О (у) — некоторый А-гомо- 
морфизм (гл. Il, $ 2, n° 2, предложение 3); поскольку Ker(j) = 
= Ker(f ο |) = О (у), гомоморфизм f инъективен; отсюда следует, 
что гомоморфизм j сюръективен, а | биективен. 


Следствие. Если М — модуль конечной длины над нётеровым 
кольцом А, то 
long, (M)= 2 long, (M). | (4 


фе Ass(M) 


Это вытекает из предложения 8 (iv), если только доказать, 
что long ,(M/Q (p)) = long 4, (M,). Ho из предложения 1 n°1 сле- 


дует, что для всякого SE A — P гомотетия модуля M/Q(»), COOT- 
ветствующая элементу $, инъективна; гомотетия, соответствую- 
man $, любого подмодуля Ю модуля М/О (y), следовательно, так- 
же инъективна, и поскольку R — apTHHOB ‚модуль, то эта гомо- 
тетия биективна (Алгебра, гл. VIII, $ 2, n° 2, лемма 3). Отсюда 
мы заключаем, что А-подмодули модуля М/О (y) являются обра- 
зами А,-подмодулей модуля My при биективном отображении 
f: М, > M/Q(p) (ra. II, $ 2, n°3), а отсюда следует наше утвер- 


ждение. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть А — нётерово кольцо. Следующие ус- 
ловия эквивалентны: 
_ а) кольцо А артиново; 

6) все простые идеалы: кольца А являются максимальными; 

в) все элементы множества А$з(А) являются максимальны- 
ми идеалами. | 

Если эти условия выполнены, то А обладает лишь конечным 
числом простых идеалов, причем все они максимальны и ассо- 
циированы с А-модулем А; кроме того, кольцо А полулокальное 
и его радикал нильпотентен. 


Действительно, условие, что кольцо А артиново, равносильно 
тому, что А является А-модулем конечной длины. Следователь- 
но, а) и в) эквивалентны в силу предложения. 7. Очевидно, что 
из 6) следует в). Наконец, из а) следует 6), так как любое це- 
лостное артиново кольцо есть поле. Таким образом, свойства 
а), 6) ив) эквивалентны. 


11 Н. Бурбаки я 
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Допустим, что эти свойства выполнены. Поскольку всякий 
простой идеал кольца А принадлежит Supp(A), а любой эле- 
мент из Supp(A) содержит некоторый элемент из Ass(A), из 
в) следует, что Азз (А) представляет собой множество всех про- 
стых идеалов кольца А. Следовательно, А ‘обладает лишь конеч- 
ным числом простых идеалов, которые все максимальны и ассо- 
циированы с А-модулем А. Отсюда, очевидно, следует, что коль- 
цо А полулокально. Наконец, известно, что радикал артинова 
кольца нильпотентен (Алгебра, гл. VIII, $ 6, n° 4, теорема 3). 


Замечание. 2) Условия предложения 9 применительно 
к нётерову кольцу А означают, что спектр кольца А конечен и 
дискретен, ибо каждая точка из Spec(A) замкнута (гл. Il, $ 4, 
n° 3, следствие 6 из предложения 11). Обратно, для любого нё- 
терова кольца А утверждение, что каждая точка из $рес(А) 
замкнута, означает, что любой простой идеал из А MaKCHMa- 
лен (там же), так что это условие эквивалентно условиям пред- 
ложения 9. 


Следствие 1. Всякое артиново кольцо А изоморфно прямому 
произведению некоторого конечного семейства локальных арти- 
новых колец. 


Действительно, -H3 предложения 9 и из предложения 8 (iii) 


и (iv) следует, что если (m;), <;<„- Семейство максимальных 


идеалов кольца A, то каноническое отображение А-> ПА», 
| ЕЕ 
биективно. 


Замечание. 3) Это следствие может быть также выведено 


‘43 того факта, что спектр Spec(A) конечен и дискретен, и из 


предложения 15 гл. II, $ 4, n°3. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть А — нётерово кольцо и M — некоторый 


идеал в А. Следующие условия эквивалентны: 


а) кольцо А полулокально и m— идеал определения для А; 
6) кольцо А является кольцом Зарисского относительно 
ш-адической топологии и кольцо A/m артиново. 


Действительно, если выполнено а), то А — кольцо Зарис- 
ского относительно М-адической топологии (гл. III, $ 3, n° 3, при- 
мер 3); кроме того, поскольку, по предположению, ш содержит 
некоторую степень радикала + кольца À, любой простой идеал 
из А, содержащий Mm, содержит также ит (гл. Il, $ 1, n° I, пред- 


‚ложение 1), следовательно, этот идеал’ максимален, так как t 


представляет собой конечное пересечение максимальных идеа- 
лов (loc. cit); предложение 9 показывает, таким образом, что 
кольцо A/m артиново. Обратно, если выполнено условие 6), то 


“i 
N % 
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всякий максимальный идеал } кольца A содержит радикал коль- 
ца A, так что он содержит и m (гл. ПТ, $ 3, n° 3, предложение 6). 


Поскольку кольцо A/m артиново, идеалов p/m конечное число 


(предложение 9), так что А содержит только конечное число 
максимальных идеалов, откуда TEEN, что рассматриваемое 


_ кольцо полулокально. 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ 3. Пусть A, A’ — два кольца, h— некоторый 2 гомо- 
морфизм кольца А в А’. Предположим, что кольцо А полуло- 
кально и нётерово и что А’ является А-модулем конечного типа. 
Тогда кольцо А’ полулокально и нётерово. Если m — идеал опре- 
деления кольца А, то mA’ — идеал определения кольца A’. 


Действительно, известно, что A’ — кольцо Зарисского относи- 


` тельно ША’-адической топологии (гл. III, § 3, n°3, предложе- 


ние 7). Поскольку А/м — артиново кольцо (следствие 2) и 
A’/mA’ является (А/м)-модулем конечного типа, кольцо A’/mA’ 
артиново, так что A’ полулокально и ΠΑ’ — идеал определения 
кольца A’ (следствие 2). 


СЛЕДСТВИЕ 4. Пусть А — нётерово кольцо, полулокальное U 
полное, м — идеал определения кольца A, Е — некоторый A-mo- 


‚ дуль конечного типа и (F„) — такая убывающая последователь- 


ность подмодулей модуля Е, что ПЕ, =0. Тогда для любого 


р > 0 существует п > 0, такое, что F, < м?Е. 


Поскольку А — кольцо Зарисского, модуль Е отделим и под- 
модули F„ замкнуты в М-адической топологии. С другой стороны, 
модуль E полон (гл. III, $ 2, n° 12, следствие 1 предложения 16). 
Наконец, E/mPE представляет собой модуль конечного типа над 
кольцом A/m?, которое артиново (следствие 2). Следовательно, 
E/mPE есть артинов (А/м?Р)-модуль, а потому также артинов 


`А-модуль. Следствие вытекает теперь из предложения 8 гл. Ш, 


22.11: 


СЛЕДСТВИЕ 5. В полном полулокальном HËTEPOBOM кольце лю- 
бая убывающая’ последовательность идеалов, пересечение KOTO- 
рых равно нулю, является базисом фильтра, который ages 
к нулю. 


Достаточно применить следствие 4 к А-модулю А. 


ПрЕДлОЖЕНИЕ 10. Пусть А — нётерово кольцо UP, ..., βη-- 
простые идеалы, ассоциированные с А-модулем À, причем Y;ÆY; 
при iF |. | 

(i) Множество $ = [](4--ϑ) представляет собой множе- 

i=] 


ство неделителей нуля кольца А. 


Вы 
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(ii) Если все идеалы у; являются минимальными элементами 
в множестве Ass(A), то’ полное кольцо частных SIA кольца A 
артиново. 

(11) Если кольцо А редуцировано, то все идеалы у; являются 
минимальными элементами множества Ass(A) (и, следователь- 
но, они являются минимальными элементами множества 
Spec(A)) и каждое из колец Ay, есть поле. Для каждого индек- 


са i канонический гомоморфизм SA Ay, (ra TE: 2; ee 
следствие | предложения 2) сюръективен и его ядро passe 


5-9: vent канонический гомоморфизм кольца fae 
As Als») биективен. 


Тот факт, что $ представляет собой множество неделителей 
нуля кольца À, уже был установлен выше ($ 1, n° 1, следствие 3 
предложения 2). Простые идеалы кольца частных S-!A имеют 


вид 5-9, где у — некоторый простой идеал из À, содержащийся 
п 


В U»: (ra: 11,8 Ὁ “78. предложение 10), а потому в одном из 
i=1 
y; (ra. II, $ 1, n° 1, предложение 2). Если у; — минимальный эле- 
мент в Ass (A), то он минимален и в Spec(A) ($ 1, n°3, след- 
ствие предложения 7); если каждый из идеалов }; является ми- 
нимальным элементом множества Ass (А), то, следовательно, 
простые идеалы в 5ΓΙΑ͂ имеют вид δ᾽. 'p; и, таким образом, они 
максимальны, из чего вытекает, что S 'А — артиново кольцо 
{предложение 9). 
Наконец, предположим, что кольцо А редуцировано. Тогда 


n 
N р; ={0} ($1, n°3, следствие 2 предложения 7). Отсюда полу- 


п 


чается, что {0} = Nr. есть редуцированное примарное разло- 
i=] 

жение идеала {0} (n° 3, следствие предложения 4); в частности, 

никакой из идеалов P; не может содержать идеалы }; при ] Fi 

и, следовательно, P; являются минимальными элементами мно- 


жества Ass (А). Кольцо S7'A, таким образом, артиново в силу 
(ii). Идеалы S Ye представляют собой простые идеалы, ассо- 
циированные с $. 'А-модулем 5" ($1, n°2, следствие пред- 


ложения 5) и {0} = ἘΝ, (гл. II, $ 2, n°4); πο- 


i=1 i=] 
скольку идеалы . 5. lp, попарно различны, набор ($7 ph tek 
является редуцированным примарным разложением идеала {0} 
в кольце ST'A (n° 3, следствие предложения 4). Предложение 


6 ПРИМАРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ 325 


= re 
8 показывает теперь, что канонический гомоморфизм g;: $ Α-» 
> а 
> (SA), сюръективен и его ядро равно ὃ δι, а канониче- 
i 


ский гомоморфизм S~'A-—>[|[[(S7'A/S7'p,;) биективен. Кроме 
i=] 


vw — | 
того, известно, что канонический гомоморфизм $ А-А,, AB- 


ляется композицией гомоморфизма Li и изоморфизма 
(S~'A)s-1y, > Αν, (гл. II, $ 2, n° 3, предложение 7). Наконец, из 


предложения 8 следует, что (ST 4)s-1,, изоморфно S~'A/S™'y,, 


—] 
в силу чего оно является полем: ведь идеал 5 р; макси- 
мален. 


6. Примарное разложение и расширение скаляров 


В этом n° через А и В обозначаются два кольца; здесь рас- 
сматривается некоторый гомоморфизм колец р: À —* В, который 
превращает В в А-алгебру; напомним, что для всякого В-мо- 
дуля Е через p,(F) обозначается коммутативная группа F, Ha- 
я структурой А-модуля по следующему правилу: a-y = 

о(а)-у min acAnyeF. 


JIEMMA 1. Пусть о: A> B—eomomopqdu3m колец, Е — неко- 
8 А, Е— такой А-модуль, что его аннулятор содержит HEKOTO- 
рую степень идеала у и Ass(E) = {у}; пусть Е — такой В-модуль, 
что P,(F) является плоским А-модулем. Тогда из условия 
Зе А$$в(Е ® „Р) следует, что р" (3) = у. 


Если п — такое число, что PE = 0, то у"В < Ann EP, OT- 
куда pPrBES, в силу чего pe PP) и, следовательно, 
ухо! (3), так как идеал ρ-!(;) простой. В то же время если 
аеЕА— у, то гомотетия À модуля Е, соответствующая элементу 
а, инъективна ($ 1, n° 1, следствие 2 предложения 2). Поскольку 
отображение A@1F является гомотетией A’ модуля Е®АЕ, соот- 
ветствующей элементу о (а), а модуль p,(F)— плоский, h’ инъек- 
Fe (гл. I, $ 2, n°2, определение 2). Этим доказывается, что 


а) = $, откуда 0-1 ($) = pP. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть р: A> B — гомоморфизм колец, Е — неко- 
торый А-модуль, F— такой В-модуль, что модуль p,(F)— nao- 
ский над кольцом А. Тогда 


Аззв (Е @,F)> U Ass; (Е/ЪР). ae (5) 


pSAss 4 (E) 


Если кольцо A нётерово, то обе части соотношения (5) равны. 
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Пусть уе Аззд (Е). По определению, существует точная по- 
следовательность 


0 — A/p—E. 


Так как А-модуль Е — плоский, отсюда получается точная 
последовательность 


0-»Ε/νΕ-»ΕΘ,Ε, 


откуда Аззв(Р/уЕ)< Assg(E@AF), чем и доказывается соотно- 
шение (5). 

Теперь предположим, что кольцо А нётерово и докажем об- 
ратное включение. | 

Проведем рассуждения поэтапно: 

(1) Сначала предположим, что Е является А-модулем конеч- 
ного типа и что множество ASSA(E) состоит из одного элемен- 
та }. В силу теоремы 1 $ 1, n° 4, существует композиционный 
ряд (Ej),<;<, Модуля Е, каждый фактор £;/E;,; которого изо- 
морфен модулю Α/ϑι, где у; — некоторый простой идеал в À. 
Кроме того (8 1, n°4, теорема 2, n° 3, предложение 7), все идеа- 
лы }; содержат у. Поскольку F является плоским А-модулем, MO- 
дули Е; © АЕ образуют композиционный ряд модуля Е®АЁ и 
факторы (E;@4F)/(Ei4;@4F) отождествляются с (А/у;) ®АЁ = 
= F/y;A. В силу предложения 3 $ 1, n° 1, мы, таким образом, по- 
лучаем, что 


n—l 


Ass, (E®,F)< U Ass, (F/v;F). 
| i=0 


Известно, что модуль Е аннулируется некоторой степенью 
идеала у (n° Ι, замечание). Лемма | показывает, следовательно, 
что для. любого Зе Assg(E@AF) имеет место равенство- 
о-! (В) = у. Так как фактор F/p;F изоморфен (A/p;) Θα F, мы πο- 
лучаем равенство 0!(3) = у; для всякого S$’ & Αδομ(Ε/γιΓ) 
в силу леммы 1, откуда Аззв(Е® АР) П Ass(F/pF)= @, если 
р; == у; это доказывает теорему в рассматриваемом случае. 

Ui) Тегерь предположим лишь, что- модуль E является А-мо- 
дулем конечного типа. Пусть у; (1<1< п) — элементы множе- 

п 
ства ÄAssı(E) u {0} = [} Q; — соответствующее редуцированное 
i=] 
примарное. разложение (n° 3); следовательно, модуль E изомор- 
фен некоторому подмодулю прямой суммы модулей Е; = E/Q; 
и, поскольку F — плоский А-модуль, модуль Е®АЁ изоморфен 
некоторому подмодулю прямой суммы В-модулей Е; ® АР. Οτ- 


СМТ 
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сюда выводится (8 1, n°l, предложение 3 и следствие 1 пред- 
ложения 3), что 


Ass, (Е ®. В) < U Ass, (Е; ὢ, Ε). 
+ i=] 


Но Е; является таким А-модулем конечного типа, что множе- 
ство Ass, (E;) сводится к одному элементу у; (n°1, определе- 
ние 1). В силу (i), мы имеем равенство Аззв(Е; ® АР). = 
= Assz(F/p;F), откуда следует теорема в рассматриваемом слу- 
чае. 


(iii) Общий случай. Модуль Е®АЕ над кольцом В предста- 


вляет собой объединение подмодулей Е’® АР, где Е’ пробегает 
множество подмодулей конечного типа А-модуля Е. Если идеал 
$ принадлежит множеству Аззв(Е® АР), то существует такой 
подмодуль Е” конечного типа в модуле Е, что ЗеЕАззв(Е”® ДР). 
В силу (ii); существует такой идеал уе ÂAssA(E’), что 


$ = Аз$$в(ЁР/уР). Так как Ass, (Е”) < Ass, (E), то о. 


доказательство теоремы 2. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Если А — нётерово кольцо и Pe Asad (Е®АР), 
то о! (3) = Assa(E) и p-!(P) есть единственный простой идеал 
y кольца A, удовлетворяющий -условию $ е= Assg(F/yF). 


Это вытекает из теоремы 2 и леммы 1, примененной к слу- 
‘чаю E = A/y. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Предположим, что А и B — нётеровы кольца и 
В — плоский А-модуль. Пусть у— простой идеал в À, Ос Е— 
некоторый у-примарный подмодуль и δ — простой идеал в В. 
Для того чтобы Q@AB представлял собой З-примарный подмо- 
дуль модуля E @ ΑΒ, необходимо и достаточно, чтобы PB был 
З-примарным идеалом кольца В. 


Применим теорему 2 к А-модулю E/Q и В-модулю В; тогда 
имеет место равенство Assy(E/Q) = {9} и (Ε/Ω) ®АВ является 
модулем, изоморфным модулю (E@AB)/(Q@AB), так что 
Аззв((Е® ДВ) | (@®АВ)) = Assz (B/yB). Утверждение, что ΩΘ ΑΒ 
является %-примарным в Е®АВ, равносильно, следовательно, 
тому, что Assz (B/pB) состоит из одного идеала В, откуда выте- 
кает следствие. 


Замечание. Предположим, что А и В нётеровы. Пусть 
ЗВ — простой идеал ии В, и пусть у=р!(3). Положим 
S = A — фу, и пусть k(p)=S -1(A/y) — поле частных кольца A/p. 
Так как % содержит pB, идеал $/pB является простым в Β/γΒ. 
Если о’ обозначает композицию гомоморфизмов А—-> B— B/pB, 
то известно, что 5- (В/»В) отождествляется с кольцом 


(p’ (S))"'(B/yB) и % = Ss" (PB) — с некоторым идеалом в этом 
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кольце (гл. II, $ 2, п°2, предложение 6); так как $/yB не пере-. 
секается с p’(S), 3” является простым. идеалом в $. '(В/»В) 
(гл. П, $ 2, n°5, предложение 11). Кроме того, имеют место 
канонические изоморфизмы между S| (B/pB), $1 ((A/p) ® 4 Β) u 
—' ((4/›) @ 4 Β) --  (ϱ) Ὁ Β. Аналогичным образом, $ (ЕЕ) 


отождествляется канонически с А(у) ®ДР. С учетом сказанного 


в условиях теоремы 2 для включения BE Аззв(Е® АР) необходи- 
мо и достаточно, чтобы YEASSA(E) u P'EAss, yo ,8 (À) © 4 F). 


Действительно, в силу теоремы 2 и ее следствия 1, нужно 3aMe- 
тить лишь эквивалентность включений 


"Pe Ass, (ЕЕ) u PE Ass, por (À (8) @ , F); | 


но так как кольцо B нётерово, это вытекает из следствия пред- 
ложения 5 $ 1, n°2, и из произведенных выше отождествлений. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Предположим, что А и B — нётеровы 
кольца и В — плоский А-модуль. Пусть Е — некоторый А-модуль, 
Е’ — такой подмодуль в Е, что для всякого идеала yeäss, (E/E’) 
идеал YB является простым в кольце B unu равен В. Пусть 
Е’ = N Q (y) — некоторое редуцированное примарное раз- 

p = Ass (E/E’) 
ложение подмодуля Е’ в Е, где Q(y) является }- примарным для 
всякого уе Ass(E/E’). 

(i) Если уе Ass(F/E’) и если УВ = В, то О (у) ®В=Е® АВ. 

(ii) Если уе Ass(E/E’) и идеал УВ прост, то О (у) @4B яв- 
ляется уВ-примарным в EB АВ. 

(iii) Если Ф — множество таких уе Ass(E/E’), что yB — - про- 
стой идеал в В, то Е’® , B= Г (Q (ο) © 4 Β), и это соотношение 
ρε:Φ 
представляет собой редуцированное примарное разложение под- 

модуля Ε’ΘΑΒ в Е®АВ. 


Если pB = В, то теорема 2, примененная к Е/О (}) и В, пока- 
зывает, что Аззв (Е/О (3) ) @4B) = ©, и, так как кольцо В нёте- 
рово и является плоским А-модулем, мы получаем (8 1, n°1, 
следствие | предложения 2), что О (у) АВ = Е® АВ. Утвержде- 
ние (ii) вытекает из следствия 2 теоремы 2, если положить 


$ = УВ. Наконец, соотношение Е’ @1B= [] (Q(p) Θα Β) полу- 


феЕФ 
чается из того, что В — плоский А-модуль (гл. I, $ 2, n°6, пред- 
ложение 6); так как p=o-'(pB) при pe Φ (emma 1), To 
УВ == y’B для любых двух различных идеалов у, δ΄ множества D. 
С другой стороны, Ass((E@®4B)/(E’@4B)) = D в силу теоремы 2. 
Мы заключаем теперь из предложения 4 n°3, что Е’®АВ = 
= Г) (Q (2) © 4 B) есть редуцированное примарное разложение. 
ρε 


τρ DRE SET 
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Следствие. Предположим, что идеал УВ прост при любом 
уе Аз (Е/ЁЕ’). Тогда если yy, ..., Yn — минимальные элементы 
множества Ass,(E/E’), то элементы у:В минимальны в множе- 
стве 

Аззд ( (Е © 4 Β)ΚΕ’ @ à Β)). 

Действительно, из предложения 1] следует, что в этом слу- 
чае у;В =у.В при 1= |. 

Примеры. 1) Положим B=S"'A, где S — мультиплика- 
тивная система кольца À; если кольцо А нётерово, то предполо- 
жения предложения 11 выполнены и мы вновь получаем часть 
предложения 6 n°4. 

2) Пусть А — нётерово кольцо, м — идеал в A, В — отдели- 
мое пополнение кольца А относительно м-адической топологии; 
тогда В является плоским А-модулем и можно применить тео- 
рему 2 k = В. Однако в общем случае предположения предло- 
жения 1| не выполняются для простых идеалов кольца А 
(гл. III, $ 2, упражнение 156)). 

3) Пусть А — нётерово кольцо, В — алгебра многочленов 
Α[Χι, ..., Xn]. Кольцо В нётерово и является свободным А-мо- 
дулем; ‘следовательно, этот модуль плоский. Кроме того, если 
у— простой идеал кольца A, το B/pB изоморфно целостному 
кольцу (Α/γ)|Χι, ..., Xn], следовательно, идеал pB прост. Таким 
образом, для любого А-модуля Е и любого его подмодуля Е” 
условия предложения 11 удовлетворены. 

4) Пусть А — алгебра конечного типа над полем №, К— не- 
которое расширение поля К и B= А®,К — алгебра над по- 
лем К, полученная расширением. скаляров. Кольца А и В нёте- 
ровы и В является свободным А-модулем; следовательно, мож- 
но применить теорему 2 к F = В. В некоторых случаях (напри- 
мер, когда К алгебраически замкнуто) можно показать, что для 
всякого простого идеала у кольца А. идеал УВ прост в В. Мы 
вернемся к этому примеру позднее. 


Упражнения 


1) а) Показать, что в нётеровом кольце А = Z[X] многочленов от одной 
переменной над Ζ идеал m = 2A + АХ максимален, а идеал 4 = 4А + АХ яв- 
ляется м-примарным, но не равен никакой степени идеала M. 

6) В кольце В = Ζ[2λ, X?, ХЗ] CA, являющемся нётеровым, показать, что 
идеал p = 2BX + ВХ? прост, но 1? не является у-примарным, хотя его корень 
равен у. 

в) Пусть К — поле, А — факторкольцо кольца К [Х, У, 7] по идеалу, по- 
рожденному элементом 22 — ХУ; пусть x, у, 2 — канонические образы пере- 
менных À, У, Ζ в кольце A. Показать, что идеал p = Ах + Аг прост, что 1? 
не является примарным идеалом и что PP =afb? представляет собой при- 
марное разложение идеала 12, где а = Ах и b= Ах + Ay + Az. 

2) В примере упражнения 116) § | показать, что @ = м? [] γι П у? пред- 
ставляет собой примарное разложение, являющееся редуцированным, идеала @ 


- 
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в кольце А и что насыщение идеала @ относительно Ш равно идеалу а (и, 
следовательно, примарным идеалом не является). 

3) Пусть А — нётерово кольцо и М — некоторый А-модуль конечного типа. 
Пусть Q — некоторый }-примарный подмодуль в М. Нижняя граница тех це- 
лых чисел п >|, для которых PM < ©, называется показателем подмодуля Q 
в модуле М и и обозначается ‚через e(M/Q). 

Пусть (Qa), = — семейство )-примарных подмодулей модуля М. Для 


того чтобы @ = N О) был ›-примарным подмодулем в М, необходимо № 
ASL 

достаточно, чтобы семейство (6 (Μ/Ω}1) ), =г было мажорируемо. В этом слу- 

чае е (М/О) >e(M/Q,) для любого AE Г. 


Ч 4) Пусть А- нётерово кольцо и М — некоторый А-модуль конечного. 
типа. Пусть }р — элемент множества Ass (М) и ©, — множество тех подмоду- 


лей Q модуля М, для которых Ass (М/О) = {y} и Ass (Q) = Ass (М) — {№} (это 
множество непусто в силу предложения 4 $ 1, n°1). Положим e, (M) = 


= ie e(M/Q) (упражнение 3). 


Ep 
a) Пусть Ny — целое число D> ey (М), и пусть % (ny) — подмножество в Cy. 


образованное такими подмодулями Q, что e(M/Q)< πι. Показать, что (25) 
обладает наименьшим элементом О (№ пу). 
n кое семейство целых чисел, что п 
6) Пусть ( и такое IL » > ep (M} 


для всякого ре Ass (M). Показать, что подмодули Q (y, Πρ), соответствую- 


щие этому семейству, образуют редуцированное примарное разложение мо- 
дуля {0} в модуле М, называемое канонически определенным семейством 
(2,). Если положить Ny = ey (М) для любого ϱ = Ass (M), то примарное раз- 


ложение, образованное модулями Q (р) =О (р, e,(M)), называется канониче- 
ским примарным разложением подмодуля {0} в модуле М. Пусть {0} = 
== N} Ω’ (0) — произвольное редуцированное примарное разложение MO- 

pe Ass(M) 
дуля {0} в М. Показать, чтое (М/Ф (y ) 
(р Ἷ 


и что если e(M/Q (р) ) =e (M/Q’ 
рема Ортиза). 


в) Показать, что Q (y, пу) является насыщением модуля YP "PM относи- 
тельно идеала } (воспользоваться -: 1, n°2, предложение 6); Ὁ есть наимень- 


ший элемент множества Supp (M/y" ΠΤ] 
| г) Пусть $ — мультипликативная система кольца А, не пересекающая про- 
стой идеал p = Ass (M) и О — некоторый }р-примарный подмодуль модуля М. | 
Показать, что e(M/Q) =e (5-!λ//5-!ϱ). Показать, что если S — мультиплика- 
тивная система кольца А и D— множество тех p = Ass (M), для которых 
$ Пр = (0), и N — насыщение подмодуля {0} в М относительно $, то’модули 
Q (р, hy) для pS Ф образуют редуцированное примарное разложение под- 


модуля № в М, канонически оп еделенное семейством (п ‚ а модули 
р еЕФ у 


)<e(M/Q’ (p) ) для всякого ϱ = Ass (M) 
) для некоторого ῦ, то Q (р) < Q’ (0) (reo- 


slo (р, My) ‘для }) = Ф- редуцированное примарное разложение подмодуля 


τ в S-1M, канонически определенное семейством (y), = + nn heey 


частный случай канонических примарных разложений. 

5) Пусть L — некоторый свободный Й-модуль конечного типа, Г — конеч- 
ная коммутативная группа, порядок Которой равен степени некоторого про- 
стого числа р. Показать, что каноническое примарное разложение (упражне- 


ET a RE u 
8 a ee AE SR τν δέκα eT x 
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ние 4) подмодуля {0} в М = L © Г есть равенство {0} = p"LNT, где п — наи- 
меньшее целое число 50, для которого p"T =0 (заметить, что p"M = p'L). 

6) В упражнении 5 $ 1 модуль {0} примарен в А-модуле ἃ относительно 
простого идеала {0} кольца А. Показать, что подмодуль АХ модуля а. прима- 
рен в 4 относительно некоторого простого идеала {0} и что подмодуль АХУ 
модуля @ не является примарным в 4. 

7) Пусть А — нётерово кольцо, М — некоторый А-модуль конечного типа, 
(Yi); <;<„- последовательность, полученная при расположении в некотором 


порядке элементов множества Ass(M). Показать, что существует такой KOM- 
позиционный ‘ряд (Mi), <;<„ модуля М, что для 015 п—1 модуль 
Misi является }:-примарным в М; (воспользоваться предложением 4 n° 9). 

Ч 8) Пусть А — нётерово кольцо, Е — некоторый А-модуль конечного типа, 


Е — подмодуль в Е и м — некоторый идеал в А. Пусть F = N Q (р) — 
pe Ass(E/F) 


редуцированное примарное разложение подмодуля F в модуле Е. Показать, 
что замыкание подмодуля Γ в Е относительно м-адической топологии на E 


равно N Q(p), где Ф — множество таких p & Ass(E/F), что p+m#A. 

peo | 
{Рассмотреть сначала случай }-примарного Γ в Е и показать, что если 
ф + m = À, то подмодуль F плотен в Е; к общему случаю перейти с помощью 
упражнения 15 $ | и следетвия | теоремы 3 гл. III, $ 3, n° 4.) 
9) Пусть А — нётерово кольцо, М — максимальный идеал в А и М — та- 


кой А-модуль, что {0} является М-примарным в М. Если А — отделимое по- 
полнение кольца A относительно М-адической топологии, то показать, что 
каноническое отображение М — М©дА биективно (рассмотреть сначала слу- 
чай, когда М является модулем конечного типа, используя предложение 7 
n° 5; в общем же случае рассмотреть М как индуктивный предел подмодулей 


_ конечного типа). 


10) Пусть А — нётерово кольцо и М — некоторый А-модуль. Показать, 
что следующие свойства эквивалентны: 

a) любой подмодуль конечного типа модуля М имеет конечную длину; 

В) модуль М является индуктивным пределом А-модулей конечной длины; 

у) любой элемент » @ Ass(M) является максимальным идеалом в A; 

δ) любой элемент уе Supp(M) является максимальным идеалом в À. 

11) Пусть А — кольцо, М — некоторый А-модуль и N — подмодуль в M. 
Корнем модуля N в модуле М называется обозначенное через хм (№) множе- 


 CTBO таких элементов a & À, что гомотетия, соответствующая элементу’ а, 


модуля ΜΙΝ почти нильпотентна. Показать, что Хм (№) является идеалом в A 
и что для любого Pe Ass;(M/N) имеет место включение Im (N) < $. Если Ni, 
№ — два подмодуля в M, то хм (№! П №2) = хм (№!) Птм (No); если ва — неко- 
торый идеал в À, то ty (AN) > t(a)Ntm(N) uta (а) = σ(α). 

12) Пусть А — кольцо, М — некоторый А-модуль и N — подмодуль в М. 

a) Для того чтобы множество Ass; (M/N) ($ 1, упражнение 17) состояло 
из одного элемента Ÿ, необходимо и достаточно, чтобы NM и чтобы для 
всякого ае À гомотетия модуля M/N, соответствующая элементу а, была 
инъективна или почти нильпотентна. Тогда αὶ =tm(N) (упражнение 11), и в 
этом случае по-прежнему говорят, что модуль N примарен (или P-npumapen) 
в М. Для всякого подмодуля M’ модуля М, такого, что NEW и NM’, 
модуль N является у-примарным в M”. 

6) Если фм (№) — максимальный идеал кольца A, то показать, что N при- 
марен в М. В частности, всякий идеал 4 кольца А, который содержится только 
в одном простом идеале M (обязательно максимальном), является М-при- 
марным. 

в) Пусть А — целостное кольцо и X — такой элемент из А, что у = Ах — 


простой идеал. Тогда для любого целого n >| идеал Ах" является 
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у-примарным. Показать, что этот результат не распространяется на случай, 
когда A не является целостным (взять А = В/$, где B = K[X, У] (К — поле) и 
ο = ВХ? + ВХУ). 

г) Если А — абсолютно плоское кольцо (гл. I, $ 2, упражнение 17), To 
примарные идеалы кольца А совпадают с простыми идеалами. 

x) Привести пример такого -модуля М, что {0} является р-примарным 
(для некоторого простого числа р), но ни для какого а 0 из Z гомотетия 
ам не является нильпотентной (ср. глава П, $ 2, упражнение 3). 

13) а) Пусть и: М — М’ — сюръективный гомоморфизм А-модулей. Пока- 
зать, что если N’ — примарный подмодуль в модуле М’, το N=uT!(N) 
является примарным в Ми ty (N)= ty (№). 

6) Любое конечное пересечение У-примарных подмодулей в некотором 
А-модуле М является }-примарным подмодулем в М. Выполняется ли это 
предложение для произвольных пересечений? 

в) Для того чтобы А-модуль М обладал тем свойством, что {0} есть 
у-примарный подмодуль в М, необходимо и достаточно, чтобы для любого 
подмодуля N модуля М имело место равенство Supp(N)= V(y). (Заметить, 
что для всякого x = М модуль М содержит некоторый подмодуль, изоморф- 
ный. модулю А/Апп(х).) 

14) а) Обобщить на случай произвольных колец предложение 3 n° 1. 

6) Пусть М — такой А-модуль, что для всякой мультипликативной си- 
стемы 5 кольца А ядро канонического отображения M—S-IM равно {0} 
или М. Показать, что подмодуль {0} примарен в М (рассмотреть для любого 
а == 0 B А мультипликативную систему степеней а” (п > 0)).. 

Ч 15) Пусть 4 — примарный идеал кольца А и P— корень этого идеала. 
Показать, что в кольце многочленов В = A[X] идеал Ba примарен и его ко- 


рень равен Ву. (Пусть f (X) = Зах! И g (X) = 3) 6 ,X/ — два таких не яв- 
; - 


Ϊ - 
ляющихся константами многочлена, что fg = Bq и [2 By. Пусть ат — коэф- 
фициент с наименьшим индексом, не принадлежащий }; пусть A — идеал 
кольца A, порожденный элементами Go, A, ..., Am-ı. Тогда существует такое 
целое А, что ar cq. Пусть 4; — кондуктор из @*-1 в 4 при [< А. Показать 
рассуждением от противного с помощью индукции πο i, что ge Bai.) 

16) Пусть ) — немаксимальный простой идеал в кольце А и 9— HeKOTO- 
рый У-примарный идеал, отличный от bp. Пусть x — какой-нибудь элемент из 
P—q и у— такой элемент из А— у, что p+ Ay À. Показать, что идеал 
a = 4 + Аху, хотя и удовлетворяет условию у > 454, не является примарным 
(заметить, что не может выполняться включение х = а). 

17) Пусть М — некоторый А-модуль и N — какой-либо у-примарный под- 
модуль в М. ; 

а) Пусть Е — подмодуль в M, не содержащийся в N. Показать, что кон- 
дуктор N: F является идеалом кольца À, содержащимся в $. 

6) Пусть а — некоторый идеал в А. Показать, что если ас №М:М, το 
N:a= М. Если а N:M, то Ν:α представляет собой }-примарный подмо- 
дуль в М. Если a у, то М:а = №. 

18) а) Пусть А — кольцо и М — некоторый А-модуль. Показать, что если 
P — минимальный элемент в множестве Аз$$; (М), то насыщение подмодуля {0} 
относительно } в модуле М у-примарно в М (ср. $ 1, упражнение 176)). 

6) Пусть pP — простой идеал кольца А. Показать, что для всякого целого 
n > 0 насыщение в А модуля $” относительно P является ф-примарным в À 
(воспользоваться упражнением 14а)); это насыщение обозначается через у”) 
и называется п-й символической степенью идеала }. 

в) Показать. что если любой простой идеал кольца А максимален, то 
для всякого А-модуля M ‘и произвольного подмодуля N в М модуль N 
представляет собой пересечение ‘некоторого семейства (конечного или беско- 
нечного) примарных подмодулей в М (воспользоваться а) и упражнением 17 


1) § 1), Ä sn | 
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* 19) Описать примарные идеалы в кольце нормирования ранга 2 (cp. 
гл. УГ); получить отсюда пример кольца, в котором имеются идеалы, не 
являющиеся пересечениями (ни конечными, ни бесконечными) примарных 
идеалов, хотя в нем есть лишь два различных простых идеала. % 

Ч 20) Определить для произвольного кольца А понятие примарного раз- 
ложения и понятие редуцированного примарного разложения подобно тому, 
как это было сделано в n° 2 и n° 3 (воспользовавшись понятием примарного 
подмодуля, введенного в упражнении 12). 

а) Обобщить предложения 4 и 6, заменяя всюду а. на Assy. 

6) Пусть Е — некоторый А-модуль конечного типа и.ЁР — подмодуль в Е. 
Для любой мультипликативной системы 5 кольца А обозначим через sats (F) 
насыщение подмодуля F в модуле Е относительно $. Показать, что если F 
обладает примарным разложением в E, то любое насыщение Ё в Е имеет вид 
Е: (1) при некотором аеА. (Пусть pi (ISIS r) — элементы множества 
Ass; (E/F). Показать сначала, используя а), что для любой мультипликатив- 
ной системы $ кольца А существует такое b =A, что если Т — мультиплика- 
тивное множество степеней δ’ (п > 0), το satr (Е) = sats(F), для чего вы- 
брать 6 так, чтобы Веу; при }; Ns == © u бер; в противном случае. До- 
казать вслед за этим, что можно взять а = D™ при достаточно большом т.) 

в) Привести пример Й-модуля Е, в котором подмодуль {0} примарен, но 
существуют насыщения sats(0), не представимые в виде 0 : (а) (ср. Алгебра, 
гл. УП, $ 2, упражнение 3). 

21) пу сть `А— кольцо, Е — унитарный многочлен из А[Х] и В — кольцо 
A [X]/F : АХ: пусть Ш — максимальный идеал в А, А = A/m — факторкольцо, 


являющееся полем, “ Е — канонический образ многочлена F в А[Х]. 
а) Пусть Fs Il fi р где fi — попарно различные неприводимые MHO- 


=] 
гочлены из À [X]. ver, Е: Е А[Х] — такой унитарный многочлен, что его Ka- 
нонический образ в А[Х] равен [+.’Обозначим через M; идеал ШВ + F;-B 
кольца В. Показать, что идеалы 9; попарно различны и исчерпывают мно- 
жество максимальных идеалов кольца В, содержащих MB (заметить, что 
B/mB является алгеброй конечного ранга над A/m = А, порожденной корнями 


многочлена F). 
. 6; 
6) Для каждого i положим Q,=mB+ Р;' В. Показать, что идеалы Qi; 


являются ;-примарными в В и что ШВ = Dol) ... N On = DD ... Om 
в) Для того чтобы В было локальным кольцом, необходимо и достаточ- 


но, чтобы А было локальным кольцом, а ЕР — некоторой степенью неприво- 
димого многочлена из À [Х]. 

Ч 22) Пусть Е — некоторый А-модуль и F — его подмодуль. 

а) Пусть P— простой идеал в А и a— такой элемент кольца A, что 
aŒy и модуль Q = F:(a) является }-примарным в Е. Показать, что F = 
= QN(F+aE). 

6) Предположим, что существуют такие элементы БЕЛ и ΧΕΕΕ, что 
b "x ŒF для всякого п > 0. Показать, что если Р:6"+! = Е: δη для неко- 
торого целого п > 0, то F = (F + Ab”x) ἢ (F: (5”)). 

В) Предположим, что подмодуль F неприводим относительно Е (Algebre, 
_ chap. II, 3° éd., $ 2, exercice 16) и рассмотрим три следующих свойства: 

a) Подмодуль Е примарен в £; 

В) для всякого простого идеала P кольца А насыщение модуля F отно- 
сительно P в E имеет вид F : (a) при некотором a Ép; 


у) для любого ὦ ΕΞ А последовательность (F: (5”))„>; стационарна. 


Показать, что каждое из условий В), y) влечет за собой a) (воспользо- 
ваться а) и 6) и упражнением 18а)). Если Е — модуль конечного типа, то 
все три условия ©), В) и у) эквивалентны (ср. упражнение 206) и 208)). 


EN are а 
к. u en ee 
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г) Пусть К — поле, А — кольцо К[Х, У] и m= AX + АУ — максимальный 

идеал в А. Показать, что идеал M? примарен, но не является неприводимым. 

x) Пусть А — кольцо (не обязательно коммутативное) и Е — нётеров 

’ слева А-модуль. Показать, что любой подмодуль Ё модуля Е представляет 

собой пересечение конечного семейства подмодулей, неприводимых в E (рас- 

смотреть подмодуль в Е, максимальный среди тех, которые не являются ко- 
нечными пересечениями неприводимых подмодулей). 

е) Получить из д) и в) новое доказательство теоремы | n° 2. 

41 23) Пусть А — кольцо. Говорят, что некоторый А-модуль E является 
ласкеровым, если он имеет конечный тип и любой его подмодуль обладает 
примарным разложением в Е 

а) Для того чтобы А-модуль конечного типа Е был ласкеровым, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы он удовлетворял следующим двум аксиомам: 

(LAr) Для любого подмодуля F CE и любого простого идеала у А 
насыщение Ё относительно у в E имеет вид F: (а), где ау. 

(LAr:) Для всякого подмодуля F модуля Е любая убывающая последо- 
вательность (sais, (F)) (где (Sn) — произвольная: убывающая последова- 


тельность мультипликативных систем в А) стационарна. 

(Чтобы показать, что эти условия достаточны, доказать сначала, исполь- 
зуя (LAr) и упражнения 18а) и 22а), что ‘для всякого подмодуля F модуля Е 
существуют такой подмодуль Ос E, примарный ᾿ относительно некоторого 
идеала hp F: Ε, и подмодуль G =F + aE, где ay, для которых F = ОП С. 
Затем рассуждать от противного: показать, что если бы требуемое не имело 
места, то существовали бы бесконечная последовательность (Qn) у„-примар- 
ных подмодулей в Е и строго возрастающая последовательность (Gn) под- 
модулей из E, такие, что если положить An = Qi Qo... NQn, το: 1° 
Е=Н, | Gn; 2° Gn максимален среди подмодулей модуля С, содержащих 
Gn-1 и таких, что F = Hy ПС: 3° существует такой элемент An EPn, UTC 


OnE € Gy. Показать, что в этом случае, если Sp = 1 (A — b,), 10° 34 


gies 
пересекает Gn :E, и получить отсюда, что sats | (F)=H,. Закончить доказа- 


тельство с помощью (LArr).) 

*6) Привести пример такого кольца A, что А-модуль À не удовлетворяет 
аксиоме (ΓΑτ), но всякий идеал 4 € А неприводим и множество насыщений 
Sats(@) относительно всевозможных мультипликативных систем $ 3 А ко- 
нечно (ср. упражнение 19)... 

в) Пусть. К — поле, В = К [Х] — алгебра формальных рядов над Κ,π-- 
максимальный идеал в В, образованный формальными рядами без свободных 
членов. В алгебре ВМ рассмотрим подалгебру A, порожденную элементом | 
и идеалом N =m), Показать, что в А любой простой идеал, отличный от N, 
представляет собой прямую сумму. всех идеалов-слагаемых в N, за исклю- 
чением одного. Любая строго возрастающая последовательность простых 
идеалов кольца А имеет, следовательно, не более двух элементов. Пусть 
a == А — некоторый идеал в A, и пусть $ — мультипликативная система в A, 
He пересекающаяся с A; если An (соответственно Sn) обозначает проекцию 
идеала ἃ (соответственно системы $) Ha п-й сомножитель Bn алгебры BN, 


то показать, что sats(@) представляет собой прямую сумму идеалов sats (а„). 
n 


(обратить внимание на TO, что если SES H Sn ] Sn есть N-A проекция эле- 
мента 5 и если X, = sats (а„)— такой элемент, что SnXn © An, TO 52%, Eat). 


Получить отсюда; что А удовлетворяет аксиоме (ГАт), но не удовлетворяет 
аксиоме (LArr) (воспользоваться упражнением 206)). 

г) Показать, что если А-модуль Е удовлетворяет аксиоме (LAr), то лю- 
бой подмодуль модуля Е является пересечением некоторого (конечного или 
бесконечного) семейства примарных подмодулей модуля Е (рассуждать так 
же, как в а), используя трансфинитную индукцию). 


- 


™ 
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д) Пусть Е — некоторый А-модуль конечного типа, Е’ < Е — подмодуль 
конечного: типа. Для того чтобы Е был ласкеровым, необходимо и достаточ- 
но, чтобы Е’и Е/Е’ обладали этим свойством. В частности, если кольшо А 
ласкерово, то любой А-модуль конечного типа ласкеров. Если Е — ласкеров 
’А-модуль, то S'E является. ласкеровым $-!А-модулем для любой мультипли- 
кативной системы S кольца А. . | | 

24) Пусть в ласкеровом кольце А (упражнение 23) Yi, Yo, 93 —три 
различных простых идеала, для которых ME PoC δι; пусть хе Po — Py,. 
Хз Е ἵα-- Po. Заменяя при необходимости Yo и P3 на. простые идеалы, содер- 
жащиеся в Po, δα соответственно и содержащие хо и хз соответственно, можно 
предполагать, что Po минимален в Ass;(A/(yı + Αχο)), а δὲ минимален в 
Ass; (А/(у› + Ахз)). Рассмотрим идеал @ = Py + Xoha. 

а) Показать, что Хо баи xk ва для всякого целого А > 0; получить 


отсюда, что идеал ἃ не является примарным в А. Показать, что Pa — мини- 


мальный элемент в множестве Ass; (A/a). 
п 


6) Пусть а= Г J, — редуцированное примарное ‚разложение идеала a 
в А, и пусть yy, TER идеала Q;; предположим, что θη 6 y’ для 15$ 
и <}, для $+1<:< п. Показать, что обязательно SLA и X Sg, для 
1 << $. Показать, что существует такой индекс i > $ +1, что р}; = p°. (Рас- 
суждать от противного: в противном случае существовал бы такой элемент 
у},, что ySq; при всяком i>s+ 1; тогда бы x.y Ga и получилось бы, 
что это соотношение противоречит условию y Æ Ps.) Сделать вывод, что [3 
не является минимальным элементом в Ass, (А/а). Будем обозначать через 
9, примарную компоненту идеала а в кольце А, которая соответствует θα 
в приведенном выше разложении. 

в) Пусть В =} П 92; пусть, с другой стороны, т > 0 — такое целое число, 
что Хх = 9 и пусть C= 6 + Ахат. Показать, что насыщение идеала с отно- 
сительно δι является. р;-примарным идеалом 93 (показать, что для любого 
элемента из [η некоторая его степень лежит в 44, используя тот факт, что 
насыщение идеала ο + Ах. относительно δ} примарно). Доказать, с другой 
стороны, что Xe x ΠΗ И 6=у,П аз; следовательно, имеется два различных 
редуцированных примарных разложения идеала 5. 

Ч 25) Пусть А — ласкерово кольцо. Пусть 4 — идеал в À, a= N} а, — 

: 1<i<n 
некоторое редуцированное примарное разложение идеала а в А. Обозначим 


через у; корень идеала Ai; предположим, что минимальные элементы ‘из 
Ass;(A/a) — это такие у:, что | Ki $, и пусть $ < п. Положим 


ie П Яр П ΚΠ 
l<i<s stl<i<n 


a) Показать, что существует такой элемент X EC, для которого хе}; 
для | <i<sua—=bf(a+ ΑΧ). 

6) Предположим, например, что },+, — минимальный элемент в Ass;(A/C). 
Показать, что XPs41 + @=ЕАх +a ив =D (xps41 + a). Кроме того, 9341 ми- 
нимален в множестве Ass;(A/d), где ὃ = ху. +, + a. Показать, что насыщение 
идеала ὃ относительно Ys41 ОТЛИЧНО ОТ As+ı. (Заметить, что это насыщение 
не может содержать элемент х.) 

Ч 26) Пусть А — ласкерово кольцо, в котором всякий идеал, отличный 
от Α, обладает единственным редуцированным примарным разложением в А. 


ОИ КС à 


Е Е 35; 
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a) Показать, что для всякого идеала 4 5= А все элементы из Ass;(A/a) 
минимальны в этом множестве (воспользоваться упражнением 256)). Пусть 


{0} = N} es примарное разложение в кольце A, и пусть 
Isisn 
у: — корень идеала 4; (1 <i< п). Показать, что любой простой идеал коль- 


ца A, отличный OT Pj, ммаксимален (воспользоваться упражнением 24в)). Если 
pP — простой идеал из A, 9 — некоторый идеал, содержащийся в ри такой, 
что P/q — нильидеал в Ala, то показать, что всякий идеал 4, для которого 
асас р, является P-IIPHMapHbIM. Вывести отсюда, что если PA то из }; 


не максимален, TO P; — единственный у:-примарный идеал и =, (восполь- 
зоваться упражнением 16). : 

6) Показать, что в кольце А любая возрастающая последовательность 
идеалов, равных своим корням, стационарна. Получить отсюда, что всякая 
строго возрастающая последовательность (An) идеалов, в которой каждый 
фактор An/An-1 содержит элементы, не являющиеся нильпотентными в A/@y_1, 
конечна. Сделать из этого вывод, что для всякого простого идеала } кольца А 
существует примарный идеал с корнем P, имеющий конечный тип. В частно- 
сти, каждый из Yi, не являющийся максимальным, имеет конечный тип и, 
следовательно, содержит некоторый идемпотент е;, который его порождает 
(гл. II, $ 4, упражнение 15). 

в) Показать, что для 1=Е] имеет место равенство Pi + }; = А (рассмот- 
реть ei +е; —е:е;, если δι и P; не максимальны). Вывести отсюда, что 
кольцо А изоморфно произведению конечного числа колец А; = А/4;, таких, 
что или А; — локальное кольцо, максимальный идеал которого нильпотентен, 
или А; — целостное кольцо, в котором всякий простой идеал, отличный от 
нуля, максимален и в котором всякий отличный от нуля идеал содержится 
только в конечном числе максимальных идеалов *(ср. $ 1, упражнение 2)... 
Верно и обратное. 

Ч 27) Пусть М — некоторый А-модуль и Q есть }-примарный подмодуль 
в М. Говорят, что @ имеет показатель m, если т — наименьшее целое число 
среди таких чисел À, что М < О (cp. упражнение 3). Если не существует 
ни одного числа К, обладающе го этим свойством, то Q называется подмоду- 
лем с бесконечным показателем. Если О обладает конечным показателем, то 
говорят, что подмодуль Q сильно примарен. 

а) Показать, что если Q:p=Q, το О — модуль с бесконечным показа- 
телем и существует такое &е=}, что Q: (&) отличается от Q и является 
у-примарным подмодулем в Мс бесконечным показателем. 

*6) Привести пример кольца А и }-примарного идеала 4 с бесконечным 
показателем и такого, что 4: } =9 (ср. $ 1, упражнение 2)... 

в) Пусть К — поле, А — кольцо многочленов К [Хи|„ем, #— простой 


идеал в À, порожденный элементами Än и 4 есть у-примарный идеал, порож- 
денный их произведениями Х:Х; (ij) и элементами xe tt, Показать, что для 


всякого ad EP — 9 идеал 9: (%) имеет конечный показатель, что 4: Pq и 
что 4: ) является у-примарным идеалом с бесконечным показателем. 

г) Пусть О — некоторый У-примарный подмодуль модуля М с конечным 
показателем e. Показать, что подмодули PM при Κ «<е все различны и что 
модули О: θὲ при k <e также все различны. Для любого идеала a кольца А 
показать, что или О:а= О или О:а является }-примарным подмодулем MO- 
дуля М, отличным от М и обладающим показателем < ER. (обратить вни- 
мание Ha то, что если ac у, то }°—1М < О:а). 

4 28) Говорят, что А-модуль Е конечного типа сильно ласкеров, если 


всякий подмодуль в Е допускает примарное разложение в E, все элементы: 


которого сильно примарны (упражнение 27). 

а) Показать, что, для того чтобы А-модуль Е конечного типа был сильно 
ласкеровым, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись аксиома (ГА) 
из упражнения: 23 и аксиома 


μπι. 
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(LAr) для всякой .последовательности (b,) идеалов кольца А и любого 
подмодуля Е модуля Е возрастающая последовательность подмодулей 
Е: (61% ... 6,2) стационарна. 

(Чтобы показать, что эти условия необходимы, применить упражнение 
27r). Для доказательства достаточности установить сначала, что из (LArrr) 
следует (LAr), а затем, что из этой же аксиомы вытекает, что любой при- 
марный идеал имеет конечный показатель, используя при этом упражне- 
ние 27а).) 

6) Показать, что кольцо À, определенное в упражнении 23B), удовлет- 

воряет аксиоме (LArrr). 
_ в) Пусть К — поле, У — бесконечномерное векторное К-пространство, 
А = KO У — кольцо, умножение в котором определяется равенством 
(а, x) (α΄, x’) = (αα’, ах’ + а’х). Показать, что в А любой идеал, отличный 
от À, является сильно примарным, хотя А не нётерово. 

г) Пусть Е — некоторый А-модуль конечного типа и E < Е — подмодуль 
конечного типа. Для того чтобы Е был сильно. ласкеровым, необходимо и до- 
статочно, чтобы Е’и E/E’ обладали этим свойством. В частности, если коль- 
ΠΟ А сильно ласкерово, то любой А-модуль конечного типа сильно ласке- 
ров. Если Е — сильно ласкеров А-модуль, то сильно ласкеровым будет 
(5'А)-модуль STE для всякой мультипликативной системы $ кольца А. 

д) Обобщить на случай сильно ласкеровых модулей упражнения 3 и 4. 


ФТ 29) Пусть À — сильно ласкерово кольцо (упражнение 28). 


4 n 
а) Пусть a, b-—- два идеала в А, аб = Г] т, - некоторое редуцированное 

i=! 
примарное разложение ab в A и € — nepeceueHne Tex 4;, корни которых He со- 
держат В. Показать, что @Ce (если 4; — такой идеал, что его корень P; He 

содержит Ви если x Gb u x Yi, то надо рассмотреть произведение ах). 

6) Вывести из а), что существует три идеала a’, 6’, с и целое число 
$>0, такие, что а са’ bS cb’, (a+b) си ad=a’Nb=andb’=afdfie 
в) Показать, что для любого конечного семейства (ἀκ) идеалов кольца А 


существует такое целое число т > 0, что Пес II а, (применить 6) и pac- 
Κ Е 


суждать с помощью индукции по числу идеалов Ar). 


со . 
г) Показать, что для всякого идеала а кольца А пересечение В = N aS 
=| 


есть идеал таких элементов x @A, что хе xa (применить 6) к произведе- 
нию (Ax)a). Вывести. отсюда, что b есть пересечение примарных компо- 
нент {0} (в некотором редуцированном примарном разложении этого идеала), 
корни которых пересекают 1 - 4. 

д) Вывести из г), что для всякого простого идеала у кольца А пересече- 
ние символических степеней }”) (упражнение 186)) при п = М представляет 
собой идеал таких элементов x Æ À, что xs =0 для некоторого SEP (pac- 
смотреть кольцо Ay). | 

30) Пусть М — некоторый А-модуль, и пусть N — подмодуль в М, πο- 

п 


пускающий редуцированное примарное разложение N=f}o; пусть }; — 
il 
простой идеал, ассоциированный с подмодулем Qi. 
а) Показать, что если В — идеал. кольца À, не содержащийся ни в одном 
из pi, то N:b = М (ср. упражнение 17). 
6) Если каждый подмодуль Q; сильно примарен в M, то показать, что 
верно и обратное: если Ν:ὖ = Ν, το ὃ не содержится ни в одном из Yi. 
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(Заметить, что если <}; иР= N Q „To PEN для подходящего целого г, 


[πε : : 
и вывести отсюда, что если бы N: b = N, то имело бы место равенство Р = №.) 
Получить отсюда, что в этом случае существует такое β © В, что №: (В) = М. 
] 31) а) Пусть А — нётерово кольцо, м — максимальный идеал в Аи 
P — простой идеал, содержащийся в m. Показать, что если отделимое попол- 


нение А кольца А относительно Ш-адической топологии является целостным, 
то базис фильтра символических степеней pi”) идеала у сходится к 0 в 
ш-адической топологии кольца А. (Свести к случаю локального кольца А; 
пусть 4 — простой идеал из A, след которого в А есть }, и для любого п > 0 
пусть Cn EP — такой элемент, что CrP") < у"; показать, что Οῃγί) Ас qi), 
Воспользоваться упражнением 29д), а также предложением 8 гл. III, § 2, 
n°7.) 

6) Пусть À — нётерово кольцо, и — идеал в À, ) — минимальный простой 
идеал в Ass (A/t) и Ш, ш — два максимальных идеала в A, содержащие у; 
обозначим через А (п), А (т), A(m) отделимые пополнения кольца A относи- 
тельно И-адической, Ш-адической и Ш-адической топологий соответственно. 
Пусть 2 — элемент из А(й), канонический образ которого в А (№) равен нулю. 
Показать, что если кольцо А (M) — целостное, то канонический образ элемен- 
Ta ΖΒ A(m) также равен нулю. (Рассмотреть = как предел такой последо- 


вательности -(Xn) элементов кольца A, что Χῃ -- хи = и" mpun>mu X, € 


= m5; вывести отсюда, что Xm принадлежит замыканию идеала N” в М.-ади- 


ческой топологии; с помощью упражнения 8 установить, что Xm EP") при 
любом M; закончить доказательство с помощью а).) 

в) Пусть А — кольцо Зарисского и х — его идеал определения; предполо- 
жим, что Spec (А) связен и что для любого максимального идеала Ш кольца А 
отделимое пополнение A(m) кольца А относительно Ш-адической_ топо- 
логии является целостным. Показать, что в этом случае пополнение А коль- 
ца А относительно #-адической топологии также является целостным. (Пока- 
зать, что для всякого максимального идеала M кольца А канонический гомо- 


морфизм А —> A(m) инъективен. Для этого можно предположить, что идеал Σ 
представляет собой пересечение конечного числа простых идеалов, минималь- : 


ных в Ass (A/r), τ. e. t = ПП... Пу.; показать, что из предположения 
на Spec (A) следует, что для каждого i существует максимальный идеал M;, 
содержащий (γι... N Pi-ı) + Pi. Используя 6), показать, что если кано- 


нический образ элемента г Е À в А(№) равен нулю и если, например, Ph € M, 
то канонический образ элемента = в каждом из А(ш;) есть нуль, а после это 
установить, что канонический образ элемента = в A(m’) равен нулю при лю- 
60M максимальном идеале Mm’ кольца A.) 

32) Кольцо А называется примарным, если оно локально и его макси- 
мальный идеал Ш является нильидеалом '). Тогда всякий идеал кольца A, 
содержащийся в M, является Ш-примарным в А. 

а) Пусть А — сильно ласкерово примарное кольцо, так что, в частности, 
максимальный идеал M нильпотентен. Показать, что если 4,b— два идеала, 
содержащиеся в M, то обязательно @:b=@ (воспользоваться упражне- 
нием 306)). | | 

6) Примарное нётерово кольцо является артиновым. Получить отсюда, 
что для всякого модуля М конечного типа над нётеровым кольцом А и лю- 
бого }-примарного подмодуля N в М существует такое целое число т, что 
любая строго убывающая последовательность (МИМ)о <: <ь подмодулей 


фактормодуля M/N, в которой М; являются }-примарными, имеет длину 


1) Для артиновых колец (коммутативных) это определение совпадает 
с тем, которое было дано в Алгебре, гл. УШ, $ 6, упражнение 20. 


\ 
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г < т (рассмотреть А,-модуль М, и заметить, что M, /N b ‘аннулируется не- 


которой степенью идеала PAy). 

33) Пусть А — коммутативное кольцо. Идеал a кольца А называется 
примальным, если в кольце A/@ множество делителей нуля представляет CO- 
бой некоторый идеал }/@; в этом случае у — простой идеал. 

а) Показать, что любой примарный идеал и любой неприводимый идеал 
‘являются примальными идеалами. 

6) Пусть а — такой идеал кольца À, что множество идеалов b, для ко- 
торых a:b = a, обладает максимальным элементом у; показать, что идеал } 
прост, а идеал ἃ примален. * Привести пример примального идеала 4, для ко- 
торого предыдущее условие не имеет места (ср. $ 1, упражнение 2)... 

в) Описать примальные идеалы нётерова кольца А и привести пример 
примального идеала, не являющегося примарным (ср. $ 1, упражнение 116)).. 

34) Идеал 4 коммутативного кольца А называется квазипростым, если 
для любой пары идеалов В, ¢ кольца А из соотношения b fc а следует, что 
bŒ а или сс а; всякий простой идеал является квазипростым и любой ква- 
зипростой идеал неприводим. Если в кольце А справедлива китайская тео- 
рема об остатках, то показать, что любой неприводимый идеал квазипрост 
{Алгебра, гл. УТ, $ 1, упражнение 25). 

*35) Пусть К — поле, .В — кольцо нормирования, группа порядков кото- 
рого равна В, образованное «формальными рядами» >) с»Г*, где сх Е Kx Е Ry 

x 
и множество элементов X, таких, что Cy == 0, вполне упорядочено; кольцо A, 
определенное в $ |, упражнение 2, является подкольцом в В, и кольшо В 
представляет собой плоский А-модуль. Если С есть А-модуль; определенный 
в $ 1, упражнение 2, то показать, что Asss (СбОАВ) = D, хотя Assa(C) = D 
(рассмотреть элемент из C® 4B = B/aB, являющийся каноническим образом 
некоторого элемента из В с нормированием 4)... 


$ 3. Примарное разложение в градуированных модулях 


1. Простые идеалы, ассоциированные 
с градуированным модулем 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть A— коммутативная группа без кру- 
чения, А — градуированчое кольцо типа А и М — градуирован- 
ный А-модуль типа А. Всякий простой идеал, ассоциированный 
с модулем М, является градуированным и аннулирует некото- 
рый однородный элемент модуля М. 


Известно, что А можно наделить структурой совершенного 
порядка, согласованной со структурой группы (Algébre, chap. II, 
8: ἐά., $ 11, n° 4, lemme 2). Пусть 9 — простой идеал, ассоцииро- 
ванный с М, аннулирующий некоторый элемент x = М, и пусть 
(x;), = À — семейство ‘однородных компонент элемента X; пусть 
(1) < (2) < (г) — те значения i, для которых X; Æ 0. Рассмот- 
рим элемент ае, у которого (а;}, =, — семейство однородных 
компонент. Мы сейчас докажем, что а; ΕΞ αὶ при всяком ἐ Е À, из 
‘чего будет следовать, что у — градуированный идеал. 

Проведем индукцию по числу индексов À, для которых αι == 0. 
Наше утверждение очевидно, если это число равно 0. Если оно 


κ.ε AE UTR eo D Е сл D Ре ен Чар σα ἘΚ Е: ιβ “μά MR. ert ee Ve EY 8 ee ВЗОР, à 


340 _ ACCOLHHPOBAHHBIE ПРОСТЫЕ ИДЕАЛЫ ГЛ. ιν, $ 3 


отлично от 0, то пусть M — наибольший среди индексов I, для 
которых а; #0. Если мы докажем, что Am ΕΞ Ÿ, то предположе- 
ние индукции, примененное к а — ат, позволит завершить дока- 
зательство. Ho ax = 0; для всякого | Е À, записывая, что одно- 
родная компонента степени M + | элемента ах равна 0, мы NO- 


лучаем равенство > Om —iX = 0; отсюда следует, UTO Am; 
ie‘ 


является линейной комбинацией элементов X; с индексами i >]. 
В частности, . получается, что атхк = 0, откуда с помощью 
индукции вниз по п «г, получаем, что а") = 0. Следова- 
тельно, a’ x = 0, откуда а’ =} и, так Kak р— простой идеал, 
Am & У. г 

Покажем теперь, что у является аннулятором некоторого 
однородного элемента модуля М. Положим №, = Ann(Xim)) для 
l<n<r. Для всякого однородного элемента b идеала р и 
всякого И однородная компонента элемента Dx степени i(n) + 
+ deg(b) равна bX yn), следовательно, bXi(n) =0 и beb,. Так 


как ) порождается однородными элементами, ус №. С другой 
Fr 


стороны, очевидно, что N b, < Апп(х) =}; поскольку идеал р 

n=! | 
прост, существует такое число п, что b, Cy (гл. II, § 1, n° 1, 
предложение 1), откуда bh = у = Ann(x;»), чем и заканчи- 
вается доказательство. | 


СЛЕДСТВИЕ. Для всякого простого (обязательно epa0yupo- 
ванного) идеала }, ассоциированного с градуированным А-мо- 
дулем М, существует такой индекс REA, что градуированный 
_’А-модуль (4/9) (Е), полученный из градуированного` А-модуля 
Alp сдвигом степеней на Е (Algébre, chap. II, 3 éd., $ 11, n° 2) 
_®изоморфен некоторому градуированному подмодулю модуля М. 


В самом деле, в обозначениях доказательства предложе- 
ния | рассмотрим гомоморфизм, полученный переходом к фак- 
‚тормодулю из гомоморфизма а — AXj(ny модуля А в М; это ото- 
бражение является градуированным гомоморфизмом степени {(п), 
так что при переходе к фактормодулю оно дает биективный 
градуированный гомоморфизм степени i(n) модуля А/} на неко- 
торый градуированный подмодуль модуля М. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть А — коммиутативная группа без кру- 
чения, А — нётерово градуированное кольцо типа А u M—ne- 
который А-модуль конечного типа, также градуированный 
типа А. Гогда существует такой композиционный ряд (Mi), BI 


образованный градуированными подмодулями модуля М, что 
для 0<1<пр— 1 градуированный модуль M;/M;; ἠϑολιορφθη. 
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сдвинутому градуированному модулю (Α/γι) (Ri), где у; — epa- 
дуированный простой идеал кольца À u Е ЕЛ 

Достаточно воспроизвести рассуждение теоремы | $ 1, n° 4, 
положив на этот раз © равным множеству градуированных под- 
модулей модуля М, обладающих композиционным рядом с ука- 
занными в формулировке свойствами. Доказалельство закан- 
чивается с помощью следствия предложения |. 


2. Примарные подмодули, соответствующие градуированным 
простым идеалам 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть А — коммутативная группа без кру- 
чения, А — нётерово градуированное кольцо типа Δ, у — epadyu- 
рованный идеал в А и М — градуированный А-модуль типа А, 
отличный от нуля. Предположим, что для любого однородного 
элемента а идеала у гомотетия модуля М, ‘соответствующая эле- 
менту а, почти нильпотентна и что для всякого однородного эле- 
мента b из А — у гомотегия модуля М, соответствующая эле- 
менту ὦ, инъективна. Тогда у — простой идеал и подмодуль {0} 
модуля М является у-примарным. 


Достаточно показать, что Ass(M) = {у} ($ 2, n° 1, предло- 
жение 1). Пусть 9 — какой-нибудь простой идеал, ассоциирован- 
ный с модулем М; это градуированный идеал, являющийся ан- 
нулятором некоторого однородного элемента х == 0 модуля М 
(n° 1, предложение 1). Для всякого однородного элемента а 
идеала 4 имеет место равенство ах = 0, следовательно, гомоте- 
тия модуля, соответствующая элементу а, не инъективна, в силу 
чего @& yp. Обратно, пусть В — однородный элемент идеала у; 
‘существует такое целое число п > 0, что ὑχ-:0, откуда В” = 
© Апп(х) =94 u, так как 9 — простой. идеал, b = 9. Поскольку 
идеалы ψ и ἃ порождаются своими однородными элементами, 
имеем P=4, в силу чего Ass(M)c {у}. Поскольку М + {0}, 
Ass(M) == @ (8 1, n° 1, следствие 1 предложения 2), откуда 
Ass (М) = {y}. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть А — коммиутативная группа без кру- 
чения, А — нётерово градуированное кольцо типа А и M — epa- 
дуированный А-модуль типа А. Пусть у— простой идеал коль- 
ца A, М — подмодуль в М, являющийся упримарным OTHOCU- 
тельно М. 


(i) Наибольший градуированный идеал у’ кольца A, содер- 


жащийся в у (Algébre, chap. II, 3° éd., $ 11, n° 3), является 
простым. 

(ii) Наибольший градуированный подмодуль N’ модуля N 
является }’-примарным относительно М. 
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Известно (loc. cit.), что однородные элементы идеала ψ’ (co- 
ответственно модуля №) — это не что иное, как однородные 
элементы идеала } (соответственно модуля N). Пусть а — одно- 
родный элемент идеала 1; если X — однородный элемент модуля М, 
то существует такое целое число п >> 0, что ax ΕΞ N; поскольку 
Ωχ — однородный элемент, axe №’, а так как любой уЕМ 
представляет собой сумму конечного числа однородных элемен- 


‘тов, отсюда следует, что существует такое целое число 4 > 0, 


ато aly ΕΞ N’, так что гомотетия, соответствующая а, модуля M/N’ 
почти нильпотентна. 

Рассмотрим теперь однородный элемент b множества А — у’; 
прежде всего, 6  p, Tak как 6 однороден. Пусть x — такой эле- 
мент модуля М, что bx = N’, и пусть (xi), ε.α — семейство одно- 


родных компонент элемента х. Поскольку модуль N’ градуиро- 
ван, для любого i имеет место включение Dx; = N’; следователь- - 
ΗΟ, OX; = WN и, так как b  Ÿ, отсюда мы заключаем, что x; = №; 
поскольку элемент X; однороден, x; = N’, откуда x = N’ и гомоте- 


‘qua модуля M/N’, соответствующая элементу 6, инъективна. 


Предложение 4 следует теперь из предложения 3, примененного 
κγ΄" М/№. 


3. Примарное разложение в градуированных модулях 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть А — коммитативная группа без Kpy- 
чения, А — нётерово градуированное кольцо Tuna A, M — гра- 
дуированный А-модуль типа А, Ν — градуированный подмодуль 


в Ми М= N О; —примарное разложение модуля N 8 моду- 


ie] 
лем. 

(i) Пусть Qi — наибольший градуированный подмодуль мо- 
дуля М, содержащийся в Q;. Тогда модули Qi примарны и М=. 
=f) %. 

т. | 
(ii) Если примарное разложение М = N Ω, редуцировано, 
te] 
TO редуцировано и примарное разложение N= Г Qi и для 
| ΕΝ 
любого ie! простые идеалы, соответствующие модулям Q; 
Qi, равны. | 

(iii) Если модуль Q; соответствует простому идеалу Y;, яв- 
ляющемуся минимальным элементом множества Ass(M/N), то 
О; — градуированный подмодуль модуля M. 


Было показано (n°2, предложение 4), что модули О: при- 
марны относительно М и МсО; < О0,, чем и доказывается (1). 
Предложение 4 n°2 показывает также, что простой идеал pi, 
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соответствующий модулю Qi, является небольшим градуиро- 

ванным идеалом, содержащимся в простом идеале };, соответ- 

ствующем модулю Q;. Если разложение N= N) О; редуцировано, 
"ter 

то »p; Е Ass (M/N) при любом i ($ 2, n°3, предложение 4), сле- 

довательно, ὃ; является градуированным идеалом (n° |, предло- 


жение |) и тем самым )j=);. Таким образом, Ass(M/N)= .. 


= (:] {pj} ($ 2, n°3, предложение 4), чем и доказывается, что 
ie] ; | 
разложение N=) О; редуцировано ($ 2, n°3, предложение. 4). 
ic] 
Наконец, если р; — минимальный элемент множества Ass (M/N), 
то О; =0; в силу предложения 5 $ 2, n°3. 


Упражнения 


1) В условиях предложения | n° | показать, что любой простой идеал 
pe Ass;(M) (8 2, упражнение 17) градуирован и является минимальным эле- 
ментом в множестве простых идеалов, содержащих аннулятор некоторого од- 
нородного элемента из М. (Сначала доказать, что наибольший градуирован- 
ный идеал p’, содержащийся в простом идеале у кольца А, прост, для чего. 
заметить, что если произведение двух элементов X, у принадлежит }’, то так 
же обстоит дело и с произведением их однородных компонент, отличных от 
нуля и имеющих наибольшую степень. Далее заметить, что если простой 
идеал содержит аннулятор элемента г = M, то он содержит также и аннуля- 
тор по крайней мере одной однородной компоненты элемента 2, отличной от 
нуля.) | 
2) Пусть в градуированном кольце A типа A (где A не имеет кручения) } 
является минимальным элементом в множестве простых идеалов кольца А; 
р} обязательно градуирован (упражнение |). Показать, что для любого одно- 
родного элемента LEE у существует такой однородный элемент $ 6} и такое 
целое число n > 0, что sf" = 0. Получить отсюда обобщения предложений 3, 
4 и 5 на случай градуированных, но не обязательно нётеровых колец (с уче- 
том определений из $ 2, упражнений 12 и 20). 

3) Пусть А — градуированное кольцо типа A (А без кручения), М — rpa- 
дуированный А-модуль конечного типа, являющийся сильно ласкеровым ($ 2, 
упражнение 28). Показать, что подмодули © (у) = Q(¥,e,(M)) (где у пробе- 
гает множество Ass;(M)), определенные в упражнении 4 $ 2, являются rpa- 
дуированными. N 
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ГЛАВА Vi) 
ЦЕЛЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ 


Если явно не оговорено противное, то все кольца и алгебры, 
рассматриваемые в этой главе, предполагаются коммутативными 
и обладающими единичным элементом; относительно всех гомо- 
морфизмов колец предполагается, что они переводят единичный 
элемент в единичный. Под подкольцом А подразумевается 
ИНО, содержащееся в А и содержащее единичный элемент 
из А. 


$ 1. Понятие целого элемента 


1. Элементы, целые над кольцом 


ТЕОРЕМА 1. Пусть А — кольцо (коммутативное), К — алгебра 
над А (не обязательно коммутативная) и х— элемент из КЮ. 
Следующие свойства эквивалентны: 

(Er) Элемент х является корнем унитарного многочлена из 
кольца многочленов À [Х]|. 

(Επ) Подалгебра А [х] алгебры К представляет собой А. -мо- 
дуль конечного тина. 

(Επι) Существует точный модуль над кольцом Alx], являю- 
щийся А-модулем конечного типа. 

Докажем сначала, что из (Er) следует (Επ). Пусть 


аа, 


— унитарный многочлен из A[X], корнем которого является х; 
для всякого целого числа 94 20 через М. обозначим А-подмо- 
дуль алгебры À, порожденный Ее Иа ох 52, ΘῈΣ 
Тогда 

ХИ = OI TEN ni 


для любого 9 21, откуда индукцией по 4 получается, что 
M,„=M,-ı= ... = M. 


Мы заключаем отсюда, что модуль Α|Χ] равен модулю Mo и, 
следовательно, является А-модулем конечного типа. 


') Результаты этой главы не зависят ни от одной книги, кроме KHHT 
I—VI, а также от $ 4 гл. Ги § 5 ra. III. 
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Так как коммутативное кольцо A[x] является точным моду- 
лем над самим собой, то из (Eq) следует (Επι). 

Наконец, тот факт, что из (Eım) следует (Er), вытекает из. 
следующей более точной леммы: 


JIEMMA 1. Пусть А — некоторое кольцо, Ю — алгебра над А 
(не обязательно коммутативная) и X — элемент из Ю. Пусть М — 
точный модуль над кольцом Alx], являющийся А-модулем ко- 
нечного типа. Если 4 — такой идеал в А, что хМ < qM, το эле- 
мент X является корнем унитарного многочлена с коэффициен- 
тами из кольца А, все коэффициенты которого, за исключением. 
старшего, принадлежат идеалу 4. | 


В самом деле, пусть (и;) <,<„- такое семейство элемен- 


п ‘ 
тов модуля М, что М = D Au,. Для каждого индекса i суще- 
i=1 
ствует по условию такое конечное семейство (qi; «;<„ элемен- 
Dea 


ΤΟΒ из 4, что 


п 
хи, = >) ии; для 153151. 
1=1 


Следовательно (Algébre, chap. III, 3° éd., ὃ 8), если d— 
определитель матрицы (9;;— 615%), элементы которой лежат: 
в АБ] (δι; обозначает индекс Кронекера), το du; =0 для лю- 
бого i, так что AM = 0; поскольку предполагается, что модуль М 
точен над кольцом Α [1], то обязательно получается равенство. 
4=0. Это означает, что X является корнем многочлена 
det (qi; —6:;X) из кольца A[X], который с точностью до знака. 
есть унитарный многочлен, коэффициенты которого, за исклю- 
чением старшего, принадлежат 4. | 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть А — кольцо, R— некоторая А-алгебра 
(не обязательно коммутативная). Элемент x EGR называется. 
целым над кольцом А, если он удовлетворяет эквивалентным. 
условиям (Er), (Επ) и (Emr) теоремы 1. 


Соотношение типа Р(х)= 0, где Р — унитарный многочлен. 
кольца A[Ä], называется уравнением целой зависимости с коэф- 
фициентами в А. 


Примеры. 1) Пусть К — поле и К — некоторая К-алгебра; 
высказывание, что элемент х = К является целым над К, paBHo- 
сильно тому, что элемент х является корнем многочлена из. 
K[X], не являющегося константой; обобщая терминологию, вве- 
денную в том случае, когда À является расширением К. (Алгеб- 
pa, гл. У, $ 3, n° 3), говорят также, что элементы хе Ю, целые: 
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над К, являются алгебраическими элементами алгебры К над 
полем К. 

*) 2) Элементы из Q(i), целые над Z, — это элементы вида 
a+ib саей ие (целые гауссовы числа); элементы из 
Q(V5), целые над Z,— это элементы вида (a + b V5)/2,rne a и 
6 принадлежат кольцу Z и являются или оба четными или оба 
нечетными (по поводу этих двух примеров см. упражнение 1). „ 

3) Комплексные числа, являющиеся целыми над Z, назы- 
ваются целыми алгебраическими числами. 


Замечания. 1) Пусть А’— подкольцо алгебры R (содер- 
жащееся в центре À), являющееся образом кольца. А OTHOCH- 
тельно гомоморфизма колец --» К, определяющего на R струк- 
туру А-алгебры. Ясно, что свойство некоторого элемента из- R 
быть целым над А эквивалентно его свойству быть целым над Д.. 

2) Пусть R’ — некоторая А-подалгебра в Ю; элементы из R’, 
целые над À, — это не что иное, как элементы из À, целые над À 
и принадлежащие Ν΄; благодаря этому обстоятельству часто 
оказывается возможным не выделять специально ту алгебру, 
которой принадлежит целый над А элемент, если только это не 
приводит к путанице. 


ПрЕдлОЖЕНИЕ 1. Пусть А — кольцо, Ю — алгебра над А 
(не обязательно коммутативная) и х — элемент из R. Для того 
чтобы х был целым над À, необходимо и достаточно, чтобы 
кольцо А [x] содержалось в некоторой подалгебре R’ алгебры К, 
являющейся А-модулем конечного типа. 


Очевидно, что, в силу свойства (Ey), это условие необхо- 
димо; оно достаточно в силу условия (Ey), так как К’ пред- 
ставляет собой точный А[х|-модуль (ибо он содержит единич-_ 
ный элемент из À). 


Следствие. Пусть А — нётерово кольцо, КЮ — некоторая 
А-алгебра (не обязательно коммутативная)` и x — элемент из К. 
Для того чтобы х был целым над А, необходимо и достаточно, 


чтобы существовал А-подмодуль конечного типа алгебры Ю, со- 


держащий A [x]. 


Действительно, это условие необходимо в силу (Επ); оно 
достаточно, так как если Alx] является А-подмодулем некото- 
poro А-модуля конечного типа, то А[х] — также А-модуль ко- 
нечного типа (Алгебра, гл. VIII, $ 2, n° 3, предложение 7). 


В этой формулировке нельзя опустить предположение, что А нё- 
терово (упражнение 2). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Нусть А — некоторое кольцо. Говорят, что 
А-алгебра R (не обязательно коммутативная) является целой 
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над А, если каждый элемент из Ю является целым над А. 
Алгебра К называется конечной над А, если К является А-мо- 
дулем конечного типа. 


Из предложения 1 следует, что любая конечная А-алгебра 
будет целой; когда кольцо R коммутативно и является конечной 
А-алгеброй, оно является, очевидно, А-алгеброй конечного типа; 
обратное неверно. 


Пример. 4) Если М — некоторый А-модуль конечного типа, 
то алгебра End,(M) эндоморфизмов модуля М является целой 
над кольцом А в силу (Enz); в частности, для всякого целого 
числа п алгебра матриц M; (А) = End (А") является целой (и 
даже конечной) над А. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть А, А’— два кольца, В — некоторая 
А-алгебра, К’— некоторая А’-алгебра (не обязательно комму- 
тативные), /: А — А’ из: КЮ > В’ — два таких гомоморфизма ко- 
лец, что диаграмма 

A_t, A’ 
Е 
Α.Ε» Κ’ 


коммутативна. Если элемент хе К является целым над A, TO u 
g(x) является целым над Α’.. 


Действительно, если х” + ах" +...-+а, =0 при аеА 
для 1 <i<n, то отсюда следует, что 


(g(x))" + Ка) (ER)? +... + f(an) = 0 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть А — кольцо, В — некоторая A-anee6pa 
(коммутативная) и С — некоторая В-алгебра (не обязательно. 
коммутативная). Гогда любой элемент x = С, целый над À, . яв- 
ляется целым и над В. 


ΟΠΕΧΟΤΒΜΕ 2. Пусть К — поле, L— расширение К u x, X" — 
два элемента из L, сопряженные над К (Алгебра, гл. У, § 6, 
n° 2). Если А — подкольицо в К и если х— целый над А элемент, 
ΤΟ и x’ является целым над А. 


Действительно, существует `К-изоморфизм [ расширения К (x) 
на расширение K(x’), при котором f(x) = x”, а элементы из A 
инвариантны относительно [. 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ 3. Пусть А — кольцо, В — некоторая A-aneeöpa 
(коммутативная) и С — некоторая В-алгебра (не обязательно 
коммутативная). Если алгебра С является целой над А, то С 
является целой и над В. 


ae SS 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть (R;), <i<n— Конечное — семейство 


ὃ п 
'А-алгебр (не обязательно коммутативных), и пусть В = |] R;, — 
i=1 


их произведение. Для того чтобы элемент х=(х;) <; <„ из К 
+ 


был целым над À, необходимо и достаточно, чтобы целым 
над А был каждый из элементов Χι. Для того чтобы кольцо R 


было целым над A, необходимо и достаточно, чтобы целым над A | 


было каждое из колец R.. 


Достаточно, очевидно, доказать первое утверждение. Усло- 


ΒΗΘ необходимо в силу предложения 2. Обратно, если каждый 


из X; цел над À, το подалгебра А [ΧΙ] алгебры Ю; является А-мо- 
дулем конечного типа, поэтому тем же свойством обладает и 
п 


подалгебра II Ak, в R. Поскольку Alx] содержится в этой 
ἰ--] 


подалгебре, элемент X является целым над А в силу предло- 
жения I. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть А — кольцо, R — некоторая А-алгебра 
(не обязательно коммутативная), (tpi cre, т конечное семей- 


ство элементов из R, являющихся попарно перестановсчными. 


Если для каждого i элемент x; yer над Alxı, ..., Xiu] (и, 
в частности, если все x; целы над A), то подалгебра 
Alxı, ..., Xn] us R является А-модулем конечного типа. 


Будем рассуждать индукцией по п, учитывая, что при n= | 
наше утверждение совпадает со свойством (Еп). Из предполо- 
жения индукции следует, что В = A[x,, ..., Xn_1] является А-мо- 
дулем конечного типа; поскольку Xn цел над В, модуль В [х„| = 
= Alxı, ..., Xn] имеет конечный тип над кольцом В, а потому 
и над кольцом A (Algébre, chap. II, 3° éd., $ 1, n° 13, proposi- 
tion 25).° 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть А — кольцо и R — некоторая А-алгебра ` 


(коммутативная). Множество целых элементов кольца К над А 


‚является подалгеброй в R. 


Действительно, если X, у— два элемента кольца À, целые 
над À, то из предложения 4 вытекает, что ‘алгебра А [х, y] яв- 
ляется А-модулем конечного типа; поскольку она содержит 
x+y u ху, следствие получается из предложения |. 


В некоммутативной алгебре сумма и произведение целых над А 
элементов не обязаны быть целыми над А (упражнение 4). 


CrencrTBne 2. Пусть А — кольцо, Ю — некоторая А-алгебра 
(не обязательно коммутативная), Е — множество элементов 
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-ᾱ R, являющихся попарно перестановочными и целыми над À. 
Тогда А- подалгебра В.В Вы о множеством E, яв- 
ляется целой над А. 


Действительно, каждый элемент из В принадлежит некото- 
рой А-подалгебре алгебры В, порожденной конечным подмно- 
жеством множества E. 


Замечание. 3) Из предложения 4 следует, что всякая 
коммутативная А-алгебра, целая над À, является объединением 
фильтрующегося по возрастанию семейства конечных над À 
подалгебр. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть А — кольцо, A’ u Ю — две А-алгебры 
(коммутативные). Если R является целой над А, то 3 AA’ πθ- 
ляется целой над A’. 


В самом деле, рассмотрим произвольный элемент х’= 


п 
a : 
= x, Θα! из R®,A’, где x, принадлежат Κα, а а; принад- 
i=] 
лежат A’. Поскольку 2,9 а; = (х; ® Па и элементы x, @ 1 
являются целыми над А” (предложение 2), то целым над 4” 


будет u x. 


СлЕдствиЕ. Пусть Ю — кольцо, а А, В, С — такие подкольца 
в К, что Ас В. Если В является целым над A, то СВ] будет’ 
целым над С [А]. 


Действительно, кольцо В®АС [4] будет целым над C[A] 
в силу предложения 5, так что целым над C[A] является и ка- 
нонический образ C[B] кольца В®АС[А] в кольце R (рассмат- 
риваемом как А-алгебра) в силу предложения 2. 


_ ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть А — кольцо, В — некоторая А-алгебра 
{коммутативная) и С — некоторая В-алгебра (не обязательно 
коммутативная). Если алгебра В целая над À, а C— целая 
над В, то С является целой над А. 


Достаточно убедиться, что всякий хеС является целым 
над А. По условию существует унитарный многочлен X” + 
НЫ Х" +... +0, с коэффициентами в В, для которого эле- 
мент х является корнем; в таком случае х будет целым над 
B’ --Αἶδι, ..., bn] и, следовательно, кольцо B’[x] является 
В’-модулем конечного типа. Но так как В — целое над А, В’ 
представляет собой А-модуль конечного типа (предложение 4); 
отсюда следует, что B’[x] является А-модулем конечного типа 
(Algebre, chap. II, 3° ἐά., $ 1, n° 13, proposition 25), так что 
элемент х цел над À. 
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ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ. Пусть А — кольцо и К, Ю’— две А-алгебры (κολι- 
мутативные), целые над А. Тогда алгебра ΚΘ ДК’ является це- 
лой над А. 

Действительно, алгебра R® aR’ является целой над R’ (пред- 
ложение 5), следовательно, утверждение вытекает из предло- 
жения 6. 


2. Целое замыкание кольца. Целозамкнутые кольца 


‚ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 Пусть А — кольцо и Ю — некоторая А-алгеб- 
pa (коммутативная). Тогда А-подалгебра А’ алгебры R, образо- 
ванная всеми целыми над À элементами из К (n° 1, следствие 1 
предложения 4), называется целым замыканием кольца А 
в алгебре КЮ. Если А’ равно каноническому образу кольца А 
в Ю, то говорят, что À целозамкнуто 8 К. 


Замечания. |) Если h: А>АЮ — гомоморфизм колец, 
определяющий структуру А-алгебры Ha R, то целое замыкание 
кольца А в R совпадает с целым замыканием кольца h(A) BR. 
С другой стороны, если R’. обозначает некоторую подалгебру 
в À, то целое замыкание кольца À в В’ равно А’ ῃ] Ν΄. 

2) Если А — поле, то целое замыкание A’ поля AB R обра- 
зовано алгебраическими над А элементами из R (n° 1, при- 
мер 1); обобщая терминологию, употребляемую для расширений 
полей (Алгебра, гл. У, ὃ 3, n° 3), мы говорим в этом случае, 
что А’ является алгебраическим замыканием поля А в алгебре К 
и что A алгебраически замкнито BR, если А’ = A. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Если А — целостное кольцо, то целым замы- 
канием кольца А называется целое замыкание этого кольца 
в его поле частных !). Говорят, что некоторое кольцо целозамк- 
нуто, если оно целостное и равно своему целому замыканию. 


Следует подчеркнуть, что целозамкнутое кольцо не обязательно 
является целозамкнутым в любом кольце, его содержащем, как показы- 
вает пример алгебраически незамкнутого поля. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть А — кольцо и Ю — некоторая А-алгеб- 
ра. Целое замыкание А’ кольца А в К является целозамкнутым 
подкольцом в К. 

Действительно, целое замыкание подкольца A’ в Καὶ является 
целым над À в силу предложения 6 n° 1; следовательно, оно 
равно A’. | 


1) В дальнейшем, если не указано, в каком кольце берется целое замыка- 
ние, то имеется в виду целое замыкание в только что определенном смыс- 
ле. — Прим. ред. 
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ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ. Делое замыкание целостного кольца А является 
целозамкнутым кольцом. 


Действительно, пусть К — поле частных кольца А и В — це- 
лое замыкание кольца А. Ясно, что К является полем част- 
ных В и достаточно применить предложение 7 к R= К. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть К — кольцо, (Βλ); =, — семейство под- 


колец в К, и пусть для каждого KGL через À, обозначено не- 
которое подкольцо в B,. Если каждое из À, целозамкниуто в Βλ, 


то А= N} A, целозамкнуто в B= N} Βλ. 
ЛЕГ, | ЛЕГ 


Это немедленно следует из определения 3 и из следствия 1 


предложения 2 n° 1. 


СледствиЕ. Любое пересечение непустого семейства {A}, =, 


целозамкнутых подколец целостного кольца А является цело- 
замкнутым кольцом. 


Достаточно применить предложение 8, взяв в качестве À 
поле частных кольца К, а в качестве В, — поле частных коль- 


ца ΑἹ, ЛЕГ, и заметив, что всякое подкольцо в B= N В), 

ei 
целозамкнутое в В, a fortiori является целозамкнутым, так как 
его поле частных содержится в В. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть А — кольцо, (В, Ape <i<n — Конечное 
семейство А-алгебр, Ai — целое замыкание one А в R; 


(1 <1< п). Гогда целое замыкание кольца Ав R= Il К; рав- 
п 

но || Αἵ. 
i=] ; 
Это непосредственное следствие предложения 3:02}, 


СлЕедствиЕ 1. Пусть А — редуцированное нётерово кольцо, 


yl <1=— η) — различные минимальные простые идеалы в нем, 


К; — поле частных целостного кольца А/у; (канонически изо- 
морфное локальному кольцу А (гл. IV, $ 2, n° 5, предложе- 


ние 10) и ΑἹ — целое замыкание кольца А 6 К; (1<i<n). 
Гогда канонический изоморфизм полного кольца частных В 
k | 


кольца А на ΗΚ, (loc. cit.) переводит целое замыкание коль- 


ца А в кольце В на произведение колец II Aj. 
i=! 
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СЛЕДСТВИЕ 2. Для того чтобы редуцированное нётерово коль- 
цо было целозамкнутым в своем полном кольце частных, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы оно было прямым произведением 
(нёетеровых) целозамкнутых колец. 


3. Примеры целозамкнутых колец 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Любое кольцо главных идеалов является 
целозамкнутым. | 


Пусть А —кольцо главных идеалов, К — его поле частных и 
х — произвольный элемент из К. Существуют два взаимно про- 
стых элемента а, D кольца A, для которых x = ab! (Алгебра, 
гл. УП, $ 1, n° 2, предложение 1, и гл. VI, $ 1, n° 11, предло- 
жение 9 (ДЕЛ)). Если х цел над А, то он является корнем мно- 
гочлена Ar + ¢,X"-!4+...+ Cc, кольца A[X]. В таком случае 
ar =Ь(—с1а"—*—... — с,б"-!), откуда следует, что b делит а”. 
Так как элементы аи 6 взаимно просты, из этого вытекает, что 
элемент b обратим в А (Алгебра, гл. VI, $ 1, n° 12, следствие | 
предложения 11 (ДЕЛ)); следовательно, x Е A. 


JIEMMA 2. Пусть Ю — некоторое кольцо и P — унитарный мно- 
гочлен из Κ[Χ]. Тогда существует такое кольцо КЮ’, содержа- 
wee К, что в кольце многочленов Κ’ [Χ] многочлен Р является 
произведением унитарных многочленов степени 1. 


Проведем индукцию по степени п многочлена Р. При п = 0 
и п=1|1 лемма тривиальна. Следовательно, предположим, что 
n>. Пусть а— идеал в R[X], порожденный элементом Р, и 
пусть — канонический гомоморфизм кольца R[X] на B= 
= R[X]/a. Так как многочлен Р унитарен, для всякого много- 
члена QE R[X] имеет место равенство deg(PQ) = deg(P) + 
+ deg(Q), откуда следует, что а (} К = 0; ограничение гомомор- 
физма [| на кольцо R является, таким образом, инъективным. 
Отождествляя кольцо À с подкольцом f(R) в В при помощи fF 
и полагая 6 = f(X), мы видим, что b представляет собой корень 
многочлена Р в кольце В, если только рассматривать Р как 
‘многочлен из В [Х]. Следовательно, существует такой унитарный 
многочлен О кольца В[Х|, имеющий степень п — 1, что P(X) = 
= (X — b)Q(X) (Алгебра, гл. ТУ, $ 1, n° 4, предложение 5). 
В силу индуктивного предположения, существует такое кольцо 
Ю’ > В, что многочлен О является в кольце R’[X] произведением 
унитарных многочленов степени 1; ясно, что в таком случае 
многочлен Р равен в R’[X] произведению унитарных многочле- 
нов степени 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. “Пусть А — кольцо, Ю — некоторая А-ал- 
гебра, Ри О —два унитарных многочлена из К [д]. Если коэф- 
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фициенты многочлена РО являются целыми над А, то коэффи- 
циенты многочленов Р и О также являются целыми над А. 


Применяя дважды лемму 2, мы видим, что существует ΚΟΠΡ- 
πο А’, содержащее À, и такие семейства элементов ва 
/ / ; 

и (Oj), =,<„ Кольца К’, что в R’[X] выполняются равенства, 


P[X]= |] Х-а), Q(X) = HE b,); коэффициенты многочле- 
i=] j=1 


на РО принадлежат целому замыканию A’ кольца А в кольце К”, 
так что (n° 2, предложение 7) элементы а; (1 <1=— т) ub; (1 —< 
<j<n) принадлежат А’. Получается, таким образом, что ко- 
эффициенты многочленов Ри О являются целыми над À (π7], 
следствие | предложения 4). | 


Пусть А — целостное кольцо, К — его поле частных и K’ — 
некоторая К-алгебра (не обязательно коммутативная). Предпо- 
ложим, что задан элемент хе К, алгебраический над К; тогда’ 
многочлены Ре K[X], для которых P(x) = 0, образуют в K[X] 
идеал а == 0, причем обязательно главный (Алгебра, гл. ТУ, 8 1, 
n° 5, предложение 7). Существует унитарный многочлен, и при- 
том единственный, который порождает идеал a; обобщая терми- 
нологию, введенную в. определении 3 из Алгебры, гл. У, § 3, n° 1, 
мы будем говорить, что этот унитарный многочлен является ми- 
нимальным многочленом элемента х над полем К. 


Следствие. Пусть А — целостное кольцо, К — его поле част- 
ных U X — элемент некоторой К-алгебры К’ (не обязательно ком- 
мутативной). Если x — целый над А элемент, то коэффициенты 
минимального многочлена Р элемента х HAO К являются целыми 
над А (и, следовательно, принадлежат кольцу А, если оно цело- 
замкнуто). 


По условию существует (n° 1, теорема 1) такой унитарный 
многочлен Q ЕА[Д], что Q(x) = 0. Поскольку Р делит О в K[X], 
из предложения 1] вытекает, что коэффициенты многочлена Р 
целы над А. | 


Пусть А — кольцо и Ю — некоторая A- -алгебра (коммутатив- 
ная); Гомоморфизм ф: AR, определяющий на R структуру 
А-алгебры, единственным образом продолжается до гомомор- 
физма A[X]— А [Х] колец многочленов над А и ВЮ, оставляющего 
образующую À неподвижной; следовательно, кольцо R[X] кано- 
ническим образом наделяется структурой А[Х]-алгебры. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть А — кольцо, R — некоторая А-алгебра 
и Р— какой-нибудь многочлен из RI[X,, ..., Xn]: Для того что- 
бы Р был целым над A[X, ..., Xn], необходимо и достаточно, 
чтобы коэффициенты многочлена Р были целыми над А. 


12 Н. Бурбаки 
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Рассматривая многочлены из R[X,, ..., X,] как многочлены 
от Ân с коэффициентами из R[X 1, ..., Ân-1], мы немедленно уста- 


навливаем, что все сводится к доказательству данного предло- 


жения при п = |. Пусть, следовательно, Р — многочлен из R[X]; 
из предложения 5 п° | немедленно получается, что если коэф- 
фициенты многочлена Р находятся в целом замыкании В коль- 
ца А в кольце À, то элемент P, принадлежащий кольцу Β [Х] = 
= B®,A[X], является целым над A[X]. Обратно, предположим, 
что Р цел над A[X], и пусть 


a QT} = УЕ. Бы 


— унитарный многочлен с коэффициентами F; Е A[X] для κο- 
торого Р служит корнем. Пусть г — целое число, строго большее, 
чем степени всех многочленов Ри F; (1<i<m), и положим 


P(X) = Ρ(Χ)-- Χ'. 
Тогда Р, является корнем многочлена 
Q(Y)=Q(Y +X) =Ут- GYM +... +G,, 


с коэффициентами в 4[Х]; можно, следовательно, написать 
такое равенство: 


—Р, (Р"-1+ 6,Р"-2+... -0, }-Ω,. (1) 


Однако из способа выбора числа г вытекает, что —Pı яв- 
ляется унитарным многочленом кольца R[X] и таким же будет 
Gm(X) = Q(X"), поскольку степени многочленов F3 (À) Χο) 
меньше, чем rm при А 21. Отсюда прежде всего следует, что 
многочлен | 


Рт-! + G Pm22+...+G,_, 


из Ю [| также унитарен; кроме того, поскольку коэффициенты 
многочлена С„ принадлежат кольцу À, предложение 11 пока- 
зывает, что коэффициенты многочлена Р, целы над А и, сле- 
довательно, коэффициенты многочлена Р также целы над А. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть А — кольцо, Ю — некоторая А-алгеб- 
pa, А’— целое замыкание кольца А в алгебре КЮ. Тогда целое 
замыкание кольца ΑἶΧι,..., Xn] в кольце R[X, ..., Xn] равно 
РО». ©: 


Это следует из предложения 12 и из определения 3 n° 2. 


СлЕДсТВвиЕ 1. Пусть А — целостное кольцо и А’— его целое 
замыкание. Тогда целое замыкание кольца многочленов 
AIR: Καλραθβο A’ ie 


Проводя рассуждения с помощью индукции по п, мы немед- 
ленно сводим доказательство к случаю п = 1. Пусть К — поле 
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частных кольца À, которое является также полем частных и 
для A’; если элемент P поля частных K(X) кольца А[Х] яв- 
ляется целым над A[X], то он принадлежит кольцу многочле- 
нов K[X], так как это последнее является кольцом главных 
идеалов (Алгебра, гл. IV, $ 1, n° 5, предложение 7), а потому 
целозамкнуто (предложение 10); следствие получается, таким 
образом, из предложения 13, примененного к R = К. 


ΟΠΕΠΕΤΒΗΕ 2. Пусть А — целостное кольцо. Для того чтобы 
кольцо многочленов Α[Χι, ..., Xn] было целозамкнутым, необ- 


ходимо и достаточно, чтобы целозамкнутым было кольцо А. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Если К — поле, то любая алгебра многочленов: 
Κ[Χι, ..., Xn] является целозамкнутым кольцом. 


4. Вполне целозамкнутые кольца 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Кольцо А называется вполне целозамкну- 
тым, если оно целостное и если выполнено следующее условие: 
любой элемент х поля частных К кольца А, все степени x" (п>0) 
которого т в А-подмодуле конечного типа поля К, при- 
надлежит А. 


Следует заметить, что предположение о принадлежности эле- 
ментов X” некоторому А-подмодулю конечного типа поля К Mo- 
жет быть сформулировано и так: существует ненулевой элемент 
de À, для которого dx" = À при любом n Z 0; действительно, 
это последнее условие означает, что x” = Ad!, и, обратно, если 
(bi), <: <m — Любое конечное множество элементов поля К, то 


существует такой элемент dE À, что db; = À при 1 <i<m, 
откуда dM < À, где М— это А- ‘подмодуль поля К, порожден- 
ный элементами bi. 

Ясно, что вполне целозамкнутое кольцо целозамкнуто; след- 
ствие предложения | n° | показывает, что для нётерова кольца 
верно и обратное: HETEPOBO целозамкнутое кольцо является 
вполне целозамкнутым. * Однако кольцо нормирования высоты 
> 2 (гл. VI, $ 4) целозамкнуто, но не вполне целозамкнуто. » 
Если (A,) — некоторое семейство вполне целозамкнутых колец, 


обладающих общим полем частных К, то кольцо A=f)A, 


x L 
вполне целозамкнуто. Действительно, если x = К — такой эле- 
мент, что при некотором 4 из А, не равном нулю, 4х” принад- 


‚лежит А при любом п > 0, то из условия получаетея, что XS А, 


при любом 1; следовательно, хе À. 


ПрЕдложеЕНИЕ 14. Пусть А — вполне целозамкнутое кольцо. 
Тогда любое кольцо многочленов A[X,, ..., Xn] (соответственно 


12* 
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любое кольцо формальных рядов AT[[X1, ..., Xn]]) вполне цело- 
замкнуто. 


Ввиду индукции по’ п достаточно доказать, что А[Х] (соот- 
ветственно À [[Х]]) вполне целозамкнуто. Пусть, таким образом, 
Р — некоторый элемент поля частных кольца А[Х] (соответ- 
ственно кольца А[Х]), и предположим, что существует в 
ненулевой элемент Q=AIX] (соответственно QEA[[A]), что 
QP™ = А[Х] (соответственно QPr =eA[[X]) при любом ποτ. 
т 220. Если К — поле частных кольца A, то кольцо А[Х] (εοοτ- 
ветственно А [[Х]]) является подкольцом в K[X] (соответственно 
в K{[X]]) и K[X] (соответственно K[[X]) представляет собой 
кольцо главных идеалов (Алгебра, гл. УП, $ 1, n° 1); следова- 
тельно, оно целозамкнуто (n° 4, предложение 10) и нётерово 
(Алгебра, гл. VIII, § 2, n° 3), а потому и вполне целозамкнуто; 
тем самым ‘мы уже имеем, что РЕК] (соответственно 


РЕКИ). Пусть P= Σ a,X* (а. = K) u Q= Σ b,X"(b,= А); 


мы постараемся а противоречие, ee что. не 


BCE к RI кольцу А. Тогда Ομ TRYST наименьший 
--1 


индекс i, такой, что a; & A; если положить P, = Σαμ = A[X], 


TO из условия немедленно последует, что Q(P— P)"=eA[X] 
(соответственно Q(P—P,)"e A[[X]]) при любом то Пусть 
`— наименьшее целое число, такое, что В; == 0; ясно, что у ряда 
Q(P— P,)” член наименьшей степени, имеющий ненулевой ко- 
эффициент, равен b;a; X/*""; следовательно, Ва’ < А при лю- 
60m т Z 0. Но так как А вполне целозамкнуто, из этого следует, 
что a; = А в противоречие с предположением. 


Предложение 15. Пусть А — фильтрованное кольцо с исчер- 
пывающей фильтрацией и такое, что всякий главный идеал в нем 
замкнут в топологии, определенной данной фильтрацией. Если 
ассоциированное градуированное кольцо gr{A) (гл. II, $ 2, n°3) 
вполне целозамкниуто, TO А также является вполне целозамкнутым. 

Пусть (А — фильтрация кольца А. Поскольку N} A, 

пей 
является замыканием идеала (0) (гл. III, $ 2, n° 5), из условия 
прежде всего следует, что фильтрация (An) отделима, и так 
как кольцо or(A) целостное, то таково же и само À (гл. Ш, 
$ 2, n° 3, следствие предложения 1). Пусть x = ba — некоторый 
элемент поля частных К кольца А (a= À, БЕЛ), для которого 
существует такой элемент 6 == 0 из А, что 4х” Е À для любого 
и — 0. Докажем, что bE Aa; поскольку по условию идеал Aa 
замкнут, достаточно доказать, что для каждого п ΕΞ Z имеет ме- 
сто включение 6 = Аа + Ay. Так как фильтрация кольца А исчер- 


nez 
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пывающая, существует целое число gEZ, для которого 6 Е Aa + 
+ Αρ. Достаточно, следовательно, доказать, что из включения 
b= Aa + Am следует, что В = Аа + Ami. 

Предположим, таким образом, что b =ау+2 при yE À, 
ze A». По условию dx" =A при любом п > 0, откуда немед- 
ленно получается для любого п 20 включение 4(х — y y)" ΕΞ À; 
другими словами, dz” = art, при tp € À для любого п 2; 0. Oue- 
видно, можно ограничиться случаем 2 == 0. Обозначим через Ὁ 
функцию порядка на кольце А (гл. Ш, $ 1, n° 2) и положим 
υ (4) =n, ч(2) = Πο’ т, v(a) = Πο; пусть d’, 2’, а’ — образы эле- 
ментов d, Ζ, а в группах А„/Аи-1, An Anitts An /An,+1 соответ- 
ственно. Для любого п Z 0 имеем v(dz") = п! + nna (гл. Ш, $2, 
n° 3, предложение 1); следовательно, канонический образ в эт (А) 
элемента dz” есть элемент d’2’"; аналогичным образом устанав- 
ливается, что канонический образ в gr(Ä) элемента art, есть 
элемент вида at, где = gr(À), и, так как a #0, из ска- 
занного вытекает, что для любого п > 0 имеет место включение 
4’ (z2’/a’)"egr(A). Предположение о том, что кольцо gr(A) впол- 
не целозамкнуто, влечет за собой, таким образом, существова- 
ние элемента $’ Ε:στ(Α), для которого 2’ = a’s’. Разлагая эле- 
мент 5’ в сумму однородных элементов, мы, кроме того, видим, 
что можно считать элемент $’ однородным (так как 2’ и а’ одно- 
родны), т. €. образом некоторого элемента $ = А; в таком 
случае υ(ας) = 0(2) = Me, г == а5 (то4 À,,,1); поскольку Me > т, 
тем более z=as(modAm+), и, таким образом, bd =а(у + 
+s) (mod Am+1). | | 


5. Целое замыкание кольца частных 


Пусть А — кольцо, К — некоторая А-алгебра и $ — мульти- 
пликативная система в А. Напомним (гл. II, § 2, n° 8), что коль- 
ΠΟ частных S-!R каноническим образом наделяется структурой 
$-!А-алгебры. 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΗΕ 16. Пусть А — кольцо, R — некоторая А-алгебра, 
A’ — целое замыкание кольца A в алгебре R и $ — мультипли- 
кативная система в А. Тогда целое замыкание кольца S-!A 
6 5-!Β равно 6ΓΙΑ’. 


Пусть 6/5 — элемент из $—А” (5+ $, Бе А’). Так как диа- 
грамма 
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коммутативна, элемент 6/1 является целым над кольцом S-!A 
(n° 1, предложение 2). Поскольку 1/5 @ S—-1A, элемент b/s = 
— (6/1) (1/5) является целым над S—!A. 

_ Обратно, пусть r/t (ГЕК, Е) — элемент u3 SR, целый 
над 6ΓΙΑ͂; тогда элемент 7/1 = (1/1) (r/l) является целым над 
кольцом S—!A. Следовательно, выполняется соотношение вида 


(r/1)* +(a,/s)(r/1)” "+... +(a,/s) =0 


re аеЛД (1<i<n) и SES. Это соотношение может быть. 
также записано в виде 


(sr + ат +... +a,)/s=0 
таким образом, существует элемент s’@S, для которого 
s’(sr® + ar” -+... + An) =0; отсюда получается,  UTO 
в a : 
(s’sr)” + s’a, (s’sr) 7" + ... +s"s" 'а, =. Следовательно, по опре-. 
делению s’sr ΕΞ Α’, откуда т1е=+ ЗА’ и rlte 5-1 А". 


СлЕеДСТВИЕ 1. Пусть А — целостное кольцо, А’— его целое 
замыкание и $ — такая мультипликативная система в А, что 
OS. Тогда целое замыкание кольца частных S-!A равно 
Srl Er ; 

Действительно, поле частных R кольца А является также по- 
лем частных и кольца $-!А, так как OS (гл. Il, 8 1, n° 1, 
замечание 7); остается применить к Ю предложение 16. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть А — целостное кольцо, К— его поле 
частных, Ю — некоторая алгебра над К и В — целое замыкание 
кольца A в алгебре R. Тогда элементы из К, алгебраические 
над К (n° 1, пример |), являются элементами вида a~'b, где 
bzeB и acA, а-0; если L—aneebpauueckoe замыкание 
поля К в алгебре R, то существует. базис расширения L над 
полем К, содержащийся в кольце В. 


Первое утверждение вытекает из предложения 16, применен- 
ного к случаю $ =А — {0}. Если {x}, _,— какой-нибудь базис 


расширения L над К, To для каждого 1 = [ существует элемент 
а, =0 из А, такой, что ax, = В; но тогда (а,х,) также: яв- 
ляется базисом расширения L над полем К. 


ιΕ1 


СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть А — целостное кольцо и Q — множество 
максимальных идеалов кольца А. Для того чтобы А было ué- 
лозамкнутым, необходимо и достаточно, чтобы для каждого 
me Q кольио частных Ay также было целозамкнутым. 


Из следствия | вытекает, что это условие необходимо. Ho 


оно и достаточно, так как А= N Bun (ГА. И, $ 3, n° 3, фор- 
me Q 


мула 2), и достаточно применить следствие предложения 8 n° 2. 
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СлЕДСТВИЕ 4. Пусть А — целостное кольцо, К — его поле част- 
ных и $ —такая мультипликативная система кольца А, что 
- О=5. 

(i) Пусть В — подкольцо поля К, целое над А, и пусть f — 

аннулятор А-модуля В/А. Тогда идеал $-Ч содержится в ан- 
нуляторе (S-!A)-modyaa S-!B/S-!A u равен этому аннулятору, 
когда В представляет собой А-модуль конечного типа. 

(ii) Пусть А’— целое замыкание кольца А. Для того чтобы 
кольцо S—'A было целозамкнутым, достаточно, чтобы аннулятор 
{ А-модуля A’/A пересекался с $. Это условие является также 
и необходимым, если А’ представляет собой А-модуль конечного 
типа. 


(i) Так kak fB CA, имеет место включение (Sf) ($—В) < 
--5-ΙΑ͂; следовательно, идеал S—'f содержится BAnn(S—!B/S—'A). 
Когда В является А-модулем конечного типа, равенство ὅτ! = 
= Ann(S-!B/S-!A) есть частный случай формулы (9) гл. Il, 
$ 2, n° 4, если S-1B/S-1A каноническим образом отождествить 
ς-ο- '(В/А). - 
- (ii) В силу следствия 1, кольцо $-—А” представляет собой 
целое замыкание кольца SA, Поскольку соотношение {$ =. 
-- u 5 { = 5ΓΙΑ͂ эквивалентны (гл. II, $ 2, n° 5, замечание), 
утверждение QUE является непосредственным следствием пунк- 
та fi): 


Когда В является подкольцом в К, целым над А, иногда говорят, 
что аннулятор f модуля В/А, по определению равный А: В ira. ESS 
n° 10), является кондуктором из В в A"), 


СЛЕДСТВИЕ 5. Пусть À — целостное кольцо, А’— его целое 
замыкание и f— аннулятор А-модуля A’/A. Предположим, что 
A’ является А-модулем конечного типа. Тогда множество про- 
стых идеалов у кольца А, для которых Ay не является цело- 
замкнутым, совпадает с множеством кростых идеалов, содер- 
жащих f. 


Это немедленно вытекает из следствия 4 (ii), Е 
KS=A—yp. 

Следует подчеркнуть, что в предположениях ἐπομοέομή-Β 
обязательно f F0, так как A’ является А-модулем конечного 
типа и любой элемент из К/А (К — поле частных кольца A) 
имеет ненулевой аннулятор. 


I) В переводе термин кондуктор использован для обозначения идеала 
N:M в случае произвольного модуля М и его подмодуля N. В оригинале 
используются два разных термина: в общей ситуации применяется термин 
transporteur, а термин conducteur резервируется для описанного выше част- 
Horo случая. — Прим. ped. \ 


а TO + PISE NEN ET BA he ET A Ce ЕЕ Е Е А FE 
Pre | 


eS 
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* В алгебраической геометрии следствие 5 и предыдущее за- 
мечание показывают, что точки аффинного многообразия V, 
в которых оно не является нормальным, образуют замкнутое 
множество, отличное от И. „ 


6. Нормы и следы целых элементов 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 17. Пусть А — кольцо, В — некоторая А-алгеб- 
pa (коммутативная) и À — некоторая квадратная матрица по- 
рядка п над кольцом В; следующие свойства эквивалентны: 

τα матрица À является целым над А элементом; 

6) существует такой А-подмодуль конечного типа М моду- 
ля Br, что X-x EM для всякого хеЕМ и М. служит системой 
образующих В-модуля В”; 

в) коэффициенты характеристического многочлена матрицы Х 
целы над А. 


Если y(7) = det(T- 1 — X)— характеристический многочлен 
матрицы Х, то теорема Гамильтона — Кэли показывает, что 
X(X) =0 (Алгебра, гл. УП, § 5, n° 4, замечание |) и, так как 
у — унитарный многочлен, из в) следует а) в силу предложе- 
ния 6 n° 1. 

Предположим, далее, что выполняется а). Если (e;), <; 2, — 
канонический базис модуля В", то А-подмодуль М кольца В, 
порожденный элементами X"*-e; (1 <1=—< п, Е > 0), является 
А-модулем конечного типа, так как А-алгебра А[Х] есть А-мо- 
дуль конечного типа (n° 1, теорема 1); поскольку модуль М 
содержит е;, становится очевидным, что из а) следует 6); об- 
ратное же представляет собой следствие условия (Ели) Teo- 
ремы 1 n° 1. 


Наконец, докажем, что из а) следует в); поскольку X яв- 


ляется элементом, целым над А, и тем более целым над коль- 
цом A[T], элемент T-1— X также будет целым над 4 [1]; в силу 
предложения 12 n° 3, мы видим, что все сводится (если заме- 
нить X на T-1—X и А на A[T]) к доказательству того, что 
если матрица À является целым элементом над À, то а = det(X) 
является элементом из В, целым над А. Но выше мы видели, 
что для эндоморфизма и модуля В", определенного матри- 
цей Х, найдется некоторый А-подмодуль М конечного типа, 
устойчивый относительно этого эндоморфизма, содержащий 


элементы е;; следовательно, П-векторы Χι /\ х› Л.../Л хи, где 


n 
x;=M для 1<i<n, порождают в модуле A(B") некоторый 
А-подмодуль конечного типа, содержащий е Ле. Л... Ле и 


а 
RE = 


CA 
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п 
устойчивый относительно / и, т. е. относительно гомотетии умно- 


жения на 4; поскольку аннулятор элемента 
€] Λ 6ο Λ eee IX En 


в кольце В равен нулю, условие (Ex) теоремы 1] n° | доказы- 
вает, что элемент d является целым над кольцом А. 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ 1./Iyctvo А — целостное кольцо, К — его поле част- 
ных, К’— некоторая К-алгебра конечной размерности (не обя- 
зательно коммутативная). Если хе К’— целый над А элемент, 
то коэффициенты характеристического многочлена Рекик (x; X) 


(Алгебра, гл. VIII, § 12, n° 2) также являются целыми над A. 


Действительно, если 2—>М (z)— регулярное представление ал- 
гебры К” (рассматриваемое как матричное представление; ср. 
Алгебра, гл. VIII, $ 13), то PCR K (x; Х) есть, по определению, 
характеристический многочлен матрицы М(х); если х — целый 
над À элемент, то матрица М(х) является целым над À эле- 
ментом (n° 1, предложение 2); поэтому достаточно применить 
предложение 17. 


СЛЕДСТВИЕ 2. В условиях и обозначениях следствия 1 эле- 


менты TT xr (x) u Nr (х) являются целыми над А. 
Действительно, след Tr,,Kk(*) и норма N gr (Х) являются, . 

с точностью до знака, коэффициентами многочлена Рс,, к (x; X) 

(Алгебра, гл. VIII, $ 12, n° 1, формула (4)), так что они целы. 


Замечание. 1) Если K’— простая центральная алгебра над К 
и хеЕК’— целый над А элемент, то коэффициенты приведенного ха- 
рактеристического многочлена элемента х (Алгебра, гл. VIII, 8 12, 
n° 3) являются целыми над А. Действительно, существует степень 
этого многочлена, равная многочленуРс κκ (x; X) (loc. cit, предложе- 


ние 8), и достаточно применить предложение 17 и предложение 11 
м 


ПрЕДлОЖЕНИЕ 18. Пусть А — целозамкнутое кольцо, К — его 
поле частных, К’— некоторая сепарабельная К-алгебра (Ал- 
гебра, гл. VIII, $ 7, n°5) конечной размерности и A’ — целое 
замыкание кольца A 6 K’. Тогда А содержится в некотором 
А-модуле конечного типа. 


Предложение это получается из следующей, более точной 
леммы: 


| JIEMMA 3. Пусть в условиях предложения 18 (wi, ..., Wn) 
есть базис К’ над К, содержащийся в А’ (n° 5, следствие 2 
предложения 16); тогда существует единственный базис 
(wi, ..., w,) алгебры К’ над К, для: которого Ίτκ,κ(ω;ω))-- ὃ, 


ОКЕ С Аден, are КИ PO Le y Te ee "ehr EEE Oe OE OS оу» SO a: Oe с ТОЙ ge , + NE ον Ви 2 +. 
о EE Е Ч ες a SOB da os а nr ras и ее = 
= EI = x τ р A iat A a < a x κο 4 i ἙΝ LIST 
: ` ” : ¥ Tous << τ 2 é 
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(индекс Кронекера). Если d=D,,, (w:, .. Ὃ W,) есть дискрими- 
kant базиса (ωι,...., Wn) (Алгебра, гл. IX, $ 2), то d#0 w 
3 Api = д’ Σ Аш a Σ 40). | (2) 

i=1 i=1 i=] 
В частности, если d— обратимый элемент кольца À, коль- 
yo А’ является свободным А-модулем с базисом (Wj, ..., Wn). 


Так как К’— сепарабельная К-алгебра, то d ==0 (Алгебра, 
гл. [Х, $ 2, предложение 5) и К-билинейная форма 


(x, У) > Tr (xy) 


на К’ является, следовательно, невырожденной (loc. cit. пред- 
ложение 4); этим доказано существование и единственность ба- 
зиса (@h cer (Алгебра, гл. IX, § 1, n° 6, следствие предложе- 


ния 6). Первое ВЕНЕ в (2) очевидно. Пусть х — элемент 
кольца 4’; положим х = Σ Ew, где & = K; для любого i спра- 


ведливо равенство ἕρτ- Tr; Kır (Х®:), так что &; является целым 


над А элементом (следствие 2 предложения 17); поскольку 

кольцо А целозамкнуто, для всех | Li<Ln имеем Е А. Это 

а второе включение в (2). Наконец, положим 
п 


- Σα, w,, где о, = K; тогда 20 Тек, W,) = Ô,,, какими 


w; 


_бы ни были [и À; формулы и показывают, что элемен- 


ты &j; принадлежат d-!A, откуда получается и третье включение: 
в (2). Последнее MAPEDARÈRRE немедленно вытекает из (2), где 


в этом случае берется A’ = Σ AW 
i= | 
В ближайших двух следствиях сохраняются предположения 
и обозначения предложения 18, причем п обозначает размер- 


ность К’ над К. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Если А — нётерово кольцо, то А-модуль А” 
имеет конечный тип и, в частности, кольцо А’ нётерово. 


Действительно, А’ является подмодулем А-модуля конечного: 
типа. } 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ 9. Если А — кольцо главных идеалов, то А’ яв- 
ляется свободным А-модулем ранга п. 


Действительно, любой подмодуль свободного А-модуля сво- 
боден (Алгебра, гл. УП, $ 3, теорема 1). 


СлЕдствиЕ 3. Пусть Е — расширение степени п поля Q pa- 
циональных чисел. Тогда аддитивная группа целого замыка- 


\ 


eS ΠΡ ΕΞ À 


ἃ 
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ния в Е кольца целых рациональных чисел Z является свобод- 
ной коммутативной группой ранга п. 


Действительно, кольцо Z целозамкнуто (n° 3, предложе-. 
ние (10) и расширение Е сепарабельно, так как поле @ имеет 
характеристику 0. Следовательно, можно применить следствие 2 
к случаю = KR = ве 


Замечание. 2) Утверждение следствия | не обязательно выпол- 
няется, если не предполагать, что алгебра К” сепарабельна над К, даже 
если К’ есть надполе поля К (упражнение 20). Но зато если А есть 
целостная Ko-aneeöpa конечного Tuna, где Ко — некоторое поле, то це- 
лое замыкание алгебры А в любом расширении конечной степени поля 
частных кольца А представляет собой А-модуль конечного типа и, 
Le того, ΗΕΤΕΡΟΒΟ кольцо, как будет установлено в теореме 2 $ 3, 

2. 


7. Расширение скаляров для целозамкнутой алгебры 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 19. Пусть Е — поле, [ — сепарабельное pac- 
ширение R и Ю— некоторая целозамкнутая К-алгебра. Если 
кольцо L@,R целостное, то оно целозамкнито. 


Пусть К — поле частных кольца Ю. Так как ἆ — поле, коль- 
no L@,R канонически отождествляется с некоторой К-подалгеб-. 
рой в L@,K, a и Ю — с некоторыми К-подалгебрами в L®,R. 
Кроме того, поскольку элемент $ 5:0 из R не является делите- 
лем нуля в À, то 1@s не является делителем нуля в [®, ВЮ, 
так как Г, — плоская алгебра над À (гл. I, $ 2, n° 3); следова- 
тельно, отождествляя $ с 1®s, мы видим, что если $ = Ю — {0}, 
το L@,K отождествлятся с S-!(L®,R); поскольку мы предпо- 
ложили, что кольцо L@,R целостное, кольцо L@,K отождест- 
вляется также с подкольцом поля частных © кольца L®,R. 

_ 12 Предположим сначала, что L являетст расширением ко- 
нечной степени поля К; тогда [Г ©, К является алгеброй конеч- 
ного ранга над К и по условию в ней нет делителей нуля; 
следовательно, это — поле (Алгебра, гл. V, $ 2, n°1, предло- 
жение |), а потому в данном случае — это поле частных Q 


кольца L@,R. Пусть (w,, ..., Ш) — базис L над №, который 
служит также базисом L ®,К над К. Существует такой базис 

* * * ER fe) * .» 
(=, че w,) LL ae Ττ,,κ(ωγω;)--ὃ,, (n°6, лемма 3); всякий 


элемент г = L ®,К записывается единственным образом в виде 


п 
2= Saw, roe aekK. ᾿ Следовательно, Tr,,eryk (zw;) = 


i=| 


deny À Try 


совпадают (Алгебра, гл. VIII, $ 12, n°2, формула (13)), мы по- 
лучаем равенство Trier (2@;) =а, для |[<]< п. Заметим, 


п 
aes а; Ττφκγκ (0) и, так как в Г следы Тг 


TE Е NOR ἀξ ST Е RTE INR ES ee es < 
j и чт 
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с другой стороны, что элементы из L целы над À, а потому и 
над R (n°1, следствие | предложения 2). Следовательно 
(n° 1, предложение 5), кольцо L Θα Ю является целым над R. 
Если это так, то предположим, что элемент геЕеЁ®,К 


‚цел над L®,R; тогда 2 является также целым и над R 


(n° 1, предложение 6); следовательно, элемент zw; также 


является целым над À и аналогичное утверждение верно Для a= 


= Traxx (2W;) при lj <n (n°6, следствие 2 предложения 17). 


Поскольку К целозамкнуто, а, = К при всех |, в силу чего 
z=L®&,R; этим доказывается в данном случае рассматри- 
ваемое предложение. 

2° Теперь предположим, что L является сепарабельным рас- 
ширением конечного типа над К. Тогда существует сепарабель- 
ный базис трансцендентности (х1, ..., Ха) поля L над полем À 
(Алгебра, гл. У, ἃ 9, n° 3, теорема 2); поскольку расширения L 
и К алгебраически свободны (разделены!)) над А в поле Q 
(Алгебра, гл. V, $ 5, n° 4), элементы x; алгебраически незави- 


симы над К; следовательно, R[x), ..., Ха| является целозамкну- 
тым кольцом (n° 3, следствие 2 предложения 13). Пусть Т — 
множество элементов #0 кольца’ А = R[x, ..., Xa] < Г, так что 
ποπε.ἃι--Βίκι,--:., ll равно ТЕХ, =... ма Тогда 
ki @xR=(T") διβ- T'A®,(AB,R)=T (AB, Κ)-- 

=T Rx: 


в силу ассоциативности тензорного произведения. Следователь- 
но, это кольцо целозамкнуто (n° 5, следствие | предложения 19). 
Но L@,R отождествляется с L ©» (k ®,Ю) и по определению 
[. является сепарабельным расширением конечной степени 
над Κι; из пункта 1° получается, следовательно, что 2 ®,Ю цело- 
замкнуто. 

3° Общий случай. Если 2г— элемент поля ©, целый над 
L®,R, то выполняется соотношение вида ZU - bizm-l -... 

. + » = 0, где 6; принадлежат L@,R; следовательно, суще- 
ствует такое подрасширение L’ поля L, имеющее конечный тип 
над А, что все 6; принадлежат L’®,R при 1 <i<m, а 2 при- 
надлежит L'@,K. Тогда из пункта 2° вытекает, что 2e L’'@,R, 


“WM тем самым доказано, что кольцо L®,R целозамкнуто. 


* Пусть У — аффинное неприводимое алгебраическое MHoro- 
образие, А — поле определения У и Ю— кольцо регулярных 
функций на У, определенных над À. Когда кольцо R целозамк- 
нуто, то говорят, что многообразие У нормально над Е; пред- 
ложение 19 показывает, что если У нормально над À, то оно 


1) В терминологии, использованной при переводе Алгебры. — Прим. ред. 


ην, 
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остается нормальным над любым сепарабельным расширением L 
поля К. » 


СледствиЕ. Пусть Е — поле, R и $—0ве целозамкнутые 
К-алгебры. Предположим, что кольцо R@,S целостное и что 
поля частных К и L колец К и $ соответственно сепарабельны 
над К. Тогда кольцо R@,S целозамкнуто. 


В самом деле, поскольку R и $ отождествляются с под- 
алгебрами в R®,S, поля К и Г. отождествляются с подполями 
поля частных Q кольца R®,S, которые линейно свободны над À 
(Алгебра, гл. V, $ 2, n° 3, предложение 5). Но тогда из пред- 
ложения 19 следует, что R@,L и K@,S целозамкнуты; поскольку 
их пересечение равно R®,S (гл. I, $ 2, n° 6, предложение 7), 
кольцо Ю®,5 целозамкнуто (n° 2, следствие предложения 8). 


* Если заданы два неприводимых аффинных алгебраических 
многообразия V, W, определенные над À, то их произведение 
VX W является аффинным многообразием, а кольцо регуляр- 
ных функций на Их W отождествляется с тензорным произве- 
дением над À колец регулярных функций на У и W соответ- 
ственно. Следствие предложения 19 показывает, что если Уи W 
нормальны над À, то ИХ W также нормально над R., 


8. Целые элементы над градуированным кольцом 


Все градуировки, рассматриваемые в этом n°, имеют Tun 7; 
если А является градуированным кольцом и если ie Z, TO че- 
рез А; обозначается множество однородных элементов степени i 
кольца А. 


Пусть А — градуированное кольцо и В — градуированная 
А-алгебра. Пусть х — однородный элемент из В, являющийся 
целым над А. Тогда выполняется соотношение 


хп ах"... +a,=0 при ae А для 1<1< и. (3) 


Пусть т = deg(x) и а; — однородная компонента степени 
mi элемента a; (1<1< п); очевидно, что имеет место равенство 


x* Pay xe a, = 0, . ϱ 


другими словами, элемент х удовлетворяет уравнению целой 3a- 
висимости с однородными коэффициентами. 

Обозначим через A[X, Х-Ц кольцо частных S-!A[X] кольца 
многочленов А[Х] от одной переменной, где $ — мультиплика- 
тивная система в A[X], образованная степенями X” перемен- 
ной X (n>0); поскольку элемент À не является делителем 
‘нуля в A[X], мы немедленно получаем, что степени A? (i 2) 
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образуют базис А-модуля A[X, Х-| над A. Для всякого эле-. 
мента QE À с однородными компонентами а; (i= Z) положим 


|ία)- Zax е АХ, Хх. (5) 


немедленно устанавливается, что отображение ja: À — А[Х, XI] 
представляет собой инъективный гомоморфизм колец. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 20. Пусть A= 8 A, — градуированное кольцо 


и В — градуированная А- галавбра ыы Тогда мно- 
жество А’ элементов из В, целых над А, является градуирован- 
ной подалгеброй алгебры В. Если А; =0 для [< 0 и если В 
является редуцированным кольцом, то Αἱ = 0 при i< 0. 


Диаграмма 


age ee 
ia| Ä PF и 
У 
АХ, X ce [X, 2 


(где о — гомоморфизм, определяющий структуру А-алгебры на В 
и о’— гомоморфизм, который получается из о каноническим 
образом) коммутативна, что устанавливается непосредственной 
проверкой, основанной на ‚определении (5). Пусть х — какой-ни- 
будь элемент из В, целый над À; тогда ]в(х) является целым 
над А[Х, Х-Ц (п ° |, предложение 2) и, следовательно, из пред- 
ложения 16 n° 5 вытекает, что существует целое число т > 0, 
для которого элемент AÄ”jz(X) принадлежит кольцу В[Х] и яв- 
ляется целым над A[X]. Но тогда из предложения 12 n° 3 по- 
лучается, что коэффициенты многочлена Х”/в(х) являются це- 
лыми над А элементами; поскольку эти коэффициенты по опре- 
делению совпадают с однородными компонентами элемента х, 
мы видим, что все они целы над А. Поэтому A’ — градуирован- 
ная подалгебра в В. 

Теперь предположим, что хе À; при {< 0; замечание, сде- 
ланное в начале этого п’, показывает, что х удовлетворяет урав- 
нению вида (4), в котором а, A, при | < Е < п. Если А;=0 


для любого | < 0, то, ео = 0, и если В — редуци- 
рованное кольцо, то мы из сказанного заключаем, что х = 0, 
так что в рассматриваемом случае Αἱ =0 при любом i < 0. 
Напомним (гл. II, 8 2, n° 9), что если A= @ А, - градуи- 
iez 
рованное кольцо и $ — мультипликативная система в нем, об- 
разованная однородными элементами, то на $-!А определена 
структура градуированного кольца, в которой в качестве мно- 
жества однородных элементов степени { берется множество 
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(S-1A), элементов вида a/s, где AGA u s  S — однородные 
элементы и deg(a) — ερ (5) = 1. 


JIEMMA 4. Пусть А = SA, — целостное градуированное коль- 
iez 


yo, $ — множество однородных элементов из A, отличных OT 
нуля. 

(i) Любой однородный ненулевой элемент из S-!A обратим, 
кольцо Ko = (S-!A), представляет собой поле, и множество тех 
индексов Е, для которых (S-!A); #0, образует nodepynny 
gZ в Z (при некотором g Z 0). 

(ii) Предположим, что 9 21, и пусть t — ненулевой элемент 
из (S-!A).. Тогда Ко-гомоморфизм | кольца многочленов Ko[X] 
в кольцо S—'A, который переводит X в t, продолжается OO изо- 
морфизма кольца KolX, Х-\ на кольцо S- ‘А и кольца э—А яв- 
ляется целозамкнутым. 


Утверждение пункта (i) немедленно следует из определений 
и нредположения о том, что А целостное: действительно, если 
als и a’/s’ — два ненулевых однородных элемента из $-'А сте- 
пеней Ги i’, TO aa’/ss’ является однородным ненулевым элемен- 
том степени i -+ Г. Для доказательства пункта (ii) отметим, что, 
так как ¢ обратим в S-!A, гомоморфизм { продолжается един- 
ственным образом до гомоморфизма f: Ко[Х, Х- | > SA u обя- 
зательно f(X-!)= t-!. С другой стороны, по определению чис- 
ла 4 всякий ненулевой однородный элемент из S-!A имеет 
степень gn (n = Z), и потому он может быть единственным об- 
разом записан в виде At”, где AS Κο (так как кольцо $-А 
целостное); следовательно, гомоморфизм f биективен. Наконец, 
известно, что Ко[Х] целозамкнуто (n° 3, предложение 10), а по- 
тому целозамкнутым является и Ко[Х, X—'] (n° 5, следствие 1 
предложения 16). Доказательство закончено. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 21. Пусть À = À, ® — целостное градуирован- 


Lez 
ное кольцо и $ — множество ненулевых однородных элементов 
кольца А. Тогда целое замыкание А’ кольца А является градуи- 
рованным подкольцом кольца частных 5ΓΙΑ. Если, кроме того, 
А; =0 для < 0, то А; =0 для i<0. 


Если А = Ao, то предложение тривиально. В противном слу- 
чае можно применить лемму 4; кольцо $-!А является цело- 
замкнутым и, следовательно, А’с<5-'А. Так как кольцо S-!A 
градуированное, градуированным является и A’ в силу предло- 
жения 20; последнее утверждение также следует из предложе- 
ния 20. 


СлЕДСТВИЕ 1. Сохраним предположения и обозначения. 
предложения 21. Если любой однородный элемент из $—А, 
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являющийся целым над А, принадлежит А, то кольцо А цело- 
замкнуто. _ 


Действительно, в этом случае А; C А при любом iE= Z, так 
что А’ = À. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Если A= Ф А, — целозамкнитое градуирован- 
Lez | 
ное кольцо, то кольцо Аз целозамкнуто. 

Действительно, поле частных Ко кольца Ао отождествляется 
(в обозначениях предложения 21) с некоторым подкольцом 
кольца однородных элементов степени 0 из $-!А; любой эле- 
мент из. Ко, целый над Ау (и a fortiori целый над À), принадле- 
жит, следовательно, в силу нашего предположения, кольцу Ao. 


‘СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть A= 0) А, - целозамкнутое epadyupo- 
| iez 
ванное кольцо. Тогда для любого целого числа d>O кольцо 


A® (гл. Ш, $ 1, n° 3) целозамкнито. 


Пусть О — множество ненулевых однородных элементов из 
Ad), и пусть х — однородный элемент из U-'A®, целый над A. 
и, следовательно, целый над А. Поскольку x = S-!A, элемент x 
принадлежит А по предположению. Так как степень этого эле- 
мента делится на 4, он принадлежит кольцу AM; из следствия | 
получается поэтому, что кольцо AM целозамкнуто. 


9. Приложение: инварианты группы автоморфизмов алгебры 


Пусть заданы кольцо К, некоторая К-алгебра А и некоторая 
группа 9; мы говорим, что Я действует на А, если: 1) множе- 
ство А наделено группой операторов Я (Алгебра, гл. 1, $ 7, n°2); 
2) для любого элемента в Е Я отображение X -+ OX является эндо- 
морфизмом К-алгебры А (и поэтому автоморфизмом, поскольку 


оно биективно (loc. cit.)). Мы будем обозначать через А” множе- 
ство элементов из À, инвариантных относительно 9; ясно, что 
это множество является К-подалгеброй в À. 

Мы будем говорить, что группа Я является локально конеч- 
ной группой операторов на А, если любая орбита группы FY в À 
(Algébre, chap. I, 3° éd., Rectifications au fasc. IV) конечна. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 22. Пусть А — некоторая К-алгебра (коммиута- 
тивная) и G — локально конечная группа операторов на А. 


Тогда алгебра А является целой над A”. 


Действительно, пусть для любого x = À через x; (| «Εἰ «(πὶ 
обозначены различные элементы орбиты элемента х относи- 
тельно группы Я; для любого о = существует такая переста- 
HOBKA ло множества {1, 2, ..., п}, что о. % = πιω при 118. 
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Следовательно, элементарные симметрические функции OT Х; 
являются элементами кольца Д, \инвариантными относительно 


группы 9; другими словами, это элементы из А”. Поскольку х 


является корнем унитарного многочлена По χι), а коэф- 
i=] 


Ффициенты этого многочлена принадлежат A” ‚ элемент X — це- 
лый над АЙ. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть А — некоторая К-алгебра конечного типа 
и 9 — локально конечная группа операторов на А. Тогда A 


является А”-модулем конечного Типа; если, кроме Того, KOAb- 


yo К нётерово, то А” представляет собой К-алгебру конечного 
типа. 


Пусть (а; <,<.- Система образующих К-алгебры А; по- 
скольку a fortiori А = A” a, ..., аш и а; являются целыми над 


АХ в соответствии с предложением 22, первое утверждение вы- 
текает из предложения 4 n° 1. Второе утверждение вытекает. 
из следующей леммы: 


ЛЕММА 5. Пусть К — нётерово кольцо, В — некоторая К-ал- 
гебра конечного типа и С — такая К-подалгебра в В, что ал- 
гебра В: является целой над С. Тогда С. представляет собой 
| K-anee6py конечного типа. 


Пусть (Xi), <; <„- Конечная система образующих К-алгебры В. 


Для каждого { существует, согласно предположению, такой 
унитарный многочлен Р;=С[Х|, что P;(x;)=0. Пусть С” есть 
К-подалгебра в С, порожденная коэффициентами многочлена Р; 
{1 <i <n); очевидно, что X, целы над С’ и что В = С” [x,,..., x,]; 
следовательно, В представляет собой С’-модуль конечного типа 
(n° 1, предложение 4). С другой стороны, С” — нётерово кольцо 
(гл. III, $2, n°10, следствие 3 из теоремы 2), следовательно, 
С является С’”-модулем конечного типа, и тем самым доказано, 
что С есть К-алгебра конечного типа. 


Замечание. Множество операторов GEF, для которых σα; = 
= а, при 1 </< т, оставляет, очевидно, неподвижным любой элемент 


из А. Нормальная подгруппа 96 групцы Я, оставляющая неподвижным 
любой элемент в А, имеет, следовательно, конечный индекс в Я; πο- 
этому можно считать, что кольцо А наделено конечной группой mi 


торов 9/26; очевидно. что АЯ! — АЯ. 

Пусть $ — мультипликативная система кольца А и Я — группа 
операторов на А, относительно которой множество $ устойчиво; 
тогда для любого се существует, и притом единственный, 

= 
эндоморфизм Ζ-»σ:Ζ кольца S A, при котором о. (а/1) = 
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= (т. а)/1 для любого ае=В; он задается формулой о: (a/s) = 
--(σ:α)/(σ:5) для ae А и SES (гл. Il, $2, n°1, предложе- 
ние 9); если т— другой элемент из Y, то ясно, что στ: (2) = 
--(στ)-2 для любого ΖΕ: $ 'А; следовательно, группа Я deü- 


-1 
ствует na кольце $ А. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 23. Пусть А — некоторая К-алгебра, % — ло- 
кально конечная группа операторов на, À, $ — мультиплика- 
тивная система в À, устойчивая ‘относительно Я, и δύ-- мно- 


жество $ (| АЯ. Тогда кононическое отображение кольца (57) ' А 
в $ 'А (гл. II, § 2, n°1, следствие 2 предложения 2) является 
изоморфизмом, который переводит (SF) ' АЯ на (S7'A}. 


Действительно, для любого $ = 5 обозначим через 5, $1,..., 5, 
различные элементы орбиты элемента $ относительно группы 9. 
Поскольку $51... $4 © 5%”, первое утверждение следует из пред- 
ложения 8 гл. II, $2, n°3. Очевидно, что при каноническом | 
отождествлении (SF) A с $ 'А любой элемент из ($7) | АЯ 
оказывается инвариантным относительно 9. Обратно, пусть 
alt — произвольный элемент из (57) ' А, инвариантный относи- 
тельно Я (аеА, 159%); если a; (1<1< т) - различные эле- 
менты орбиты элемента а относительно группы Я, TO, следова- 
тельно, ajft= alt для 1<]< т, и потому существует такой 
элемент S@S*%, что s(a;—a)=0 при 1<]< т; другими сло- 
вами, элемент SA инвариантен относительно Я и, поскольку 
alt =(sa)/(st), имеет место включение a/t = ($7) ' АЯ. 


Следствие. Пусть А — целостное кольцо, К — его поле част- 
ных и 9 — локально конечная группа операторов на А. Тогда $ 
действует на К и КУ представляет собой поле частных кольца АЯ. 


Действительно, мультипликативная система А — {0} устойчива 
относительно группы 9. 


Упражнения 


\ 
I) Пусть 4-— целое рациональное число, свободное от квадратов, 
в кольце Ζ. Показать, что если K=Q(Vd), то целые над элементы 


поля К имеют вид a+bVd, где а, БЕЙ, если d— 1 =2 0 (mod 4); если же 
а— 1 ==0 (то4 4), то целые элементы этого поля имеют вид (a+bVd )/2, 
где а, b&=Z, причем a u ὦ одновременно либо четны, либо нечетны (ср. 
Алгебра, гл. УП, $ 1, упражнение 8). Получить отсюда, что кольцо 


Α-2[γ5] не является целозамкнутым, и привести пример элемента из 


a(V5 ), целого над À, коэффициенты минимального многочлена которого . 
над полем частных кольца А не лежат в А. 


x 
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2) Пусть К — поле, a А есть К-подалгебра алгебры многочленов К [Х, ri; 


порожденная одночленами ΥΕΧΕΤΙ (R>0). Показать что элемент ХУ обла- 
дает тем свойством, что кольцо А [ХУ] содержится в некотором А-модуле 
конечного типа, хотя ХУ не является целым над А. 

3) Привести пример бесконечной последовательности (Ки) расширений 
некоторого поля К, имеющих конечные степени над К, для которой К-алгебра 


Ky не алгебраична над К. 


4) Привести пример двух элементов кольца матриц М. (0), целых над Z, 
сумма и произведение которых не являются целыми над Z элементами (рас- 
смотреть матрицы вида / + №, где N — нильпотентный элемент в кольце 
матриц). 

5) Пусть А — коммутативное кольцо, В — некоторое коммутативное кольцо, 
содержащее А, и х-— какой-нибудь обратимый элемент из В. Показать, что 
любой элемент из А[х|ПА[х-! цел над А. (Если y=ao+ ... арх Р = 
= Do +’... + bgx4, где а; и δ; лежат в А, то надо показать, что А-подмо- 


дуль кольца В, порожденный элементами 1, х, ..., ΧΡ ΡΞ] является точным 
A [у|-модулем.) 

6) Пусть Ар-—коммутативное кольцо, В — некоторая коммутативная 
А-алгебра; предположим, что число минимальных простых идеалов в В ко- 
нечно; пусть D, (1<15< 1) — эти идеалы (обратите внимание на то, что при. 
веденное предположение выполнено, если кольцо В нётерово). Для того 
чтобы элемент хеВ был целым над A, необходимо и достаточно, чтобы 
каждый из канонических образов xX, этого элемента в кольцах В/}, был 


целым над À. (Если это условие выполнено, то сначала надо показать, что X 
цел над подалгеброй кольца В, порожденной нильрадикалом N-[}», 
i 


алгебры В, и воспользоваться ΤΕΜ, что элементы идеала Yt нильпотентны.) 
7) Привести пример редуцированного кольца À, целозамкнутого в своем 
полном кольце частных, которое не является произведением целостных колец 


{взять целое замыкание поля К в бесконечном произведении II Ки, подхо- 


| a = n 
дящим образом подобранных алгебраических расширений поля К). 

8) Пусть А — коммутативное кольцо и В — некоторая конечная А-алгебра. 
Показать, что существуют конечная А-алгебра С, являющаяся | свободным 
А-модулем, и сюръективный А-гомоморфизм С -> В. 

9) Показать, что, хотя кольцо Z[X] является целозамкнутым, фактор- 
кольцо Z [X]/(X? +4) не обладает этим свойством.. 

10) Пусть А — вполне целозамкнутое кольцо. Показать, что для любого 
множества / кольцо многочленов ‘A [Х,]|, =; и кольцо формальных рядов 


АПХ] =; (Алгебра, гл. IV, $ 5, упражнение |) являются вполне целозам- 
кнутыми. (Воспользоваться предложением 14 n°4 и следующей леммой: для 
любого конечного подмножества J множества / и любого ряда РЕАЛА [[Х |] =; 
обозначим через Р, формальный ряд из кольца А [Х ]], = полученный 
из Р заменой на 0 BP всех X, с индексом 1ÆJ; если Р, О —такие два 
формальных ряда, что P, делится на Q,B A[[X.]],], для любого J, ro P 
делится на Q в А [[Х]] =. Надо заметить для этого, что если J, ΄ -- два 


- 7 / $ 
конечных подмножества множества /, для которых J CJ, иесли P,=L + Оу» 
P,=LQ,, то L получается из L’ заменой на 0 B L’ элементов Х с индексом 

/ ı - 
re J—J.) : 

Il) а) Пусть А — целостное кольцо, (Ag) — возрастающее фильтрующееся 
семейство подколец кольца К и А-— объединение колец Ag. Показать, что 
если каждое Аз целозамкнуто, то целозамкнуто и А. 


sa 
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6) Пусть K— поле, R= K(X, У) — поле рациональных дробей or двух 
переменных над К. Для любого целого 1» 0 обозначим через À, подкольцо 
ΚΙΧ,Υ, ух] кольца К. Показать, что кольца An вполне целозамкнуты, 
но объединение этих колец вполне целозамкнутым не будет. (Показать, что, 


для того чтобы элемент вида P(X, У) Х`"$, где PEK [X,Y], принадлежал 
кольцу An, необходимо и достаточно, чтобы Р принадлежал 55, где J — идеал 
кольца К [Х, У], порожденный X” и У.) | 

Ч *12) Пусть A— кольцо целых функций (с комплексными значениями) 
от одной комплексной переменной. Это целостное кольцо, поле частных ко- 
торого есть поле мероморфных функций от одной комплексной переменной. 

а) Показать, что А вполне целозамкнуто. 

6) Для любого x = А обозначим через Z (x) множество’ нулей элемента x 
(которое является замкнутым подмножеством в С, причем, если x = 0, 
‚ дискретным (и, следовательно, счетным)). Если à — идеал кольца A, отличный 
от A u or (0), то показать, что множества Z (x) для хеа образуют базис 
некоторого фильтра %,. (Если x и y — две целые функции без общих нулей, 


то показать, используя теорему Миттаг-Леффлера, что можно записать 


| u о 
=—+—, где un лежатв А, и вывести отсюда равенство Ах + Ay = 0.) 


ΧΗ. À | 
Обратно, для любого фильтра 3 на прямой С, которому принадлежит какое- 
нибудь замкнутое и дискретное подмножество прямой С, множество а ($) 
элементов хе À, для которых 2 (х) =, является идеалом в А. Показать, 
что Vag) = Ὁ для любого фильтра $, которому принадлежит какое-нибудь 
‚замкнутое и дискретное подмножество из С, и a (5) >а для любого идеала a 
кольца A, отличного от A и or (0). | 

в) Если ϱ == О-— некоторый простой идеал кольца A, то показать, что Op 
является ультрафильтром. (Ограничиться случаем, когда все множества 
фильтра $, бесконечны и показать, что если ME, является объединением 


двух бесконечных множеств М, М” без общих точек, то одно из этих мно- 
жеств принадлежит Dp:) Обратно, для любого ультрафильтра Ü на С, кото- 


рому принадлежит какое-нибудь замкнутое дискретное подмножество из С, 
а(Ц) является максимальным идеалом в А; верно и обратное. 


г) Пусть И — ультрафильтр на С, являющийся образом при каноническом 
вложении Z -> С некоторого нетривиального ультрафильтра на Z. Показать, 
что существуют простые немаксимальные идеалы ) кольца À, для которых 
Sy =U. (Для любого xea(u) и любого пе пусть ®, (η) обозначает по- 


рядок функции x в точке п (Wy (п) =0, если x(n) #0); рассмотреть множе” 
ство р таких элементов хеа(Ц), что limy Ως = + 00.) 

_ д) В обозначениях пункта г) пусть Ш — максимальный идеал 4 (Ц). По- 
казать, что кольцо A, не является вполне целозамкнутым (рассмотреть 


мероморфную функцию 1/(sin л2).. 
13) Пусть A— целостное локальное кольцо и Кр— его поле частных. 
Рассмотрим следующие свойства: 
° (i) Кольцо А гензелево (гл. III, $ 4, упражнение 3). 
(ii) Для любого расширения L поля К конечной степени над К целое 
замыкание А’ кольца А BL является локальным кольцом. 


Показать, что из (1) следует (ii) и что обратное верно, если кольцо А 
целозамкнуто. (Чтобы показать, что из (i) следует (ii), надо заметить, что. 
А’ является объединением некоторого возрастающего фильтрующего семейства 
конечных А-алгебр, и воспользоваться определением гензелева кольца. Чтобы 
показать, что из (ii) следует (i), когда А целозамкнуто, надо показать, 
что если РеЕА[Х] — неприводимый унитарный многочлен и если f: A>R— 


канонический гомоморфизм из А на поле вычетов А, то [(Р) является не- 


_ DE Fare 
am ”>7 « 
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приводимым многочленом в k[X]. Для этого надо заметить, что многочлен Р 


‘неприводим в К [X], и рассмотреть поле L = К [X]/(f)). 


Когда выполняется условие (ii), то целое замыкание А’ кольца А 
в любом расширении поля К является локальным кольцом. Рассмотреть 
случай отделимых и полных локальных колец; если А — отделимое и пол- 
ное нётерово локальное кольцо, то любая А-алгебра, содержащаяся в A’ 
и являющаяся А-модулем конечного типа, представляет собой отделимое 
и полное локальное кольцо. 

14) Пусть A— вполне целозамкнутое. целостное кольцо и К — его поле 
частных. Показать, что для любого расширения L поля К целое замы- 
кание А’ кольца А 8 L является вполне целозамкнутым. (Свести дока- 
зательство к случаю, когда L расширение типа Галуа!) конечной сте- 
пени т поля К; если хеЁ-— такой элемент, что существует dE À’, для 
которого dx" A’ при любом n>0, то сначала надо показать, что можно. 
считать выполненным включение dE À; затем отсюда получить, что если с, 


(1<:=< πι) — коэффициенты минимального многочлена элемента X над К. 
то dc? Е А для любого п> 0.) 
15) Пусть К — поле характеристики 0, содержащее все корни из единицы 


и такое, что существуют расширения Галуа поля К, группа Галуа которых 


неразрешима (ср., например, Алгебра, гл. У, Приложение 1, n° |, предложе- 
ние 2). Пусть Q — алгебраическое замыкание поля Ки Qu — множество таких 
элементов ZEQ, что расширение Галуа поля К, are элементом = 
в Q, обладает разрешимой группой Галуа. 

а) Показать, что Q, — подполе поля 9, отличное от 0 (ср. Алгебра, 
гл. V, $ 10, n°3, теорема 1). 

6) Пусть À — подкольцо кольца OLX], образованное многочленами Р, 
для которых P (0) = Ορ. Показать, что кольцо À не является целозамкнутым, 


но любой элемент из его поля частных 0 (X), НОРЫ степень О 


принадлежит À, сам принадлежит А. 


16) Пусть В — кольцо, А— некоторое подкольцо в В и {-— идеал в А 
являющийся аннулятором А-модуля В/А. Пусть U — дополнение в Х = Spec (A) 
замкнутого множества V ($), и пусть и=“0о, где о: А-> В — каноническое 
вложение. Показать, что ограничение отображения и на u-!(U) является 
гомоморфизмом множества и! (И) на множество U (для любого элемента 
gef рассмотреть спектр кольца Ag, отождествляемый с открытым множе- 


ством A, CU). 
17) yet: К — поле, В — кольцо многочленов К [Xp], <n, А — подкольцо 


в В, порожденное одночленами 2 H x при всех ΠΕΕΝ. Показать, что В: 
является целым замыканием кольца А и что seed кольца В в A равен 0; 
HO ava S = A—{0}, To кондуктор кольца 5- 1B B $ "А не равен нулю μ 


SA целозамкнутое кольцо. 

18) Пусть À — целостное кольцо, К — его поле частных, М — любой А-мо- 
дуль конечного типа, и — некоторый эндоморфизм модуля М, εις 1 — соот- 
ветствующий эндоморфизм конечномерного векторного К-пространства М (к) = 


= M@ „К. Показать, что коэффициенты характеристического многочлена 


преобразования. и® | являются целыми над А (воспользоваться условием (£711) 
из теоремы | n° 1). | 

19) а) Пусть А — целозамкнутое кольцо, К — его поле частных, L — не- 
которое сепарабельное алгебраическое расширение поля К, х — какой-нибудь 
элемент из L, целый над A, K’— поле К (х) = L u Е-— минимальный много- 
член элемента х над полем "kK. Если x имеет степень n над К, то показать, 


1) См. примечание на стр. 385. -- Прим. ред. 
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что целое замыкание кольца A в К’ содержится в А-модуле, порожденном 


элементами 1/F (x), x/F’(x),..., x” ЧЕ (x) поля К’. (Если 2€ К’ — целый 
над. А элемент, то запишем 


zF’ (κ) = в (κ), где РЕБЕ LE и ГЕК 


Показать с помощью интерполяционной формулы Лагранжа, что 


Е (X) 
- 8 (X) = Tre gr im (=. Fr) 


6) Пусть А — целозамкнутое кольцо, К — его поле частных, р — характе- 


ристическая экспонента поля К. Предположим, что подкольцо АНР поля КИР, 
образованное корнями р-й степени из элементов кольца À, является А-мо- 
дулем конечного типа. Показать, что для любого расширения E поля К ко- 
нечной степени целое замыкание кольца А в Е является А-модулем конеч- 
ного типа (свести доказательство к случаю, когда Е — расширение типа Галуа). 


Ч “20) Пусть Ko — совершенное поле характеристики p>0, К — поле ра- 
циональных дробей Ko (Хи), enr В-— кольцо формальных рядов К [[Z]], где 
7 — некоторая переменная; если шр— максимальный идеал кольца В, то В 
отделимо и полно в ш-адической топологии и является кольцом дискретного 
нормирования. Пусть L = К ((Z)) — поле частных кольца В, Е, — подполе BL, 
порожденное подполем LP и элементами Z u Xn (для ne N). 

co 

a) Показать, что элемент с = + X,Z" поля L не принадлежит подполю Es. 

n=0 

6) Пусть Е — какой-нибудь максимальный элемент множества подполей 
поля L, содержащих Ey и не содержащих с; положим А= ВПЕ. Показать, 
что АЬ— кольцо дискретного нормирования (следовательно, нётерово), для 
которого E является полем частных; если и’ — максимальный идеал кольца A, 


‚Е k В 
ton’ =ш” Аи А плотно в В относительно ш-адической топологии; поле 
[= К (с) является расширением поля К степени ри В есть целое замыкание 
кольца А B поле L, но В не является А-модулем конечного типа (восполь- 
зоваться упражнением 96) гл. III, $ 3). 


Ч 21) а) Пусть Ко — совершенное поле характеристики р>0, Г — поле 
рациональных дробей Ko (Xn), an, A — кольцо формальных рядов L [ТУ, Z]], 


где Уи Ζ-- две переменные, А — кольцо, являющееся тензорным произведе- 
нием К ПУ, 2]] ®,L, где К = L? CL. Кольцо А является неполным нётеровым 


локальным кольцом, пополнение которого отождествляется с A’ (гл. ПТ, $ 3, 
упражнение 17) и А’ является целым над А. Обозначим через Cy элемент 
Хи; + Xn419Z + Хи-+2772-+ ... кольца А’. Пусть В — подкольцо в A’, πορο- 
жденное кольцом А и элементами си (п >20). Если C=A[co], то кольцо С 
нётерово, кольцо В (не являющееся целозамкнутым) содержится в целом 
замыкании кольца С и содержит С; показать, что ‚тем не менее В не нёте- 
рово (обратить внимание Ha то, что си не принадлежит идеалу кольца В, 
порожденному элементами с,, i <7). 


6) Предположим, что р=2; пусть обозначения Κρ, К и L имеют тот же 
смысл, что и в пункте а), но на этот раз рассматривается кольцо формаль- 
ных рядов Α΄ = Г, [[У, Z, T]] от трех переменных, подкольцо 


A=K[IY, 2, ТИ ® κι 


и элемент 


ЕО ЛИ 
n>0 n>0 


io LUS TOR 
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Показать, что кольцо А [δ] нётерово, однако его целое замыкание нёте- 
ровым не является. (Поскольку 65? À, любой элемент поля частных кольца 
A[b] имеет вид P+Qb, где Р и О — линейные комбинации некоторого ко- 
нечного множества элементов Хь с коэффициентами в поле частных кольца 
К [[Y, Z, Τ]]; показать, что, для того чтобы такой элемент был целым над А [δ], 
необходимо и достаточно, чтобы он принадлежал кольцу А’. Показать, что 
В порождается элементами 


bi=Y У Х2 (1401 +2 У Хз а+п+ ТГ" при #20 
п>0 п>0 


и закончить рассуждения так же, как в случае а).) 

22) Пусть A— целозамкнутое кольцо, К — его поле частных. Показать, 
что для любого расширения L поля К существует целозамкнутое подкольцо В 
поля L, для которого L является полем частных и которое удовлетворяет 
условию ВПК=А (рассмотреть L как алгебраическое расширение чисто 
трансцендентного расширения E=K(X,) =; поля К и свести рассуждения 


к случаю, когда L является алгебраическим расширением поля К, восполь- 
зовавшись упражнением 11а)). 

23) а) Пусть К — поле, п — целое число, взаимно простое с характери- 
стикой поля К, Р — некоторый многочлен из К [X], имеющий только простые 
корни (в некотором алгебраическом замыкании поля К). Положить f(X, У) = 
= Y"— P(X), показать, что если К содержит корни п-й степени из единицы, 
то кольцо А = К [Х, Y]/(f) целозамкнуто и его поле частных является сепа- 
рабельным расширением L поля K(X), порожденным некоторым корнем Y 
многочлена f (рассматриваемого как многочлен из К (Х) [У]). (Показать, 
что если элемент г поля L является целым над ΞΕ то он принадлежит 

PE 
кольцу A; для этого надо записать г в виде & = >, а, (ἄ)υΐ, где а, (X)EK (X). 
i=0 | 
Показать, что элементы а, (X) и (O<I<n— 1) являются целыми над К [X] 
и вывести отсюда, что (a, (Х))" (Р (X))’ являются элементами кольца К [X]; 
в заключение вывести, что тем же свойством обладают и а, (Х).) 


6) Предположим, что К является несовершенным полем характеристики 
р Æ 2; пусть a = К — некоторый элемент, не принадлежащий подполю ΚΡ, 


Е-— поле К (a!!P) и положим P(X)=X?—a, [(X,Y)= =? (X). Если 
A — целозамкнутое кольцо К [X, Y]/(f), то показать, urofB = Е 69 кА — целост- 
ное, но не целозамкнутое кольцо (рассмотреть элемент у/(Х —allP) поля 


частных кольца В). | 

24) Пусть А — коммутативная группа без кручения, записываемая аддитив- 
но. Пусть А — коммутативное кольцо, В — некоторая коммутативная А-алгебра. 
и h: Α-» В — гомоморфизм колец, определяющий на В структуру А-алгебры. 
Тогда Al): ala) > В(А) (Algébre, chap. II, 85 éd., $ 11, exercice 1) является гомомор- 
физмом (кольцевым) групповой алгебры At) группы À над кольцом А в груп- 
повую алгебру ΒΙΑ группы А над кольцом В. Пусть Р = > ba © X" — какой- 

az А 

нибудь элемент из ΒΙΑ) Показать, что, для того чтобы Р был целым 
над A), необходимо и достаточно, чтобы каждый из элементов бо = В был 
целым над А. (Свести к случаю, когда А является группой конечного THNA,. 
и далее к случаю A=Z.) Показать, что если А целозамкнуто, то целозамк- 
нуто и кольцо am), 

25). Пусть À — совершенно упорядоченная коммутативная группа. Распро- 
странить на случай градуированных колец типа А предложения 20 и 21 n° 8 


(для предложения 20 надо воспользоваться упражнением 24; для предложе- 
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ния 21 надо обобщить лемму 4 n° 8 на случай, когда А является группой 
конечного типа, а затем доказать предложение 21 с помощью перехода 
к индуктивному пределу). 

Ч 26) a) Пусть А — такое целостное‘ кольцо, что для всякого элемента 
а == 0 из А идеал Аа является пересечением семейства (9,) насыщений 
идеала Аа относительно простых идеалов }),, минимальных среди тех простых 
идеалов, которые содержат а и для которых кольца частных Ay, целозам- 


кнуты (соответственно вполне целозамкнуты). Показать, что в этом случае А 
целозамкнуто (соответственно вполне целозамкнуто). 

6) Пусть A— сильно ласкерово локальное кольцо (гл. IV, $ 2, упражне- 
ние 28), и — его максимальный идеал. Предположим, что для некоторого AE А 
идеал Ni является вложенным простым идеалом, слабо ассоциированным 
с А/Аа (гл. IV, $ 1, упражнение 17). Показать, что Аа: содержится BO 
всяком идеале, примарном относительно какого-либо простого идеала p 52 Ni, 
слабо ассоциированного с А/Аа (рассмотреть кондуктор 9:1 для такого при- 
марного идеала 4, ср. гл. IV, $ 2, упражнение 30). Если, кроме того, пред- 
полагается, что кольцо А целостное, то показать, что для простого идеала yp, 
минимального среди тех простых идеалов, которые содержат Аа, не может 
выполняться соотношение } (Αα: т) = Aa (если 9— насыщение идеала Aa 
относительно }), То заметить, что из предыдущего соотношения следовало бы, 
что ЧА, = афА, в Ay, и закончить с помощью. упражнения 29г) из гл. IV, $ 2). 


в) Показать, что если А — целостное сильно ласкерово кольцо без дели- 
телей нуля и если существует элемент а == 0 в À, для которого имеются 
вложенные слабо ассоциированные с А/Аа простые идеалы, то А не является 
вполне целозамкнутым. (Свести к случаю, рассмотренному в пункте 6); в 
обозначениях пункта 0) существует тогда элемент 6 = Aa: nt, такой, что ὁ E Aa 
H справедливо включение ζὺς аш; вывести отсюда индукцией по п, что 


be аи для всякого п.) 


г) Вывести, в частности, из а) и в), что, для того чтобы целостное нёте- 
рово кольцо А было целозамкнутым, необходимо и достаточно, чтобы для 
любого а == 0 из А простые идеалы Ὁ, ассоциированные с А/Аа, не были 
вложенными и чтобы для всякого такого простого αὶ кольцо частных „А, было 


целозамкнутым (cp. гл. УП, $ 1, n° 4, предложение 8). 


27) Пусть А-— целозамкнутое кольцо, HO не являющееся вполне цело-. 


замкнутым, К — его поле частных; пусть а == 0— некоторый необратимый 
элемент кольца A, для которого в А существует такой элемент d = 0, что 
dar" = А при любом целом п 20. Показать, что в поле формальных 


рядов К ((Х)) существует формальный ряд У, u,X* = [(Х), удовлетворяющий 
en 

уравнению (j (X))? — af (X)+X=0, a потому являющийся целым над А [ [Х] ], 

который принадлежит полю частных кольца А [ [Х] ], но самому А [ [Х] ] не 

не принадлежит, в силу чего кольцо А[[Х]] не является целозамкнутым. 

28) Пусть &—поле и ΑὮ -— кольцо многочленов Rk [Хи, Val, = 7 OT двух 


‘бесконечных семейств переменных. Пусть Я — моногенная бесконечная группа 
(следовательно, эта группа изоморфна группе 7) un 0 ее образующая. Опре- 
делим действие группы Я на кольце Аз, положив O(Yn)=Yn uO (Xn) = Xn+1 
для любого пей. Пусть $ — идеал в Ap, порожденный элементами 
Yn (Хи - Хи 1) для всех пеЕЙ, и À — факторкольцо Ао/<$; так как 6 (5) = 5, 
то группа Я действует и на А посредством перехода к факторкольцам. 
Пусть $ — мультипликативная система кольца À, порожденная каноническими 
образами элементов Ÿh в A, так что $ образована ne ern OTHOCH- 


тельно Y элементами. Показать, что S-!(AP) £ (5-14). 
29) Пусть k— поле характеристики == 2, А- кольцо многочленов k [Τ] 
от одной переменной, а, ὃ -- два таких элемента из Ё, что а 52 0, 6 = 0, 
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а == b. Пусть К = (Т) — поле частных кольца А, L, M— расширения поля К, 
полученные присоединением к К корня многочлена X*—T (Т —a) и корня 
многочлена X2—T(T —b) соответственно. Пусть В, С — целые замыкания 
кольца А B L и М соответственно, являющиеся свободными А-модулями 
конечного типа. Показать, что гк М есть поле, являющееся конечным 


сепарабельным расширением поля К, но кольцо B® д С, отождествляющееся 
с некоторым подкольцом в Ё 69 Κ М, не является целым замыканием кольца A. 
в поле Г, © Κ М. - 


$ 2. Подъем простых идеалов 


1. Первая теорема существования 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть A, А’— два кольца и h: À — A’ — неко- 
торый гомоморфизм колец. Мы говорим, что идеал a’ кольца A’ 
лежит над идеалом à кольца А, если a=h (a). 

Таким образом, утверждение „простой идеал р’ кольца À’ 
лежит над простым идеалом Ÿ кольца A“ означает, что YP 
является образом идеала }’ при непрерывном отображении‘ 
“h: Spec(A’)— $рес (А), ассоциированном с гомоморфизмом A 
(гл. II, $ 4, n°3). 

Отметим, что для существования в A’ идеала, лежащего 
над идеалом (0) кольца А, необходимо и достаточно, чтобы 
гомоморфизм h: A— A’ был инжективным. 

Пусть а-— какой-нибудь идеал кольца A; при переходе 
к факторкольцам гомоморфизм À определяет гомоморфизм 
h,: A/a — А’/а А’; утверждение, что а’ является идеалом кольца A’, 
лежащим над а, эквивалентно тому, что aA’ Ca’ и идеал VA 
кольца A’/aA лежит над идеалом (0). 


ΠΈΜΜΑ 1. IT усть h: а — гомоморфизм колец, 5 — мульти- 
 пликативная системав À, i = д: À 5 7A d'un ASTA 
=(h (S))" Ar канонические гомоморфизмы u hh=S"'h: S'A> 
-» ST!A’, так что коммутативна следующая диаграмма: 


a : 
beet 


en 


‚ Пусть SE ah идеал кольца A, для которого 2 П$ = QD. 


Тогда a’ — $ 'а” является сюрзективным отображением множе- 
ства % идеалов кольца А’, лежащих над », на множество F , 


ах 
Bpegios кольца S А, лежащих над $ 'p, а отображение 
иг (af) ἈΡεδεσωβήπατ собой биективное отображение мно- 


~ x г nk = eg ЗВ nl eee oer $ ее ао Es ee EY ni fe joe TT >И р a> a di ee DEE À ep 27 > Sn D 
ани НЕ = TE ¥ ЕЕ IS : ыы ue = FLE LS. Re En aac IE: ur 4 + PET εἷς © 
a : Reet ==: - Ms x : | Е it al ar Eaten aot Sas ON 
3 | . Е à RÉ oe 

г > 
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жества F, на множество идеалов, принадлежащих F u насы- 
щенных относительно h(S). В частности, γ΄ ->$7\" является 
биективным отображением множества простых идеалов κος A’, 
лежащих над }, на множество простых идеалов кольца S~'A’, 

_ лежащих над К 


Известно, что $ ‘р является простым идеалом в $ 'Аи что 

# ($ 3) =Ь (ra. II, $ 2, n°5, предложение 11); следовательно, 
если существует идеал 6’ кольца $ 'А, лежащий над $ р, то 
Aah (Po )= i (Ar: )) =»; поскольку имеет место равенство 
STi" (6) = в’ (loc. cit.), то отсюда следует, что образ мно- 
жества Я при отображении a -» ‘а’ содержит F,. С другой 


стороны, если =, ASA и SES, то оказываются спра- 
ведливыми следующие двусторонние импликации: 


В, (а/з) = Sa В (а)/й (5) = S'S 
& существует такой элемент Ё = $, что Й (ИА (а) =а’ 6» 
& существует такой элемент { = $, что а © р а/г е $75 


à “lai =] 
Следовательно, Aı (S а) =$ ), тем самым доказано, что 


: / pur ο 
образ множества % при отображении a —>S a равен Я}; 
остальные утверждения следуют из предложения 11 гл. Ц, $2, п°5. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть h: А — A’ — такой гомоморфизм колец, 
что кольцо А’ является целым над А, »’ — простой идеал в А’ 


1 
“wp=h- (ν’). Для того чтобы идеал Ὁ был максимален, необхо- 
димо и достаточно, чтобы максимальным был идеал 12 


В самом деле, положим В = A/p, B’=A’/p’, и пусть h,: B>B’— 
гомоморфизм, определенный гомоморфизмом A при переходе 
к факторкольцам; кольца В и В’ целостные, причем В’ — целое 
над В ($ 1, n° 1, предложение 2). Утверждение, что идеал № 
(соответственно ÿ/) максимален, означает, что В (coorTBer- 
ственно В’) является полем. Следовательно, предложение выте- 
кает из следующей леммы: 


JIEMMA 2. Пусть В — целостное кольцо и À - такое подкольцо. 
в В, что В цело над А. Для того чтобы В было полем, необхо- 
димо и достаточно, чтобы полем было кольцо А. 


Если А -— поле, то тогда для любого y0 из В кольцо Aly] 
представляет собой, согласно предположению ($ 1, теорема 1), 
А-модуль конечного типа; поскольку À[y] — целостное кольцо, 
оно является полем (Алгебра, гл. V, $ 2, n° 1, предложение 1) 
и а fortiori элемент y обратим в В, а потому В является полем. 
Обратно, предположим, что В — поле и выбран произвольный 


Ст 
rei к * 
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элемент 2520 в кольце А. Поскольку 271€ В, элемент 27! цел 
над À; иначе говоря, имеет место уравнение целой зависимости 


zr taz dr... +a,=0, 
где GE À. Но это соотношение показывает, что 
—27l=a + doz + ... $a,2. 1 À, 
и потому кольцо А оказывается полем. 


Следствие 1. Пусть h: Α-» À — такой гомоморфизм колец, 
что А’ является целым над À, b—npocroù идеал в À, Уи 
a’ — такие два идеала в А’, лежащие над р, что уса’. Если 
идеал jy’ прост, то a’ --φ’. 

Положим $ =А-—\}; тогда кольцо $ А является целым 
над $‘ (8 1, п°5, предложение 16), а 5. y максимальным 
идеалом Вэ. A (гл. II, $2, n°5, предложение 11); идеалы $ ‘a’ 
и кольца $. 'А’оказываются TRAME над ‘Sp (лемма 1) 
Ἡ 5. α΄ ane >. «δὲ Поскольку идеал δ. lp” прост, on максимален 


в силу предложения 1; следовательно, Sp =S~ ‘a. Далее мы 
получаем, что а’ содержится в насыщении идеала: φ’ OTHOCH- 
тельно A(S), которое равно yp’ (гл. II, $ 2, n° 5, предложение 11). 


СледствиЕ 2. Пусть A’ — целостное кольцо, À — такое под- 
кольцо в A’, что A’ цело над À, | -- некоторый гомоморфизм 
из А’ в некоторое кольцо В. Если ограничение | на А инъек- 
тивно, то инъективен и гомоморфизм ]. 


Действительно, если а’— ядро гомоморфизма [ TO наше 
предположение означает, что а’ ПА = (0); поскольку A’ целост- 
ное, мы можем применить следствие |, взяв в качестве ри YP’ 
соответственно идеал (0) кольца А и идеал. (0) кольца A’, 
откуда a’ = (0). 


СледствиЕ 3. Пусть h: A— À’ — такой гомоморфизм колец, 
что А’ является целым над À, а M— максимальный идеал в À. 
Предположим, что в А’ имеется лишь конечное число различных 


/ . ь 
максимальных идеалов т; (1<]< и), лежащих над m. П Усть 
Ч, — насыщение идеала mA’ относительно m: (гл. 128:2,:0°-4), 


10200: 
(i) в кольце А’/у, f делители нуля — это элементы cie m’ "Ч 


и они нильпотентны (1 <j <n); 
(ii) имеют место: равенства MA’ = N} 7=]] 9; 
| j j 


(iii) канонический гомоморфизм А’тА’ — || (A’/g7) биективен. 
i 
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Для того чтобы простой идеал p’ кольца A’ содержал mA’, 
необходимо и достаточно, чтобы его прообраз относительно 
гомоморфизма A содержал M и, следовательно, чтобы D’ лежал 
над M, так как идеал M максимален. Таким ‘образом, идеалы M; 
являются единственными простыми идеалами в A’, содержа- 


щими mA’ (предложение 1), и потому и=[ м; представляет 


j 
собой корень идеала mA’ (гл. II, § 2, n° 6, следствие 1 пред- 
ложения 13). По определению идеалов 9, класс mod 4, ни для 


какого элемента из А’ — 1, не является делителем нуля в AN 


€ другой стороны, так как in’ — различные И альные идеалы, 
для каждого индекса ] существует элемент ат, принадлежащий 


Г] mi, но не принадлежащий идеалу mj (гл. II, $ 1, n°1, пред- 


15] 
ложение 4). Для любого хеш, в таком случае axed, и 
потому класс modq; элемента а,х нильпотентен, а поскольку 


соответствующий класс элемента aj; не является делителем 
нуля, мы заключаем, что класс элемента х нильпотентен, иначе 
говоря, ши представляет собой корень идеала qj. Это и дока- 


зывает a}, Отсюда следует, что идеалы Ч, являются попарно 


взаимно простыми (гл. II, 8 1, n° 1, предположение 3); пункт (iii) 
будет поэтому вытекать из (ii), если принять во внимание пред- 
ложение 5 гл. II, $ 1, n°2. Для того чтобы установить (ii), 
заметим, что в кольце A’/mA’ идеалы m;/mA’ являются един- 
ственными максимальными идеалами и что ἢ mA’ представляет 


собой насыщение идеала (0) относительно тит, (гл. IT, $2, n° 4). 
Следовательно, можно ограничиться случаем MA’ = (0); тогда 
утверждение (ii) вытекает из следствия 2 теоремы 1 гл. П, $ 3, n°8. 


Замечание 1, Если кольцо A’ нётерово, то из утвержде- 


ний (1) и (ii) следует, что набор CHERE является единствен- 
VE 


HBIM примарным разложением идеала mA’ (гл. IV, $ 2, n°3). 


ТЕОРЕМА 1. Пусть h: A— А’—такой инъективный гомомор- 
физм колец, что А’ является целым над А, и Ὁ — простой идеал 
в А. Тогда существует простой идеал Ὁ’ в А’, лежащий над 9. 


Предположим сначала, что А является локальным кольцом, 
a2 максимальным, идеалом в нем. Тогда для любого макси- 


мального идеала m кольца А’ идеал й '(т’) является макси- 


мальным в A (предложение 1), а потому он равен }. Тем самым 
теорема доказана в частном случае (так как A’ содержит А 
по предположению и, следовательно, He равно нулю). В общем 


случае положим $=А- р; тогда S IA представляет собой 
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λον” «4 
локальное кольцо с максимальным идеалом S bp (гл. II, $2, n°5, 


предложение 11), гомоморфизм $: 5 4-55 A инъекти- 


вен (гл. II, $2, n° 4, теорема 1), а кольцо S~'A’ — целое над 5$ 'А 
{8 1, n° 5, предложение 16). ‘следовательно, существует простой 


идеал т, в $ 'А, лежащий над $, и мы уже знаем, что 
΄ 
q = a D ‚гдер — простой идеал в Α΄ ‚ лежащий над p Иа 1). 


Если гомоморфизм fh: Α-» А’ не инъективен, то теорема 1 He 
обязательно имеет место, как это показывает пример гомоморфизма 
Z—>Z/nZ (n> 1). Можно, однако, применить теорему | к каноническому 
вложению À (A) > Α΄; другими словами, утверждение теоремы | остается 
справедливым для простых идеалов }, содержащих Ker (h). 


СЛЕДСТВИЕ |. В ae u обозначениях теоремы 1 
имеет место равенство h~'(pA’)=py. 
Действительно, pA’ Cy’ и h-'(p’)=p. 


_СлЕдствиЕ 2. Пусть h: A— A’ —Takoti гомоморфизм колец, 
что А’ является целым над À, a u b—O08a идеала кольца А, 
Эля которых ас, а’ — идеал в А’, лежащий над à. Предпо- 
ложим, что }— простой идеал. Тогда существует простой идеал $’, 
лежащий над Ὁ и содержащий a’ 


Если hy: A/a — Α’/α΄ — гомоморфизм, определяемый гомомор- 
физмом и при переходе к факторкольцам, TO A, инъективен 
по предположению и кольцо A’/a’ nero над A/a ($ 1, n°1, 
предложение 2); ‘следовательно, существует простой идеал 
v’/a’ кольца A’/a’ (p° — простой идеал в A’), лежащий над p/a 
(теорема 1), и идеал p’ удовлетворяет а. 
выше требованиям. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть À — кольцо и A’ — кольцо, содержащее А 
и целое над А. Если W — радикал кольца A’, TOW ῃ А является 
радикалом Kondya A. 


Пусть М — радикал кольца А. Для любого максимального 
идеала M кольца A’ пересечение т’ ῃ А представляет собой 
максимальный идеал в А (предложение 1), так что tem’ ПА 
и, следовательно, Жс- δ ΠΑ (Алгебра, гл. VIII, $5, n°3, 
определение 3). Обратно, пусть x CH ПА; для любого макси- 
мального идеала M кольца А существует простой идеал в A’, 
лежащий над M (теорема 1), и этот идеал 11’ обязательно 
ый (предложение 1), следовательно, xem’ )A=m 
и χεεϑὶ. 


CaeqcTBHE 4. Пусть А — кольцо, A’ — кольцо, содержащее Au 
целое над А, u | — гомоморфизм кольца À в некоторое алгебра- 
ически замкнутое поле L. Тогда | продолжается до гомомор- 
физма кольца A’ в L. 


ИЕ EZ τ 
Er: IE 


- = а, ιν et”) LR EEE ФЕ. 1 À La ja Tr x ἘΠ DR lS > ОКА < | alee Та Em pe a FAR 7 
DR SR ER EFF NO DRE Е 
5 es a N; en у > Z 7 
; 
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Действительно, пусть 2—ядро гомоморфизма f, которое 


является простым идеалом, так как кольцо [(A) CL целост- 


ное. Пусть p’ — простой идеал в A’, лежащий над } (теорема 1). 


Тогда кольцо A/p канонически отождествляется с подкольцом — 


кольца A’/p’, и кольцо A’/p’ является целым над 4/ (81, п?1, 
предложение 2). Гомоморфизм [при переходе к факторкольцам 
определяет изоморфизм кольца A/p на подкольцо | (А) поля L, 
который продолжается до изоморфизма g поля частных К 
кольца А/р Ha подполе поля L. Поскольку поле частных К” 
кольца A’/p’ алгебраично над К, гомоморфизм g продолжается 
до некоторого изоморфизма g’ поля К’ на подполе поля L (Anee- 
бра, гл. V, $ 4,n? 2, следствие теоремы 1); если π’: A’ > Α’/9’ — 
канонический гомоморфизм, то композиция g’ on’ представляет 
собой гомоморфизм кольца А в поле L, который продолжает |. 


Замечание 2. Пусть A: А-> А’—такой гомоморфизм колец, 
что А’ является целым над А; тогда ассоциированное непрерывное 
отображение “И: Spec (Α') > $рес (А) замкнуто. В самом деле, для 


любого идеала a кольца А’ кольцо A’/a’ цело над А’; следовательно, 
оно цело и над А ($1, п ° 1, предложение 6) и пространство Spec (A’/a’) 
отождествляется с замкнутым подпространством У (a’) пространства 
Spec (A’). Поэтому, для того чтобы показать, что отображение À замк- 
нуто, достаточно (если заменить A’ на A’/a’) доказать, что образ прост- 
ранства Spec (Α΄) при “A представляет собой замкнутое подмножество 
пространства Spec (A); однако из теоремы | вытекает, что этот образ 
есть не что иное, как множество простых идеалов кольца À, содер- 
’жащих идеал Ker (h), а это множество замкнуто по определению 
топологии на Spec (A). 


а 2. Пусть h: A— А’-—такой гомоморфизм ко- 
neu, что А’ цело над À, p — простой идеал кольца А, $ = A — y, 


(Pe, — семейство всех простых идеалов. кольца А’, лежащих. 


BAD. u SS = Γ΄ — 1). Тогда S7'A = $” ТА”. 


te] 


Действительно, по определению Й (5$) <= 5’ и, так как 

в ($) 'А’=$ "A", 
то достаточно доказать, согласно предложению 8 гл. II, $ 2, 
п”3, что если некоторый простой идеал 4’ кольца A’ не пере- 
секает A(S), то он не пересекает и 5’. Предположим, что 
"ПА (5) = GS, и пусть g=A-'(q’). Следовательно, AS = @; 
иначе говоря, IP. Поскольку идеал Я’ лежит, по определению, 
над 9, из следствия 2 теоремы | вытекает, что существует 
такой индекс t, что 9’ Cp’, так что }’ [|] 5’ = ©, и доказатель- 
ство закончено. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть h: A— A’ — такой гомоморфизм ко- 
лец, что А’ является А-модулем конечного типа. Тогда для 
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любого простого идеала р кольца А множество простых идеа- 
лов кольца А’, лежащих над Ὁ, конечно. 


Пусть $ =А-—р; в силу леммы 1, можно заменить À Ha 
S-1A, A’—ua $-1А” (последнее кольцо является ($-'А)-модулем 
конечного типа) и } заменить Ha Sly. Иначе говоря, можно 
предположить, что А — локальное кольцо и р—его максималь- 
ный идеал. Далее (в соответствии с замечанием, сделанным 
в начале этого n°), можно заменить À Ha A/p, А’— на A’/pA’ и 
›}—на (0), так как A’/pA’ =(A/p) ® А’ является (А/$)-модулем 
конечного типа. Все свелось, таким образом, к тому, чтобы 
доказать данное предложение, когда А — поле и } = (0); тогда A’ 
будет А-алгеброй конечного ранга и, следовательно, артиновой, 
а мы знаем, что в такой алгебре существует только конечное 
число простых идеалов (гл. IV, 8 2, п °5, предложение 9). 


2. Группа разложения и группа инерции 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.Пусть А’-— некоторое кольцо и 9 — группа, 
действующая на А’ ($ 1, n°9). Если задан простой идеал У 
кольца А’, то подгруппа таких элементов в Е 9, что в: =’, 
называется группой разложения идеала у (относительно группы FY) 


[ 27, [4 4 
и обозначается через FY (p). Кольцо элементов из А , инвариант- 
5 2 7 
ных относительно 9" (γ΄), называется кольцом разложения иде- 
Z(t) 1 
ana у’ (относительно группы Y) и обозначается через A*(y’)'). 


2 Κ΄ 4 LT I 37.4 
Часто пишут 97 u А” вместо $/(v’) и A?(y’) соответственно, 
если не может возникнуть путаницы. 


7 , 
Для любого элемента теЕЯ (ν΄) мы будем’ по-прежнему 
обозначать через Ζ-»σ': Ζ эндоморфизм кольца A’/p’, получен- 
ный из эндоморфизма Χ-»σ:Χχ кольца A’ при переходе 


к факторкольцу; ясно, что группа 9" (ρ΄) действует также 
на кольце A’/p’. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. В обозначениях определения 2 подгруппа 
2% 
группы 9 (ν ), образованная такими 0, для которых эндомор- 


физм 2-0-2 кольца А’|’ тождествен, называется группой 
инерции идеала Ὁ’ (относительно группы 9) и обозначается 


T (7 T 
через (γ΄) (или 9 à Кольцо элементов из А’, инвариантных 
Tr : 
_ относительно 9 (р à называется кольцом инерции идеала D 
7 
(относительно epynne 9) и обозначается через A‘ (p’) (или АГ).?) 


1) Буква 2 является первой в немецком слове Zerlegung, обозначающем 
„разложение“. | | 

2) Буква T является первой в немецком слове Trägheit, обозначающем 
„инерция“. 
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Если Ар-— подкольцо кольца A’, образованное инвариант- 
ными относительно группы Я элементами, то ясно, что 


ACA (p)cA (у) < A”. (1} 
Из определений 2 u-3 следует, что для всякого PSY 
G (0 - $’) = 697 (po; 9" (0- №’) = 697 (5) р". (2) 


Если для любого с = 9" (p’) через б обозначить автоморфизм 
z—>0-z кольца A’/p’, то отображение σ-»δ является TOMO- 
морфизмом (который называется каноническим) группы разло- 


жения 9” в группу Го автоморфизмов кольца А’, оставляю- 
щих неподвижными элементы кольца ΑΖ/(ν' ῃ ΑΖ) (которое 
канонически отождествляется с подкольцом в À’/»’). По опреде- 
лению группа 97 (v”) представляет собой ядро этого канони- 
ческого гомоморфизма; следовательно, GT является γή... 
подгруппой в 9". Если k’— none частных кольца A’/y’, лю- 


бой автоморфизм кольца A’/p’ продолжается единственным 
образом до автоморфизма поля К’, так что отображение 0 > G 


У. : 
можно рассматривать и как гомоморфизм группы 9 (γ΄) в группу 
автоморфизмов поля k’. Заметим, наконец, что, так как 9" 
| 2 T 
является нормальным делителем в Я”, кольцо À является 

à Ζ | 
устойчивым относительно 9“. 
ЛЕММА 3. Пусть A’ — кольцо, 9 — группа, действующая на Α’, 


А — кольцо инвариантов группы Я, }’ — некоторый простой идеал 
в A’ u S — миультипликативная система в À, не пересекающая δε; 


Тогда 22(5-!γ’)--ΦΖ (ν΄), Я ($) =97 (р à и, если группа GY 
ы —1 a HE 
локально конечна, $ 2 (y’) = A’ ($ р’), ΠΑ (υ’) = АГ (5 'y’). 
Поскольку элементы множества S инвариантны OTHOCH- 
- : / / фа a / 
тельно Я, то очевидно, что eCIHO-P =}, TOO: (S7'p’)=S 
Обратно, предположим, что элемент O& YF таков, что σ: ($ ve = 
= S'y’; тогда, если x Ey’, то (σ: х)/1 Е $ и, следовательно, 
существует такой элемент s@S, что s(o-x) =}, откуда 


о. хе’, так как идеал }’ прост и sb. Тем самым ποκᾶ- 
зано, что о: Ус, и аналогично показывается, что στ]: p’Cyp’, 


и потому с. p=p иск ΦΖ (γ΄), Если o GY (p), TOO -x -x ey 
: для любого хе A’ и, следовательно, для любого SE $ имеет место 
равенство с: (х/з) — (χ/5) = (©. x —x)/s = S7'p’; таким образом, 
d=7 ts bp) Обратно, предположим, что о = ΦΤ ($71); тогда. 
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для Любого хе А’ оказывается справедливым включение 

--] P 5» 
в: (х/1) — (x/1) Е Sp и, следовательно, существует такой 
элемент s@S, что S(o:x—x)=), откуда, подобно тому, 
как это делалось выше, мы получаем, что O-X—xX EY’; этим 


И 
доказано, что oY (ρ΄). Последние утверждения вытекают из 
предложения 23 $ 1, n° 9. | 


ТЕОРЕМА 2. Пусть А’ — кольцо, Я — конечная группа, дейст- 
вующая на А’, и А-— кольцо инвариантов группы 9; в этом 
случае А’ цело над А ($ 1, n° 9, предложение 22). 

(i) Если заданы два простых идеала yy’, 3’ кольца A’, ле- 
жащих над одним и тем же простым идеалом } кольца А, то 
существует такой элемент се Я, что 9’ --σ’ L’; другими словами, 
группа 9 действует транзитивно на множестве простых идеалов 
кольца А’, лежащих над данным простым идеалом Ὁ. 

(ii) Пусть }’-— простой идеал кольца А’, p=y NA, k (co- 
ответственно k’) — поле частных кольца А/» (соответственно 
A’/y). Тогда Е’ представляет собой расширение типа Tanya!) 
поля Е и канонический гомоморфизм св --> в группы разложения 


G (γ΄) в группу Г Е-автоморфизмов поля k’ определяет при nepe- 


ходе к факторгруппам изоморфизм группы 42 (y’)/G" (p’) на 
группу Г. 
(i) Если χε’, το Il о. xe’ NA=ypcy’; следовательно, 
σεθ 


существует такой элемент т = 9, что в: хе, т.е. xSo!- γ'. 

Отсюда мы заключаем, что 4” |) o-)’ и, следовательно (так 
Ее 

как группа Y конечна и идеалы O : φ’ просты), существует та- 

кой элемент OGY, что 9’ <о-\’ (гл. II, $ 1, n° 1, предложе- 

ние 2); поскольку идеалы 9’ ис.}’ оба лежат над }, имеет 

место равенство 4’ --σ: ψ’ (n° 1, следствие | предложения 1). 


(1) Чтобы убедиться в том, что А’ является расширением 
типа Галуа поля À, достаточно доказать, что любой элемент 
x = A’/)’ является корнем некоторого многочлена Р кольца К [Х], 
все корни которого лежат в A’/p’ (Алгебра, гл. У, $6, n°3, 
следствие 3 предложения 9). Пусть хе А — какой-нибудь пред- 
ставитель класса X; тогда все коэффициенты многочлена Q (Х) = 
= [[(Χ--σ-χ) лежат в А. Пусть P(X) — многочлен в (A/p) [X]; 

σε; 
коэффициентами которого служат образы коэффициентов мно- 


1) Мы будем в дальнейшем употреблять термин „расширение типа 
Галуа“ как синоним термина „нормальное расширение“, введенного в Алгебре, 
гл. V, $ 6, n°3, определение 2, чтобы избежать возможной путаницы в связи 
с употреблением термина „нормальный“ в других смыслах, 

5 \ 
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гочлена Q при каноническом гомоморфизме л: A—A/p. По- 
скольку л можно рассматривать как ограничение каноничес- 
кого гомоморфизма л’: A’—A’/y на кольцо A, мы видим, что 
в кольце (4’/y’)[X] многочлен Р является произведением ли- 
нейных множителей Χ--π'(σ: xX) и, следовательно, удовлетво- 
ряет сформулированным условиям, так как Х=л/ (x). 


2 κ 
Очевидно, что для любого o = Я” отображение в предста- 
вляет собой К-автоморфизм поля КЁ’. Остается показать, что 


8 22 
отображение σ-» б переводит группу Я” на группу всех k-aBTo- 
морфизмов расширения Κ’. Положим $ = À — y; мы не изменим À 


и К’, если заменим A’ и yp’ Ha $-'А’ и $-\ соответственно, — 
это верно в силу предложения 23 $ 1, n° 9, и соотношения 
15$ А=$ '(ANr)=S "y (гл. II, $ 2, n° 4). Из леммы 3 
следует, что при этом не изменится ни группа 9%, ни способ, 
которым она действует на Κ΄; следовательно, можно ограни- 
читься случаем, когда р — максимальный идеал. Но в этом 
случае известно, что идеал }’ также будет максимальным 
(n° 1, предложение 1), и любой элемент расширения А” яв- 
ляется, следовательно, элементом вида л’(х) при некотором 
x = A’. Выше мы уже показывали, что такой элемент является 
корнем многочлена в кольце k[X] степени < Сага (6). Πο- 
скольку всякое сепарабельное расширение конечной степени 
поля À обладает примитивным элементом (Алгебра, гл. V, 
$ 7, n° 7, предложение 12, и $ 11, n° 4, предложение 4), мы 
видим, что всякое сепарабельное расширение конечной сте- 
пени поля k, содержащееся в k’, имеет степень < Сага (9), 
откуда вытекает следующее: наибольшее сепарабельное рас- 


ширение А. поля №, содержащееся в k’ (Алгебра, гл. У, 
$ 7, n° 6, предложение 11), имеет степень < Сага (Я) (Алгебра, 


гл. V, $3, n° 2, замечание 2). Пусть уе А” — такой эле- 
мент, что л’(у) является примитивным элементом расшире- 


/ Z 
ния δι. По определению идеалы 0-9 для о = Я — Я“ являются 
максимальными и отличными от }”; следовательно, существует 
такой элемент хе= À’, что x = y(mod }’) unxeor!y для oS 


Я rn: ЛЕ. 6-1. n° 9. предложение 5). Пусть теперь и — 
некоторый А-автоморфизм поля k’, и пусть 


Ρ(Χ) = L(x --π’(σ- x)). 


Поскольку л’(х) является корнем многочлена Р и PE R[X], 
элемент и (п’(х)) также является корнем многочлена Р в поле Κ΄. 


Значит, существует. такой т ЕЯ, что 


u(x’ (х)) = π’ (τ: x); 
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nou(m’ (х) ) 0 и дляо = Я — 92 имеет место включение в - хе}, 
а потому л’ (σ: χ) =0. Отсюда мы заключаем, что обязательно 
должно иметь место включение Te 97. Но так как u HU T имеют 
одно и то же значение на примитивном элементе л’ (y) = π’ (x) 
расширения Rk’, эти значения совпадают в À’; поскольку А’ — 


радикальное ') расширение поля А’, они совпадают и в β΄. 


Следствие. Сохраняя условия и обозначения теоремы 2, пред- 
положим, что |, fy — два гомоморфизма кольца А’ в некоторое 
поле L, имеющие одинаковые ограничения на А. Тогда суще- 
ствует такой элемент OGY, что 


fo (x) = fi (o + x) 
для всякого x & À’. 

Пусть }, — ядро гомоморфизма }, (i= 1, 2), являющееся про- 
стым идеалом кольца A’. По предположению pNA=pNA u 
это пересечение представляет собой простой идеал ὺ кольца À 
Следовательно, существует такой элемент TE Ÿ, что т: № =} 
(теорема 2 (i)); заменяя fi Ha гомоморфизм χ-»ῇ (т.х), мы 
можем, следовательно, предположить, что }2=\ (этот идеал 
мы будем обозначать через p’). Переходя к факторкольцам, 
мы получаем из Ни jo два инъективных гомоморфизма fi, р 
кольца A’/p’ в поле [, которые продолжаются, следовательно, 
до двух инъективных гомоморфизмов |’, [› поля частных À’ 


кольца A’/v’ в поле L. Поскольку Е’ представляет собой pac- 


ширение типа Галуа поля Rk, этим же свойством обладают и 
и и 


расширения ki =fi (№), ko =fo (β΄) (k отождествляется с под- 
полем в L). Ввиду того что существует А-изоморфизм расши- 
рения А! на №, получаем, что kı =k) (Алгебра, гл. V, $ 6, 
предложение 6). Таким образом, Fr ef? есть k-aBTOMOPhH3M 
поля À’; в силу теоремы 2 (ii), этот автоморфизм имеет вид б, 


VAT 
где о= 9” (y'). В частности, для любого хе А элементы р (x) 
и /ı (0x) равны. 

Замечания. 1) Отметим, что при выполнении предположений 
теоремы 2 может случиться, что расширение Е’ будет иметь бесконеч- 
ную степень над À, когда k’ не является сепарабельным над k (упраж- 
нение 9). 

2) Ясно, что #’есть расширение Галуа поля k, когда поле k совер- 
шенно. В этом случае указанное расширение имеет конечную степень 
над À. 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΗΕ 4. Пусть A’— кольцо, 9 — конечная группа, 
действующая на А’, № - подгруппа в 9, А u В- кольца ин- 


_ 1) Иногда такое расширение называют также чисто несепарабельным.— 
Прим. ред. 


13* 
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вариантов относительно G и № соответственно, }’ — некотор ый 
простой идеал кольца A’; положим pb = АПу’, φ(Β) = ВП’. 


(i) Для того чтобы подгруппа F содержалась в группе раз- 


ложения 9? (p’), необходимо и достаточно, чтобы 5’ был един- 
ственным простым идеалом в А’, лежащим над (В). 

(ii) Если подгруппа содержит 97 (}’), то выполнены сле- 
дующие условия: : 

а) кольца AJ» и B/vB имеют общее поле частных; 

6) максимальный идеал локального кольца By (в) равен PBy p). 


(iii) Предположим дополнительно, что кольцо А’ целостное 
/ 
и что выполняется соотношение []ν΄Αν --0. Тогда условия а) 
n>0 
u 6) пункта (ii) влекут за собой следующее: 92 (p’) оставляет 
неподвижными элементы кольца В. 


(i) Из теоремы 2 (i) следует, что простые идеалы кольца A’, 
лежащие над p(B), имеют вид oO: Pp’, где о = 56; отсюда сразу 
же вытекает утверждение (i). 

(ii) Положим S = À —ÿ; известно, что кольца инвариантов 

—1 4/ -ι 
групп Я и 26 в кольце $ A совпадают соответственно с $ A 


и $ В ($1, п°9, предложение 23) и 97 (5-!ρ') = 97 (ν΄) (лемма 3); 
наконец, $ (В) =S7'p’Q S7'B (гл. П, $ 2, n°4), а локаль- 
ное кольцо, соответствующее простому идеалу Sen (В) кольца 


$ 'В, канонически изоморфно полю частных кольца В/ (В) 
(гл. II, $ 2, n°5, предложение 11). Таким образом, для дока- 
зательства утверждения (ii) можно ограничиться случаем мак- 
симального идеала р. Чтобы установить а), достаточно будет 
доказать, что 


B=A+y(B), (3) 


так как это означает, что поля А/ и B/v(B) канонически изо- 
морфны. В силу теоремы 2, существует только конечное число 
простых идеалов кольца A’, лежащих над }, а в силу тео- 
ремы | n°1, существует по крайней мере один простой идеал 
кольца A’, лежащий над любым простым идеалом в В. Из 
этого следует, что имеется лишь конечное число простых идеа- 
лов кольца В, лежащих над }; обозначим через и; (1<]<!/) 
те из только что полученных идеалов, которые отличны OT } (В). 
Пусть x — произвольный элемент из В; так как идеалы }(В) 
и 1; максимальны (n°1, предложение 1), существует уе В, 
такой, что у==х (тоа } (В)) и yen, для 1<]<г (гл. I, $ 1, 
Oo 
n° 2, предложение 5). Пусть y,=Y, Yo, ..., Yq — различные эле- 
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менты орбиты элемента у относительно группы 9; ясно, что 
= tut. FES A, 


и чтобы установить справедливость утверждения (3), доста- 
точно показать, что у = для i>2, так как тогда отсюда 
будет следовать, что 2 —- уе }’ | В =} (В), а потому x = А+» (В), 
поскольку x = у (mod } (В)). Пусть, следовательно, i > 2, и пусть 
o = Я — такой элемент, что © : у=уи;. Покажем, что o~'p’ He ле- 
жит над p(B). Действительно, если бы это было не так, то 
существовал бы такой элемент TE, что στὶ: jp’ =T-\p’ (тео- 
рема 2 (Ὁ), откуда (t~'o~!)- p’ =)’; иначе говоря, мы полу- 
чили бы, что ое 9% πο предположению, откуда 
с = %. Но так как y&eBuo:y=y, то мы пришли к про- 
тиворечию. Отсюда мы заключаем, что στ!. φ’ лежит над од- 
ним из идеалов Ny, и, так как ÿY EN; по построению, мы полу- 
чаем, что yzor!-y или y,=o-yey’. 

Чтобы доказать утверждение 6), достаточно будет устано- 
вить, что p(B) содержится в насыщении 1 идеала PB относительно 
p(B) (гл. IT, $2, n°4, предложение 10). Поскольку »(B) не 
содержится ни в одном из идеалов и; (1 <j<r), достаточно 
будет показать, что 


p(B) =ч0ш 0... Un, (4) 


в силу предложения 2 гл. II, $ 1, n°1. Для этого рассмотрим 
элемент иер(В), не принадлежащий ни одному из идеалов 
и, (<j<r) (гл. II, $ 1, n°1, предложение 2). Пусть u, =u, 
Uy, ..., Um — различные элементы орбиты элемента и OTHOCH- 
тельно группы 9, положим W=UjUy... Um, VU = Ug ++ Um. Ясно, 
что WE À; с другой стороны, если TSH, TOT: UU, так что 
обязательно т. и; = и для i >2; это показывает, что T-V=V 
и, следовательно, VE В. Так же как и в доказательстве 
пункта а), устанавливается, что если с = Я — такой элемент, что 
o-u=u, при i>2, то o=!y лежит над одним из идеалов и; 
и, так как и б=и,, uGo' ’; другими словами, и; € р’. Мы заклю- 
чаем отсюда, что UE)’ и, следовательно, v@y(B). Кроме 
того, совершенно ясно, что ю =] А=р и равенство W = uv 
показывает, что элемент и находится в насыщении идеала pB 
относительно $ (В); следовательно, установлено (4). 

(iii) Предположим, что кольцо A’ целостное, что [}p"A/,=0 

| A 
и что выполнены условия a) и 6) пункта (ii). Воспользуемся 
теми же обозначениями, которые применялись в (11); ясно, что 
рей ét ev 
кольцо S A целостное и $ Αν = А; следовательно, можно 
/ / amt οὐ Er Me 

заменить A up Ha А un S bp; иначе говоря, можно пред- 
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положить, что идеал YP максимален. Тогда из предположений а) 
и 6) вытекает, что 


By (в, = A+ PBy p). (5) 


Индукцией по n получается, что В, (в, = À +V"By(B для лю- 
бого n>0. Пусть 6 — произвольный элемент из 97 и x — любой 
элемент из В. Для любого п>0 существует такой элемент 
аа Е À, что х-а, ЕВ, (в с-}”А»; поскольку ва, =а, и 
о. }’=}’, мы получаем отсюда, что о х-хе}”Ар. Ввиду 
того что это соотношение выполняется для каждого и, из 
условия следует, что в. X = X. 


Замечания. 3) Если кольцо А’ целостное и нётерово, то усло- 


вие Г γ΄ Αν = 0 выполнено всегда (гл. III, $ 3, n°2, следствие пре- 
в >! | | 
дложения 5). Можно показать, что это условие выполняется также и 
в том случае, когда Α΄ целостное и А нётерово. 
4) Если p не является максимальным идеалом в А, соотношение (3) 
не обязательно выполняется при предположениях пункта (1) и, сле- 
довательно, A/p и B/p(B) не обязательно изоморфны, даже когда 


26 =9^ и, следовательно, В = А” (упражнение 10). 


СлеЕдствиЕ 1. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда 
кольца А и A4/(p’ N ΑΖ) имеют одно и το же поле частных и 
максимальный идеал локального кольца (Α΄}νῃ „г порождается 


идеалом 9. 


СлЕдствиЕ 2. Пусть А- целостное кольцо, 9 — конечная 
группа, действующая на А’, А- кольцо инвариантов группы 9 
и W —npocroü идеал в А’; пусть К, K? и К’ — поля частных 
колец A, ΑΖ u A’ соответственно. Тогда поле К’ представляет 
собой расширение Галуа поля К, и подполя L в К’, содержа- 
щие К и такие, что У является единственным простым идеалом 
в A’, лежащим над идеалом ПГ кольца Α΄ 11, --9το 8 Tou- 
ности те подполя, которые содержат К^. 


Действительно, группа Y действует на К, и К является 
полем инвариантов группы Я в поле Κ’ ($ 1, n° 9, предложе- 
ние 23, примененное к $ = A —({0}); аналогичным образом, KZ 
является полем инвариантов группы 9%; по определению Κ’ 
оказывается, следовательно, расширением Галуа поля К. Если 
Ζ6 — подгруппа группы Я, образованная теми ое, относи- 
тельно которых инвариантны элементы поля L, то утверждение, 
что L содержит ΚΖ, равносильно тому, что содержится 
в 97 (Алгебра, гл. У, $ 10, n° 5, теорема 3); так как L является 
полем инвариантов группы в поле К’, то А’ПГ является 
кольцом инвариантов группы & в кольце A’; второе утвер- 
ждение вытекает, следовательно, из предложения 4 (1). 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть сохранены предположения и обозна- 
чения следствия 2 предложения 4. Говорят, что простой идеал YP 
кольца А вполне разлагается в К’, если число простых идеалов 
кольца А’, лежащих над }, равно [K’: K]. 


То же самое можно было бы выразить, сказав, что для 
любого простого идеала \’ кольца А’, лежащего над }, под- 
группа 9?(y) равна подгруппе N’, относительно которой инва- 
риантны все элементы кольца À, что ΑΖ (γ’) = À’ или, нако- 
Hel, что группа Y/N действует точно на множестве простых 
идеалов кольца A’, лежащих над δ. 


CNEACTBHE 3. Пусть А — целостное кольцо, 9 — коммутативная 
конечная группа, действующая на А’, А- кольцо инварчантов 
группы 9, αὶ — простой идеал в А, К и К” — поля частных колец А 
и А’ соответственно. Тогда простые идеалы кольца А’, лежащие 
над }, имеют одно и то же кольцо разложения А“ u поле 
частных К“ кольца A? является наибольшим полем, промежу- 
точным между К и K’, в котором идеал } вполне разлагается. 


Если }’ — простой идеал кольца A’, лежащий над }, TO 
92 (в. p’)=G4 (p’), так как 9-— коммутативная группа (фор- 
мула (2)), следовательно (теорема 2 (i)), все простые идеалы 
кольца A’, лежащие над ὃ, имеют одну и ту же группу раз- 
ложения 9“ и, Таким образом, одно и то же кольцо разложе- 
ния AZ; число этих простых идеалов равно (Я: 97). Пуств 
Г, — промежуточное поле между К и Κ’, и пусть 96 — подгруппа 
в 9, оставляющая неподвижными элементы из L; группа раз- 
ложения идеала }’ относительно группы 96 равна Ψέῃ ὅθ, 
поскольку А’[ПГ представляет собой кольцо инвариантов 
группы 26 в A’, число простых идеалов кольца A’, лежащих 
над PAL, равно (46: (971 6) ) = (#92 : 9^) (так как группа $ 
коммутативна). Следовательно, число простых идеалов кольца 
A’NL, лежащих над y, равно (Я : HY). Таким образом, для того 
чтобы идеал Ὁ вполне разлагался в L, необходимо и достаточно, 
чтобы (9: 2697) =[[: К] = (9: 4), поскольку δός #92; это 
эквивалентно тому, что 269“ =H или включению 92 с 26, или, 
наконец, включению LC KZ, 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть сохраняются предположения и обо- 
значения теоремы 2. Тогда поле частных ЕТ кольца АГ n 47) 
равно наибольшему сепарабельному расширению к; поля k, 
содержащемуся в Κ΄. 


Так же как в предложении 4, все можно свести к слу- 
чаю, когда D есть максимальный идеал кольца A, а это вле- 
чет за собой, что идеалы p’, δ΄ Π 42 и УПА! максимальны 
в кольцах A’, ΑΖ и АГ соответственно (n° 1, предложение |). 
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Для любого хе A’ многочлен P(X) = ll (х—с.х) имеет 
σεῦ 

в качестве коэффициентов элементы кольца инерции АГ и πο 
определению группы #7 все корни этого многочлена в A’ 
сравнимы mod py’; следовательно, для многочлена л’(Р) над 
кольцом A’/(p NAT), все коэффициенты которого являются 
каноническими образами коэффициентов многочлена Р при 
гомоморфизме π’: A’—A’/py’, все его корни в кольце A’/)’ 
равны образу элемента X; это означает, что расширение KR’ 
является радикальным над RT, откуда kj < АТ, так как каждый 
элемент из А; сепарабелен над k и тем более над KT. 

Известно, что К; является расширением Галуа поля À (Au- 
гебра, гл. V, $ 10, n° 9, предложение 14), а из теоремы 2 сле- 
дует, что группа Галуа этого расширения изоморфна 9 = 97/97. 
Поскольку k? представляет собой радикальное расширение 
поля ks, оно является расширением типа Галуа над k и ero 
сепарабельная степень над К равна д= (97: GY’). Остается 
установить, что АТ — сепарабельное расширение поля К. Выше 
мы уже видели, что группа Я” отождествляется с группой 
автоморфизмов кольца АТ и что ΑΖ является кольцом инвари- 
антов группы 9’. Если хе АГ, то коэффициенты многочлена 


Q(X) = Il (X —o’(x)) лежат, следовательно, в ΑΖ; многочлен 
ve LA 


над кольцом AZ/(p’ ῃ ΑΖ), коэффициентами которого служат 
образы коэффициентов многочлена Q при гомоморфизме л’, 
имеет степень д и его корнем является элемент u (x) = A’/(p’ N A’). 
Так как ΑΖ/(ρ’ ῃ ΑΖ) =k, в силу предложения 4 (ii), мы видим, 
что любой элемент поля АТ имеет степень < ад над К. 
Учитывая это, рассмотрим поле Κι инвариантов группы 
к-автоморфизмов расширения типа Галуа АТ поля К; имеем 
[AT : Е] =q (Алгебра, гл. У, 8 10, n° 9, предложение 14). Пусть 
и — примитивный элемент расширения АТ над полем №; по- 
скольку этот элемент имеет степень 4 над Rk, и степень <g 
над À, его степень над À равна 4 и коэффициенты его мини- 
мального многочлена над полем Κι лежат в К; это доказывает, 
что и сепарабелен над À. С другой стороны, для всякого VER, 


существует такая степень р’ характеристической экспоненты р, 
of 

что 9’ Gk. Отсюда мы заключаем, что поле k(u—v), содер- 

жащее элемент 


} f f 


+ rer 
содержит u? и, следовательно, расширение μ(ω”). Но так как 


элемент и сепарабелен над À, то k(u) = k (u?’) (Алгебра, гл. V, 
$ 8, n° 4, предложение 4), откуда Е (и) = k(u — v). Поскольку и 
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имеет степень Q над À, а элемент и-о-— степень Sg, το 
k(u)= k(u—v), откуда ое (и). Это доказывает, что элемент Ὁ 
сепарабелен над À, так что k; =А и RT сепарабельно над k. 


СледствиЕ. Если порядок группы инерции GY" (p’) взаимно 
прост с характеристической экспонентой р поля k, то поле k’ 
является расширением Галуа поля К. 


Действительно, в обозначениях доказательства предложе- 
ния 5 коэффициенты многочлена л’(Р) лежат в ЕТ=А; и все 
его корни равны π’ (x). Отсюда немедленно следует, что много- 
член л’(Р) является степенью минимального многочлена эле- 
мента л’(х) над ks; но степень последнего многочлена равна 
некоторой степени числа р; следовательно, ввиду того, что 
степень многочлена л’(Р) равна порядку группы 9Т, из нашего 
предположения вытекает, что л’ (х) = δε; иначе говоря, №; =k’. 


3. Разложение и инерция в случае целозамкнугых колец 


JIEMMA 4. Пусть А- целозамкнутое кольцо, K —eeo поле 
частных, р — характеристическая экспонента поля К, К’ — неко- 
торое радикальное расширение поля К и А’ — подкольцо поля К’, 
содержащее А и целое над А. Тогда для любого простого 
идеала } кольца А существует, и притом единственный, простой 


идеал } кольца А’, лежащий над }, и идеал }’ равен множе- 
ству тех хе À’, для которых существует такое целое число 


т 
m>0, что x? ep. 
Существование идеала }’ следует из теоремы I n° 1. Если 
Е >0 ο τν 
хе», то существует такое т > 0, что x” ΕΕΚ, откуда x”. EA, 
т 
так как кольцо А целозамкнуто; следовательно, x”? Ep’ ()A=p. 


т 
Обратно, если хе А’ является таким элементом, что x? & 
еЕр<}’, то хе}, так как идеал ψ' прост. 


Замечание 1. Из следствия предложения 11, $ 1, n°3, выте- 
кает, что целое замыкание кольца А в поле Κ΄ равно множеству TeX 


хе К’, для которых существует такое т > 0, что xP™ = À (Алгебра, 
гл. У, $ 8, n° 1, предложение |). 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 6. Пусть А- целозамкнутое кольцо, К — его 
поле частных, К’-— некоторое расширение типа Галуа поля К 
и Α΄ -- целое замыкание кольца А в поле К’. Тогда: 

(i) Для любого простого идеала y кольца А группа 9 К-ав- 
томорфизмов расширения К’ действует транзитивно на множе- 
стве простых идеалов кольца А’, лежащих над D. 

(ii) Для любого простого идеала y кольца А’ поле част- 
ных К’ кольца A’/y является расшиоенцем Tuna Галуа поля 
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частных Е кольца AJ(A [| у’), и канонический гомоморфизм 0 —6 
группы 97 (γ') в группу Г Е-автоморфизмов поля Е’ определяет 
при переходе к факторгруппам биективный гомоморфизм из 
WFT) на Г. | 
A) Предположим сначала, что К является расширением 
Галуа конечной степени поля К. В силу равенства А = А” [] К, 
которое выполняется благодаря целозамкнутости А, кольцо А 
является кольцом инвариантов группы Я в A’. Так как группа 9 
конечна, предложение в рассматриваемом случае получается 
из теоремы 2 n° 2. | 
Б) Предположим, далее, что К’ — произвольное расширение 
Галуа поля К. Тогда К представляет собой объединение воз- 
растающего фильтрующегося семейства (K,),., расширений 


Галуа конечной степени поля К. Для доказательства (i) рас- 
смотрим два простых идеала Ψ’, 4’ кольца A’, лежащих над }. 
Для любого а=![ множества УПК. и 9’ ПК, являются про- 
стыми. идеалами кольца А’ПК., лежащими над }. Так как 
А’ПК. является целым замыканием кольца А в поле Κα, 
а ограничения. на К. элементов группы образуют группу 
К-автоморфизмов расширения К., из случая А) следует суще- 
ствование такого элемента о = 9”, что в. (ПК) --3’ ПК.. 
Пусть &, — множество автоморфизмов о = Я, обладающих этим 
последним свойством. Пусть бЕЯ-— @.; тогда для каждого 
TE GY, оставляющего неподвижными элементы поля Κα, имеет 
место соотношение (ot): (УП Κα) =o: (9’ ῃ Κα) 5Ε α΄ Π Κα, так что 
отеЕЯ- @.. Отсюда следует, что множество &, замкнуто 
в топологической группе Галуа Я (Алгебра, гл. У, Приложе- 
ние II, n°1); очевидно, что семейство (64), =, является филь- 


трующимся по убыванию. Так как группа 9 компактна (loc. 
cit., n°2, предложение 3) и множества &, непусты, пересече- 
ние © семейства (&,) непусто и o-}’ =)’ для каждого в = @, 
откуда следует (1). 

Для доказательства утверждения (ii) заметим, что =’ есть 
объединение фильтрующегося по возрастанию семейства (ki), = 7, 


roe А, — поле частных кольца (А’ПК.)/(У NK.) Так как каж- 
дое Κα является расширением типа Галуа поля À в силу 
случая А), таким же расширением является и поле К’ (Алгебра, 
гл. \, $ 6, n°3, предложение 8). С другой стороны, пусть 
и — некоторый ^К-автоморфизм поля К и пл’: A’— A’/)’ — канони- 
ческий гомоморфизм. В силу теоремы 2 n°2, примененной 
к А’ПК., существует для каждого о непустое множество 7, 
таких элементов OGY, что дв. (УПК) =УПК. и "(π’ (χ)) = 
--π’(σ: χ) для любого хе А’ПК.. Так же, как и выше, пока- 
зывается, что множество FY, замкнуто в Я, и, поскольку (F и) 
является убывающим фильтрующимся семейством, его пере- 
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сечение Я непусто. Ясно, что для с е= Я имеет место вклю- 
чение ое” (у) и б=и, что и завершает доказательство 
утверждения (1) в рассматриваемом случае. 

В) Общий случай. Поле инвариантов К, группы Я является 
радикальным расширением поля К (Алгебра, гл. V, $ 10, n°9, 
предложение 14); следовательно, существует, и притом един- 
ственный, простой идеал }, кольца А, = А’ [|] Κι, лежащий над } 
(лемма 4). Если \ и 9΄ — два простых идеала кольца A’, лежа- 
щих над Ὁ, TO они лежат и над δι. Поскольку К’ является 
расширением Галуа поля Κι и кольцо A’NK, целозамкнуто 
($ 1, n° 2, предложение 7 и следствие предложения 8), из слу- 
чая DB) вытекает существование такого элемента о <=, что. 
o:-p’ =’, откуда следует (i). С другой стороны, ясно, что поле 
частных Κι кольца A,/), является радикальным расширением 
поля À (поскольку А целозамкнуто}; так как К’ — расширение 
типа Галуа поля К в силу DB), To Е’ является расширением 
типа Галуа и поля R, причем всякий k-n30Mophn3M расшире- 
ния Rk’ в некоторое алгебраически замкнутое расширение поля Κ’ 
является А-изоморфизмом. Это последнее замечание показы- 
вает также, согласно D), что любой К-автоморфизм расши- 
рения К имеет вид 6, где ое” (}’), а это завершает доказа- 
тельство пункта (ii). 


< 


Замечание 2. Предположим, что К” является расширг- 

нием Галуа поля К, и сохраним обозначения из доказатель- 
22 

ства предложения 6; пусть для любого а через 4 (соответ- 


ственно a) обозначена подгруппа группы %, образованная 
теми о, ограничения которых на A’ ῃ Κα принадлежат 92 (p’ П Ко) 
(соответственно 97 (p’(/K,)). Доказательство предложения 6 
показывает, что эти подгруппы замкнуты BY и что 


9" (р) = [9 и 9 (5) =П 9. 


Кроме того, множество ограничений Ha А’ПК. элементов 


группы Я» (соответственно 9%) совпадает со всей группой 
92 (ПК) (соответственно ST (y ῃ Κα)), так как любой К-авто- 
морфизм поля К, продолжается до некоторого элемента 
группы Я. | 

При тех же предположениях кольцо ΑΖ (p’) (соответственно 
АТ (}’)) является объединением фильтрующегося семейства 
колец ΑΖ (ψ’ ῃ Κα) (соответственно ΑΘ (γ’ ῃ Κα)}; действительно, 
любой элемент x = A“%(p’) (соответственно x = Αἱ (y’)) принад- 
лежит одному из полей Κα и, в силу изложенного выше, суще- 
ствует такой индекс В, что Ka — Ke, а ограничения на AK 


элементов группы 92 (}”) (соответственно Я7 (p’)) совпадают 
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с ограничениями на A’ [] Κα элементов группы #7 (y ῃ Κα) (соот- 
ветственно 9” (p’ (| Κρ)), так как, в силу компактности группы $, 
для любой окрестности подгруппы GE (соответственно 9) най- 


дется такой индекс В, что 9 (соответственно Gy) содержится 
в заданной окрестности; следовательно, х принадлежит кольцу 


ΑΖ (p’ Π Κρ) (соответственно A’ (y ῃ Κρ)). 


СЛЕДСТВИЕ |. В обозначениях предложения 6 пусть | — гомо- 
морфизм кольца А в поле L, ρι, ga — два гомоморфизма из А’ 
в L, продолжающие |. Тогда существует такой К-автоморфизм в 


поля К’, ЧТО 5 = 6050. 
Доказательство проводится на основе предложения 6 тем 


же способом, что и доказательство следствия теоремы 2 на 
основе этой теоремы. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть À — целозамкнутое кольцо, К —его поле 
частных, K’ — некоторое алгебраическое расширение конечной 
степени поля К и А’-— подкольцо поля К’, содержащее А u 
целое над А. 

(1) Для любого простого идеала Ὁ кольца А множество про- 
стых идеалов кольца А’, лежащих над Ὁ, конечно. 

(ii) Если »— какой-нибудь простой идеал кольца А’, лежа- 
щий над }, то любой элемент кольца А’| имеет степень 
<[K’: К] над полем частных кольца А}. 


(i) Пусть К” — расширение типа Галуа поля К, порожден- 
ное полем К’ в алгебраическом замыкании поля К’, а А” — це- 
лое замыкание кольца А в поле К”. Поле К” представляет 
собой расширение поля К конечной степени (Алгебра, гл. V, 
$ 6, n° 3, следствие | из предложения 9); следовательно, группа 
К-автоморфизмов этого поля конечна. Отсюда вытекает, что 
множество простых идеалов кольца A”, лежащих над Ÿ, KO- 
нечно (предложение 6 (1)). С другой стороны, поскольку 
кольцо А” weno над A’, отображение р” — p” ῇῃ A’ множества 
простых идеалов кольца A”, лежащих над }, в множество 
простых идеалов кольца A’, лежащих над P, сюръективно (n° 1, 
теорема 1). 

(1) Коэффициенты минимального многочлена (над К) про- 
ΜΒΒΟΠΡΗΟΓΟ элемента x’ ΕΞ A’ принадлежат кольцу А (8 1, n°3, 
следствие предложения 10); применяя к коэффициентам. этого 
многочлена канонический гомоморфизм π’: A’ --» А’, мы полу- 
чаем для класса mod p’ элемента X некоторое уравнение целой 
зависимости с коэффициентами в A/p и степени <[K’:K]; от- 
сюда следует требуемое утверждение. 


Следствие 3. Сохраним предположения и обозначения след- 
ствия 2. Если кольцо А полулокально, то полулокальено и À’, 
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Действительно, для любого максимального идеала m’ 
кольца А’ идеал m’()A является максимальным в A (n° |, 
предложение 1); таким образом, следствие вытекает из след- 
ствия 2, ибо, по предположению, множество максимальных 
идеалов кольца А конечно. 


СледствиЕ 4. Пусть кольцо А целозамкнуто, К —его поле 
частных, К’— некоторое расширение Галуа поля К, А’ — целое 
замыкание кольца A в поле К’, W — некоторый простой идеал 
в A’, р=АПу,, À uk’ — поля частных колец Аф и А’]\ соот- 
ветственно. Тогда: 

(i) поле частных кольца AZ/(p’ [| Α΄) равно полю R и макси- 
мальный идеал локализации кольца A? относительно простого 
идеала \ ῃ Ζ2 порождается идеалом Ὁ; 

(ii) поле частных ЕТ кольца АТ/(у NAT) является наибольшим 
сепарабельным расширением поля k, содержащимся в К’. 


Кольцо А является кольцом инвариантов в A’ группы Галуа 
поля K’ над полем К; когда поле К имеет конечную степень 
над К, рассматриваемое следствие вытекает поэтому из предло- 
жений 4 и 5 n°2. Рассмотрим теперь общий случай, в KOTO- 
ром К” представляет собой объединение некоторого возрастаю- 
щего фильтрующегося семейства (Κα) расширений Галуа конечной 
степени поля К. Тогда: 

(i) Если x, y — элементы кольца ΑΖ, причем y & jy’, то имеется 
такой индекс а, что x и у принадлежат ΑΖ (γ’ ῃ Κα) (замеча- 
ние 2). В силу предложения 4 n° 2, существуют такие ху, Yo 
из А, причем Yo EYP’, что ху — Xoÿ EV, чем и доказывается 
первое утверждение пункта (i); если, кроме того, x & у’, то можно 
выбрать такой элемент = AZ (p’ (| Κα), что Wo EW и 


ху, Е PAZ (p’ ПК.) = pAZ (p’), 


что доказывает второе утверждение пункта (1). 

(ii) Теперь предположим, что хе A’; существует такой 
индекс a, что x = АТ (p’ ῃ Κα) (замечание 2) и предложение 5 n° 2 
показывает, что класс х mod (ψ' ПК. ПА’) элемента x является 
сепарабельным алгебраическим над К; тем более поэтому класс 
mod (p’ AT) элемента x сепарабелен над А; для завершения 
доказательства этого следствия достаточно показать, что К” 
является радикальным расширением поля АТ. Но Е’ является 
объединением возрастающего фильтрующегося семейства полей 
частных À, колец (A’ ῇῃ Κα)(9’ Π Κα)- Следовательно, из предло- 
жения D получается, что если некоторый элемент из Е’ принад- 
лежит ky, то он радикален над полем частных кольца 


AN Καν’ П Α΄ 0’ ПКа)) 


и тем более над КТ (в соответствии с замечанием 2). 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. В предположениях и обозначениях предло- 
жения 6 поле инвариантов ΚΖ (p’) (соответственно КТ (p’)) группы 
G (97) (соответственно 4! (p’)) в поле К называется полем разло- 
кения (соответственно полем инерции) идеала Y’ относительно 
поля К. 


_ Используют также обозначение К” (соответственно КТ) 
вместо К“ (p’) (соответственно КТ (p’)). Из предложения 23 $ 1, 
n° 9, следует, что ΚΖ (соответственно ΚΤ) является полем част- 
ных кольца ΑΖ (соответственно AT); кольцо ΑΖ (соответственно A’) 
представляет собой целое замыкание кольца А в поле KZ (co- 
ответственно в поле KT). 


Замечания. 3) В условиях следствия 4 предложения 6 
и в предположении конечности числа [K’: K] число различных 
простых идеалов, лежащих над P, равно [Κά: К], ибо эта сте- 
пень равна индексу (9:64) в силу теории Галуа; кроме того, 
из теории Галуа следует, что имеет место равенство 
FR ar BE κ]. (6) 
4) Пусть А — целозамкнутое кольцо, К — его поле частных, 
`К’р— некоторое алгебраическое расширение поля К конечной 
‘степени и À’ — целое замыкание кольца Ав Κ’. Тогда для лю- 
бого простого идеала } кольца А число простых идеалов из A’, 
лежащих над }, не превосходит числа [К’:К], (сепарабельной 
степени К” над К). Действительно, можно с самого начала 
ограничиться случаем, когда К’ — сепарабельное расширение 
поля К, так как в общей ситуации К” представляет собой 
радикальное расширение наибольшего сепарабельного расши- 
рения Ky поля К, содержащегося в К’, причем [Κ’: К]; = [Ко: К] 
по определению, и если А, — целое замыкание кольца А в 
Ко, то простые идеалы кольца 4, находятся в биективном 
соответствии с простыми идеалами кольца A’ (лемма 4). Пред- 
положим, следовательно, что К” сепарабельно над К, и пусть 
N — расширение Галуа поля К, порожденное полем К’ в ал- 
гебраическом замыкании поля К, Я—группа Галуа этого 
расширения, В — целое замыкание кольца А в поле N, $ — не- 
который простой идеал кольца В, лежащий над }. Пусть 
dé — группа Галуа расширения N над К’, 97 — группа разло- 
жения идеала %; простые идеалы кольца В, лежащие над 
), — это т ς.;, где se (n° 2, теорема 2), и соотноше- 
ние s-$=s’-S означает, что s’=sg, где ges. С другой 
стороны, κ того чтобы 6: ΠΚ’ --6’. ПК”, необходимо и 
‘достаточно, чтобы $’. Ÿ = fs - Ÿ, где te HZ (n°2, теорема 2), 
откуда окончательно получаем, что 5’ = #55, где [Е 6 иве Я”. 
Следовательно, число простых идеалов кольца А’, лежащих 
над Ὁ, равно числу классов группы 9 относительно следующего 
отношения эквивалентности: элементы $ и 5’ эквивалентны, 
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если существуют такие te Hu ges, что s’=tsg; ясно, что 
это число не превосходит числа (9: #6) — числа правых смеж- 
ных классов группы ¥ по подгруппе %, а (Я: H)=[K’: K] co- 
гласно теории Галуа. 


IIPENIOXEHHE 7. Пусть А — некоторое целозамкнутое кольцо, 
К —его поле частных, К’ — некоторое расширение Галуа поля К 
с группой Галуа Y, А’ — целое замыкание кольца А в поле Κ’, 
p’ — некоторый простой идеал кольца А’и b= АПУ. Наконец, 
пусть [. — какое-нибудь подполе расширения К’, содержащее К, 
и p(L)=p’L. 

(i) Поле разложения (соответственно поле инерции) идеала у’. 
относительно поля L равно L(KZ) (соответственно /,(КТ)); если, 
кроме того, Г. — расширение Галуа поля К, то поле разложения 
идеала v(L) относительно К равно Ι.ῃ KZ. 

(ii) Если L содержится в ΚΖ, то Аз и (ANL)/v(L) имеют 
одно и то же поле частных и в локализации кольца A’ ῃ L, соот- 
ветствующей простому идеалу }(Г), максимальный идеал поро- 
ждается идеалом Ὁ. Обратно, если выполнены эти два условия. 
u если, кроме того, [Г] Ау =0, το L содержит KZ. 

n>0 

(i) Если 76 — подгруппа группы Я, элементы которой оста- 
вляют неподвижными элементы из [, ΤΟ совершенно ясно, что 
группа разложения (соответственно группа инерции) идеала }’ 
относительно [ равна 92 [] 6 (соответственно & ῃ 6); таким 
образом, первое утверждение вытекает из теории Галуа, когда К’ 
является конечным расширением Галуа над К (Алгебра, гл. V, 
$ 10, n°6, следствие | теоремы 3); в общем же случае это 
утверждение следует из того, что AZ (соответственно A’) является 
объединением колец AZ(py’NK,) (соответственно АТ (у ῃ K,)) 
в обозначениях замечания 2: любой элемент х = K’ принадлежит 
некоторому К. и, если он инвариантен относительно 9“ (y”) ῃ KH 
(соответственно 97 (}/) 1] 26), то он инвариантен и относительно 
GE ПКв) ῃ 26 (соответственно GT (p’ ῃ Κρ) ῃ 26) при некотором 
подходящим образом подобранном индексе В; следовательно, 
этот элемент принадлежит полю L(KZ(y ПКв)) < (Κ΄) (coor- 
ветственно /.(КТ(р’ПКв)) < 2 (КТ)) в силу рассуждений, про- 
веденных вначале. Предположим теперь, что L является рас- 
ширением Галуа поля К; в этом случае идеал }([) =» ПГ, 
устойчив относительно ограничения на L любого автоморфизма 
ое 9%“, в силу чего это ограничение принадлежит группе разло- 
жения идеала b(L) относительно поля К. Обратно, пусть 
т — некоторый автоморфизм расширения L, принадлежащий этой 
группе, и пусть о — некоторое продолжение T до К-автомор- 
физма поля К”; положим 9’ = 0 : p’. Поскольку У и 1’оба лежат 
над p(L), существует такой автоморфизм о <= #6, что 1’ =о- У, 
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откуда 9 'o Е 9%, ит оказывается ограничением на L элемента 
o-'o, другими словами, группа разложения идеала P(L) отно- 
сительно поля К отождествляется с группой ограничений на Г, 
автоморфизмов о = 9%, чем и доказывается второе утверждение. 

(ii) Включение LC ΚΖ означает, что HY и, следова- 
тельно, утверждения пункта (ii) представляют собой частный 
случай предложения 4 (ii) и (iii) n°2, когда степень [К’:К] 
конечна. В общем же случае следует рассуждать так же, как 
при доказательстве предложения 6. 


4. Вторая теорема существования 


ТЕОРЕМА 3. Пусть А — целозамкнутое кольцо и A’ — некото- 
рое кольцо, содержащее А и целое над А. Предположим; что 0 
является единственным элементом кольца А, являющимся дели- 
телем нуля в A’. Пусть }, 9 — два простых идеала кольца À, 
причем ἢ Ὁ, и 9’ — некоторый простой идеал кольца А’, лежа- 
щий над 4. Тогда существует простой идеал }’ кольца A’, ле- 
жащий над } и такой, что 9’ > у. 


Предположим сначала, что кольцо А’ целостное. Пусть 
К, К’— поля частных колец А и А” соответственно. Пусть 
К” — алгебраическое замыкание поля К’ и А” — целое замыка- 
ние кольца Ав К”; очевидно, что Ас: A’ < А”. Пусть p” — не- 
который простой идеал кольца A”, лежащий над } (n° 1, Teo- 
рема 1), 9” — некоторый простой -идеал кольца А”, лежащий 
над 1 и такой, что p” < 9” (n° 1, следствие 2 теоремы 1); наконец, 
пусть 9, — некоторый простой идеал кольца А”, лежащий над 9’ 
(n° 1, теорема 1). В силу предложения 6 (i) n° 3, существует 
К-автоморфизм с поля К”, для которого o- 4” =4,. Тогда o-p” 
является простым идеалом кольца À”, лежащим над Ὁ и таким, 
чтоб. {С 9,; следовательно, ζ΄ = А’По - p” представляет собой 
простой идеал кольца A’, лежащий над }р и содержащийся 
в Α’Π9ΐ --9’. 

Перейдем к общему случаю. Поскольку А — целостное кольцо 
и Я’ — простой идеал, системы À — {0} и 4А”’-—9’ мультиплика- 
тивны; следовательно, их произведение $ = (А-— {0}) (1-1) 
является некоторой мультипликативной системой кольца А”, не 
содержащей нуля, так как ненулевые элементы кольца А не 
являются делителями нуля в A’. Но тогда (гл. II, $ 2, n°5, 
следствие 2 предложения 11) существует некоторый простой 
идеал m’ кольца A’, не пересекающийся с δ, т. 6. такой, что 
mcd и ШП А=0. Пусть h-— канонический гомоморфизм 
A’ -» A’/m’. Ограничение гомоморфизма A на А инъективно, 
следовательно, кольцо A(A) целозамкнуто. Поскольку M’ CQ, 
множество’ й (41”) представляет собой простой идеал кольца 
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A’/m’, лежащий над й (91); так как A’/m’ — целостное кольцо, TO 
первая часть доказательства показывает, что существует про- 
стой идеал и’ кольца A’/m’, для которого и’ ПА(А)=й (р) и 
й (1) >’. Идеал у =И (π΄) является простым идеалом в A’ 
и q’> yp’, так как 9’ содержит ядро гомоморфизма A. По- 
скольку и’ > й ($), имеет место включение р’ >}. Наконец, для 
xeyNA имеем h(x)EewWNh(A)=hlv); следовательно, хе», 
так как ограничение гомоморфизма À на кольцо А инъективно; 
следовательно, Y’NA=P. 


СлЕДСТВИЕ. Сохраняя те же предположения на Au A’, что 
u в теореме ὃ, допустим, что Ὁ — простой идеал кольца А. Тогда 
простые идеалы кольца А’, лежащие над Ὁ, являются мини- 
мальными элементами множества & простых идеалов кольца A’, 
содержащих идеал pA’. 


Действительно, любой простой идеал кольца A’, лежащий 
над Ÿ, минимален в @ в силу следствия | предложения I n°1. 
Обратно, пусть 4” — произвольный элемент из ©. Поскольку 
1 14ου, теорема 3 показывает, что существует некоторый 
простой идеал py’ кольца: A’, лежащий над Ὁ и такой, что 9’ > θ΄’. 
Так как }’ содержит PA’, то сделанные относительно 9’ пред- 
положения влекут за собой равенство 41’=}”; следовательно, 
идеал 1’ лежит над идеалом }. 


* Пусть У, У’—два аффинных алгебраических многообразия, 
f—- некоторый морфизм из И’ Ἡ И, при котором образ [(У’) является 
плотным в У. Пусть А (соответственно A’) — кольцо регулярных функ- 
ций на V (соответственно на И”); задание морфизма { позволяет ото- 
ждествить А с некоторым подкольцом в A’; предположим, что А’ цело 
над А. Теорема | n°1 показывает, что для любого неприводимого 
подмногообразия № многообразия У существует некоторое неприводи- 
мое подмногообразие №” многообразия V’, для которого | (W’) является 
плотным в № подмножеством; в частности, любая точка многообра- 
sua V является образом некоторого неприводимого подмногообразия 
многообразия У”, чем доказано, что отображение f сюрзективно. Ана- 
логичным образом, ограничение морфизма Î на любое неприводимое 
подмногообразие №” многообразия У” переводит №” на некоторое He- 
приводимое подмногообразие многообразия У. Следствие 2 теоремы | 
n° | показывает, что если и À — два неприводимых подмногообразия 
на У, для которых W = X, и если №” -— некоторое неприводимое под- 
многообразие на У”, для которого f (W’) = W, то существует некоторое 
неприводимое подмногообразие Х” многообразия И’, содержащееся 
в W’ и такое, что f (X’)=X. 

Когда кольцо А целозамкнуто. говорят, что У нормально. Тео- 
рема 3 показывает, что если У нормально, а W и Х — два неприводи- 
мых подмногообразия У, для которых W DX, и если Х’— такое непри- 
водимое подмногообразие многообразия У”, что [(Х’) = X, то сущест- 
вует подмногообразие №” многообразия У”, содержащее X’ и такое, 
что f (W’) = W. Наконец, следствие теоремы 3 показывает, что если И 
нормально и если W — неприводимое подмногообразие в И, το непри- 
водимые подмногообразия №” в V’, для которых f(W')=W, — это не 


что иное, как неприводимые компоненты многообразия PT 
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Упражнения 


1) Привести пример инъективного гомоморфизма колец 9: А-> В, где 
В гредставляет собой конечную А-алгебру, такого, что отображение 
“9: Spec (В) -» Spec (А) сюръективно, но В не является плоским А-модулем. 
Обратно, привести пример строго плоской А-алгебры конечного типа, не 
являющейся целой над А. 

2) Пусть А — такое кольцо, что пространство Spec (А) отделимо (гл. Il, 
$ 4, упражнение 16). Показать, что для всякой целой над А А-алгебры В 
пространство Зрес (В) отделимо. 

3) Пусть А- кольцо, А’- некоторое кольцо, содержащее A и целое 
над А. Показать, что для любого идеала d кольца А корень этого идеала 
представляет собой пересечение кольца А и корня идеала aA’. Показать, 
что последний из этих корней совпадает с множеством элемснтов x € A’, 
удовлетворяющих уравнению целой зависимости, коэффициенты которого 
(за исключением старшего) принадлежат à (надо заметить, что если у, =— два 
элемента из А’, удовлетворяющие такому уравнению целой зависимости, то 
такому же уравнению удовлетворяет и элемент у- 2). 

4) Пусть А — нётерово кольцо, 0: А-> В —гомоморфизм колец, превра- 
шающий В в А-модуль конечного типа, N — некоторый В-модуль конечного 
типа. Показать, что простые идеалы }) ΕΞ Ass (о, (N)) представляют собой 
прообразы относительно о простых идеалов GE Ass (N). 

5) Пусть К — поле; в целостном кольце К [Х, Y] многочленов от двух 
переменных над К рассмотрим подкольца А=К [Х*, Y*], А’=К[Х*, X°Y, 
ХУЗ, Y*]; кольцо А нётерово, а кольцо А’ является конечной А-алгеброй. 
Пусть y= 4У*; это простой идеал в А; показать, что ш = ΑΧ! + А’ХЗУ + 
+ A'XY*+ А’У* является (вложенным) простым идеалом, ассоциированным 
с идеалом PA’ кольца A’; однако м не лежит над идеалом |) (заметить, 
что ll является аннулятором класса элемента X?Y® в кольце A/pA’) (ср. 
$ 1, упражнение 26г)). 

6) Построить возрастающую последовательность полей алгебраических 
чисел Ку = ©, Κι, ..., Ки, ..., удовлетворяющую следующим условиям: Ки 
есть квадратичное расширение поля Ки_1, и если Аи обозначает целое замы- 
кание кольца Z в Κα и р- некоторое простое число, то в Ay имеется про- 
стой идеал Py, лежащий над (р), над которым в А+, лежат два различных 


{ / 
простых идеала Рича Dh+1 (заметить, что в конечном поле всегда суще- 


ствуют элементы, не являющиеся квадратами). Пусть К — объединение 
полей Кии А’— целое замыкание Z в К; показать, что существует беско- 
нечно много (максимальных) идеалов в А’, лежащих над максимальным 
идеалом (р) кольца целых чисел Z. 


ЧТ 7) Пусть À — целостное нётерово кольцо и А’— его целое замыкание. 
Показать, что для любого простого идеала } кольца А существует лишь 
конечное число простых идеалов из А’ лежащих над yy. (Сначала свести 
доказательство к случаю, когда А — локальное кольцо с максимальным идеа- 


лом }); рассмотреть пополнение А этого кольца и полное кольцо частных В 


кольца А и отметить, что поле частных К кольца А отождествляется с не- 
которым подкольцом кольца В (гл. Ш, $ 3, n° 4, следствие 2 теоремы 3). 
Заметить, что спектр кольца В конечен и, следовательно, В имеет только 
конечное число попарно ортогональных идемпотентов. Пусть, далее, С > A— 
некоторое подкольцо в К, являющееся А-модулем конечного типа и, следо- 


вательно, полулокальное. Установить, что пополнение С кольца С отожде- 
ствляется с некоторым подкольцом кольца В; закончить доказательство, 


заметив, что С представляет собой произведение конечного числа локальных 
колец, причем это число равно числу максимальных идеалов кольца С.) 
Обобщить результат на случай целого замыкания нётерова кольца в его пол- 
ном кольце частных (свести доказательство к случаю редуцированного кольца). 
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8) Говорят, что целостное локальное кольцо является униразветвленным, 
если его целое замыкание представляет собой локальное кольцо. 

а) Пусть А- целостное локальное кольцо, К — его поле частных. Для 
того чтобы А было униразветвленным, необходимо и достаточно, чтобы вся- 
кая А-подалгебра поля К, являющаяся А-модулем конечного типа, была 
локальным кольцом. 

6) Показать, что если пополнение нётерова локального кольна А является 
целостным, то А униразветвленное (если В — конечная А-алгебра, содержа- 


щаяся в К, то показать, что подкольцо поля частных кольца À, порожден- 
ное Ви А, изоморфно кольцу В ®, A; для этого воспользоваться тем, что 


А -— плоский А-модуль, а В содержится в некотором свободном А-модуле 
конечного типа, содержащемся в К; после этого применить пункт а) и след- 
ствие предложения 19 гл. Ш, $ 2, n° 13). 

9) Пусть № -- поле, A’— кольцо многочленов № [Xn], cn OT бесконечной 


последовательности переменных; это целозамкнутое кольцо, поле частных © 
которого равно Κ΄ = ko (Хи) Обозначим через O такой КЮ -автоморфизм 


кольца A’, что 


neN: 


σ (Xon) Su Xon + Xon+1, 0 (Xon+1) ак Xon+1 


при любом п > 0; автоморфизм O и тождественный автоморфизм образуют 
группу Я автоморфизмов кольца А’. Пусть А- кольцо инвариантов группы 
ЯУиК-его поле частных; поле К’ является сепарабельным расширением 
степени 2 поля Ки A’ представляет собой целое замыкание кольца А в Κ΄ 

а) Показать, что А’ является А-модулем, обладающим бесконечным 
базисом. (Если поле ko имеет характеристику, отличную от 2, то надо пока- 
зать, что А является подкольцом в A’, порожденным Xon+1 и произведе- 


1 
ниями Ул! m, где Ул = Хоп ay Xon+1, для n>0, т>0. Если же К имеет 


характеристику 2, то А порождено элементами Хо. | и Hat Mp Mae cg 
при n >0.) 

6) Пусть и’ -— максимальный идеал кольца А’, порожденный всеми Хи, 
и пусть ш= Anm’. Показать, что И! = МА’, что и’ является единственным 
идеалом в A’, лежащим над Ni, и что поля Али и A’/m’ канонически изо- 
морфны. 

в) Пусть \- простой идеал кольца A’, порожденный NXon+, при n > 0, 
и пусть ῥ--.΄ ΠΑ; пусть А, k — поля частных колец A/p и ΑΠ’ соответст- 
венно. Идеал Y является единственным грсстым идеалом кольта A’, лежащим 
над }. Если ko имеет характеристику, отличную от 2, то Rk’ представляет 
собой сепарабельное расширение степени 2 поля К; если же ko имеет харак- 
теристику 2, то k’ представляет собой радикальное расширение бесконечной 
степени поля À. | 

10) а) Пусть A’— кольцо многочленов Ζ [Х, У] от двух переменных и 
о — автоморфизм кольца A’, оставляющий элемент У неподвижным, 
ас (Х) = — X; 0 и тождественный автоморфизм образуют некоторую группу Я 
автоморфизмов кольца A’ и кольцом инвариантов группы Я является кольцо 
-А= [Х2, У]. Пусть y - простой идеал A(Y—2X) up=ANy. Тогда группа 
‘разложения #7 (}’) равна нейтральному элементу. Показать, что A/p и А’/у' 
не изоморфны (рассмотреть тензорные произведения этих колец на кольцо 
7/27). 

6) Пусть К — поле характеристики 2, A’ — кольцо многочленов К [X,Y], 
Я — группа автоморфизмов кольца À’, образованная тождественным авто- 
морфизмом и таким К [У]-автоморфизмом o кольца A’, что в (Х) = — X; 
тогда кольцо инвариантов А гоуппы 9 равно К [Х?, У]. Пусть γ΄ — простой 


‘идеал А’(ХЗ-—У) кольца А’и p=Afy; группа разложения 92 (у) сводится 
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в этом случае к нейтральному элементу, но кольца A/p и A’/p’ He изоморфны. 


Ч 11) а) Пусть А- целозамкнутое локальное кольцо, и — его макси- 
мгльный идеал, К — поле частных, К” — некоторое расширение Галуа поля К 
конечной степени, A’— целое замыкание кольца А в поле К”, и! — какой- 


нибудь максимальный идеал в A’, лежащий над M, В = A? (nt) — его кольцо 
разложения и И=и’ ПВ. Для любого целого R > 0 имеет место равенство 


B=A+n* (рассуждать так же, как в предложении 4). Кроме того, суще- 
ствует такой примитивный элемент Ζ поля Ke (поля частных кольца В), 
что 2+ И; вывести отсюда, что Πῃ A [2] =шА [2]. 

6) Показать, что для любого целого А имеет место равенство mÉB, ПА= 
=m*, (Если xem*B,NA, то заметить, что существует такой элемент 
te A[z] (где Ζ определен в пункте а)), что {un и txem*A [2]; запи- 
сывая t=fo+t;2+ ... +, 277! (где г — степень [KZ : KI), получить OT- 
сюда, что hen и Кеш.) 

в) Предположим теперь, что К’ является произвольным расширением 
Галуа поля К. В тех же обозначениях, что и выше, показать, что по-преж- 


нему выполняются равенства В=А-+и* и m?B,NA=m* (заметить, что 


любой элемент из ΑΖ (m) содержится в кольце разложения идеала WC, 
где С — целое замыкание кольца А в некотором подрасширении Галуа ко- 
нечной степени расширения К’). | 

г) В условиях пункта в) показать, что если кольцо А нётерово, то нё- 
терово и Bn. (Обратить внимание на то, что отделимое пополнение кольца Bn 


относительно ш-адической топологии отождествляется с пополнением А 
La] 

кольца А в силу пункта в); если $: B, -> А — канонический гомоморфизм, 

то показать, что для любого идеала A кольца B, имеет место равенство 


prl(aA)=a, для чего воспользоваться тем фактом, что в А любой идеал 


имеет конечный тип и, в частности, аА порождается конечным числом эле- 
ментов из d, и свести доказательство к случаю, когда К’ является расши- 
рением Галуа поля К конечной степени.) 

12) Пусть К — поле, K’— некоторое расширение Галуа поля К конеч- 
ной степени, С — кольцо многочленов К’[Х, У], В- факторкольцо C/CXY, 
x и у-— канонические образы элементов À и У в кольце В. Пусть A’ — под- 
кольцо К [x] + УК’ [у| кольца В. Группа Галуа Я расширения К” поля К 
действует точным образом Ha А’и кольцо инвариантов А группы Я в À’ 
равно К [x,y]. Пусть $ — множество степеней элемента x в кольце A’. По- 


казать, что S!A=ST!A и что Y не действует точным образом на $1 А”. 


Т 13) а) Пусть К — поле характеристики 0, И — идеал кольца многочле- 
нов К [Х, У, 7], порожденный элементом У? — Х? — 73. Показать, что идеал tt 
прост и что целостное кольцо А=К[Х, У, Z]/n не является целозамкну- 
тым; если X, у, 2— образы элементов À, У, Ζ в А, то элемент {= у/х из поля 


частных L кольца А является целым над À, но не принадлежит А. Пусть 
А’> А- подкольцо К [x, t, 2] поля L, являющееся целым над А. Рассмот- 
рим в А простой идеал }), порожденный элементами XZ—y Hu 2—1 -х, 
и максимальный идеал 9 >}, порожденный элементами X, у, 2—1. С дру- 
гой стороны, рассмотрим в А’ максимальный идеал 9’, порожденный элемен- 
тами X, {+1 и 2—1. Показать, что 9’ лежит над 4, но не существует ни 
одного простого идеала }’< σα’ кольца А’ лежащего над p. (Рассмотреть 
гомоморфизм из ΑΛΛΑ’ в некоторое надполе поля К и показать, что если 
ядро его содержится в 9’, то образ 9’ при таком гомоморфизме обязательно 
равен нулю.) 

6) Пусть A’ — факторкольцо кольца многочленов Z [X] по идеалу ип, поро- 
жденному элементами 2X и X?—X, и пусть х- образ элемента À в À’; 
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кольцо А’ цело над Z, но число 2 является делителем нуля в A’. Пусть 
|’ — простой идеал кольца А’, порожденный числом 2 и элементом Xx — I. 
Тогда “Пй=217; если } — простой идеал (0) в Z, то показать, что не суще- 
ствует ни одного простого идеала ~’ CQ’ в A’, который лежал бы над yp. 

в) Пусть К — поле, и— идеал кольца многочленов К [Х, У, 7], πορο- 
жденный элементами Х?, ХУ. XZ, YZ-Y и 22-1; А’- факторкольцо 
К [Х, У, Zn, x, у, z— образы элементов Х, У, Ζ в A’, À — подкольцо К [х, у] 
кольца À’; кольцо A целозамкнуто в своем полном кольце частных, а А’ цело 
над А. Рассмотрим в А простой идеал }), порожденный элементом X, и мак- 
симальный идеал 4, порожденный элементами X и y. С другой стороны, 
рассмотрим в А’ максимальный идеал 9, порожденный элементами X, у, 2; 
показать, что 9’ лежит над 4, но не существует простого идеала у’ < η’, 


лежащего над Ὁ (метод TOT же, что и в пункте а) ). 
* Дать геометрическую интерпретацию примеров а) и в). „ 


Т 14) a) Пусть А- подкольцо некоторого поля К, x — ненулевой эле- 
мент из К. Показать, что если х не является целым над А, то существует 
максимальный идеал в A[x—!], содержащий x—!, и что для всякого макси- 
мального идеала ut в А[х-|, содержащего x—!, идеал АП и! максимален 
в À (обратить внимание на то, что X не принадлежит кольцу А [χ-|}). 

6) Пусть À — целостное локальное кольцо, и! — его максимальный идеал, 
К — некоторое поле, содержащее À, и А-— поле вычетов кольца А. Пусть 
x=K-— такой элемент, что x 66 À u ΧΓῚ GA, и предположим, что А цело- 
замкнуто в кольце А [х]. Показать, что существует гомоморфизм А-алгебр 
А [x] > Е [Х]|, который продолжает канонический гомоморфизм À —> Καὶ и кото- 

п 


рый переводит x в À. (Нужно доказать, что если 2: a,x' = 0, где a, ЕЛА 


i=0 
для всякого i, TO все а, принадлежат nt. В противном случае имело бы 
место соотношение аих”-Р+ ... а, = — (арх + ... + αοχ-Ρ), где 


ар — обратимый в А элемент; воспользовавшись упражнением 5 $ |, пока- 


зать, что общее значение: $ обеих частей этого равенства принадлежит 
кольцу А, и, применив а), показать, что тогда обязательно 6 = ш; получить 
отсюда, что x”! должен быть целым над À, a это противоречит условию.) 

в) В предположениях пункта 6) показать, что идеал HA [x] кольца A [x] 
прост, но не максимален. 

15) Пусть А- кольцо, }— простой идеал в А. Показать, что в кольце 
многочленов В = A[X] идеал ÿB = Q прост; максимальный идеал локального 
кольца B, равен pB,; если Е — поле частных кольца A/p, то B,/pB, изомор- 


фно полю рациональных дробей k(X). Если А целозамкнуто, то целозамк- 
нуто и B,. 


16) Пусть А-— целостное кольцо, К — его поле частных, К” — некоторое 
расширение конечной степени п поля К, A’— подкольцо поля К”, содер- 
жащее A, поле частных которого совпадает с K’ и которое является целым 
над А. Пусть ш-— максимальный идеал кольца A, В — локальное кольцо 
А [Х] вах (упражнение 15). 


a) Подкольцо В’ = В [А'] поля К’(Х) nero над В; его поле частных равно 
К’(Х) и [К’(Х): К (Х)] =n. - 

6) Для любого максимального идеала и!’ кольца A’, содержащего nı, 
идеал И’ = и’В’ является максимальным в В’; если положить И = Π1Β, то 
KA) : (Ал) ] = [(В’/т’) : (B/n)] и [(А’/иг): (Али) = [(В’/и’) : (B/n)]s. 
(Заметить, что (А’/иг) © „В изоморфно полю (А’/иг) (X), и вывести отсюда, 

что B’/n’ изоморфно (А’/иг) (X).) 
в) Отображение иг -» и’В’ является биективным отображением множе- 
ства максимальных идеалов кольца A’, содержащих ш, на множество мак- 
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д 


симальных идеалов кольца Β΄; обратное биективное отображение предста- 
вляет собой отображение п’ -» и’ ῃ Α΄. 


- ЧТ 17) a) Пусть К — бесконечное поле, Е — сепарабельное алгебраическое 
расширение поля К конечной степени и g — некоторый многочлен из К [X]. 
Показать, что существует такой элемент x = EF, что Е=К(х) и что мини- 
мальный многочлен элемента X над полем К взаимно прост с многочленом g 
(рассуждать так же, как в предложении 12 из Алгебры, гл. У, $7, n°7). 


6) Пусть k -- поле, А — некоторая примарная А-алгебра (гл. ТУ, $ 2, ynpa- 


жнение 32) и ш—ее максимальный идеал. Если А/ш есть трансцендентное 
расширение поля À, то в кольце А существуют элементы, не являющиеся 
алгебраическими над К. Если Аи — алгебраическое расширение поля ku 
если d-— целое число, не превосходящее сепарабельную степень поля A/m 
над k (следовательно, 4 может быть любым целым числом, если эта сепара- 
бельная степень бесконечна), то показать, что в А существуют элементы, 
степень минимальных многочленов которых над А не меньше 4. Если, кроме 
того, А/ш не является сепарабельным над k или если ш=0, то в А суще- 
ствует элемент, минимальный многочлен которого над À имеет степень > 4. 
(Когда Али не сепарабельно над k, надо применить упражнение 5 из Алгебры, 
гл. \, $ 8. Если же A/nt сепарабельно и имеет степень d над À, а элемент 
хе таков, что его класс & = Али является примитивным элементом в Али, 


и многочлен [Е k[X]—ero минимальный многочлен, то показать, что 
Т (=) 0, и вывести отсюда, что если у == 0 — какой-нибудь элемент из NI, 
то f(x +y) #0.) 

в) ГГусть А — бесконечное поле, А — некоторая А-алгебра, являющаяся пря- 
мым гроизведением г примарных алгебр А; (1< i Lr), пусть my — макси- 
мальный идеал в А;, dj — целое число, не превосходящее сепарабельной сте- 
пени поля Айиц над k, если А; алгебраично и если эта степень конечна, 
и являющееся произвольным целым числом в противном случае. Показать, 
что в À существует элемент, который ‘либо не является алгебраическим 


, Г 
над К, Либо его минимальный многочлен над À имеет степень > br dj; если, 
i=1 
кроме того, один из идеалов Il; отличен от нуля или если одно из полей 
Аи: не является сепарабельным алгебраическим расширением поля À, то 
в А существует элемент, который либо не является алгебраическим над k, 
ἡ 
„либо его минимальный многочлен над К имеет степень > 2 d; (воспользо- 
Ä i=! 

ваться пунктами а) и 6) ). 

18) Пусть A— целозамкнутое локальное кольцо, К — его поле частных, 
Hl — его максимальный идеал, R= Али — его поле вычетов. Пусть К” — алге- 
браическое расширение поля К конечной степени n, A’ — некоторое подкольцо 
в К’, содержащее А, целое над А и для которого К’ служит полем частных, 


nt; (Ες ἐξ) — максимальные идеалы з A’. Говорят, что идеал ш неразвет- 
р fe » 
влен в А’, если существует базис (Wii <icn поля К’ над К, образованный 
/ ze 
элементами из A’ и дискриминант которого Der (в, +++) W,) (Алгебра, 
гл. ΙΧ, $ 2) принадлежит множеству А--шщ. 


а) Показать, что если идеал nt неразветвлен в A’, то К’ является сепа- 
рабельным расширением поля К, A’— целым замыканием кольца А в поле 
К’ и представляет собой свободный А-модуль, любой базис которого над 
А является базисом расширения К’ над К. Идеал nA’ представляет собой 
‘радикал кольца A’ и факторкольцо A’/ntA’ является полупростой Ё-алгеб- 
рой ранга ñ над полем А, сепарабельной над А и являющейся прямой суммой 
‘полей A’/in}. 
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/ / 
6) Пусть 4, — сепарабельная степень поля À An} над Али. Показать, что 


если К бесконечно, то У а: < п (воспользоваться упражнением 17в)); кроме 
i 
TOPO, эквивалентны следующие условия: 
а) идеал Nt неразветвлен в A’; 
В) А’ является А-модулем конечного типа и А’/мА’ является полупро-. 
стой К-алгеброй, сепарабельной над К; 


к 

у) >) ain. 

i=! 

(Чтобы установить, что из В) следует Y), надо заметить, что сущест- 
вует система образующих А-модуля A’, классы которых mod и! А’ образуют 
базис алгебры А’/шА” над Κα, и воспользоваться следствием 2 предложения 4 
гл. II, $3, n°2; вывести отсюда, что [К’: К] < [(А’/ш.’): k]. Чтобы уста- 
HOBHTB, что из γ) следуел 9), надо, воспользовавшись упражнением 17в), 
показать, что существует базис алгебры А’/шА’ над №, образованный степе- 


нями & некоторого элемента & (OM i<n-—1); если хе= A’ -- некоторый элз- 
мент из класса & то вывести, что дискриминант Dik (лет i 


надлежит множеству А — т.) Привести пример, когда K’ сепарабельно над К, 
А’ А’ = Au и А’ не является А-модулем конечного типа (ср. упражне- 
ние 9B)). | 

в) Распространить результаты пункта 6) на случай, когда А является 
конечным (в обозначениях упражнения 16 показать, что если И неразветвлен 
в В, то ш неразветвлен в A’; приняв во внимание тот факт, что В/и бес- 
конечно, воспользоваться упражнением 16в) и получить тем самым такой 
элемент Ze В’, что 


De (х/к (x) (1, 2, ...; αἼ--1} ΕΞ Β —-n; 


показать, что можно считать г многочленом из Α΄ [Χ] и, представляя пре- 
дыдущий дискриминант как многочлен от Х, доказать существование системы 
из п элементов W, (l<i<n) кольца À, для которой Der (=, N w ) = 
= А- и). 

Ч 19) Пусть А — целозамкнутое кольцо, К — его поле частных, К’ — алге- 
браическое расширение поля К конечной степени п, А’— подкольцо в Κ΄, 
содержащее À, целое над А и поле частных которого совпадает с К”; если 


» / / 
p— простой идеал в A, то через Ay обозначается кольцо частных кольца À, 
знаменатели которого лежат в системе А—)}, Говорят, что pP неразветвлен 
7 
в A’, если идеал YA, неразветвлен в Ay. 


а) Пусть р; (1 ir) — простые идеалы кольца À”. лежащие над ). 


VA EE 4 
Пусть 4; — сепарабельная степень поля частных кольца A’ly; над полем 


Г 
частных кольца A/p; показать, что > 4; < п. (Свести к упражнению 18.) 
i=! 
6) Следующие условия эквивалентны: 
a) идеал pP неразветвлен в кольце A’; 
В) кольцо А’ содержит некоторый базис поля К” над К, дискриминант 
которого принадлежит А — }; 
Ä 
у) имеет место равенство ρα dj =n. 
i=] 
В частности, если r=N, то идеал 1) неразветвлен в A’. 
Привести пример, когда }) неразветвлен в A’, но само A’ не является 
А-модулем конечного типа (ср. с упражнением 9a)). 
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в) Говорят, что кольцо А неразветвлено в A’ (или в поле К’), если лю- 
бой простой идеал из А неразветвлен в A’. Показать, что тогда А’ является 
строго плоским А-модулем (ra. II, $3, n° 4, следствие предложения 15). 
Пусть К” — алгебраическое расширение поля К” конечной степени 71; пусть 
Α΄ -- целое замыкание кольца А в Κ΄ А” — целое замыкание кольца А’в К”; 
для того чтобы А было неразветвлено в À”, необходимо и достаточно, чтобы 
А было неразветвлено в А’и чтобы A’ было неразветвлено в A”. | 

г) Пусть k— поле, А- целозамкнутая К-алгебра и К —ee поле частных. 
Пусть k’ -- сепарабельное алгебраическое расширение поля k конечной сте- 
пени и над №. Показать, что если k’® RK является полем, то А неразвет- 
влено в k’® 2K (рассмотреть примитивный элемент x поля А’ над k и базис 


поля k 6 вК над К, образованный степенями x! для O<i<n-—|). 
20) Пусть A— целостное кольцо, определенное в гл. III, $ 3, упражне- 
ние 156), С — локальное кольцо Ак, И = NIA, — максимальный идеал кольца С, 


[. — поле частных кольца А и кольца С. Если x, у- канонические образы 
элементов À и У в С, то показать, что [= у/х не принадлежит С, но РЕ С, 
так что С не является целозамкнутым. Кроме того, С’=С [2] есть целое 


замыкание кольца С и оно изоморфно кольцу SR [Т] (T — переменное), где 
$ — мультипликативная система кольца К [Т], образованная многочленами, 
которые не делятся ни на Г-1, ни на 7 +1. Показать, что С’ является 
С-модулем конечного типа и что идеалами (максимальными) в С’, лежа- 
щими над N, являются главные идеалы 91 = (Ё—1) С’и 92 = (+ 1) С’, однако 


/ I 
локальные кольца Ps H LE не являются целыми С-алгебрами. 


21) Пусть А - целозамкнутое кольцо, содержащее поле 9, К —его поле 
частных, L — некоторое алгебраическое расширение поля К, В — относитель- 
ное целое замыкание кольца А в L. Показать, что для любого идеала a 
кольца А имеет место равенство АП аВ = 4. 


Т 22) Пусть А- целостное нётерово кольцо, К-— его поле частных, 
А’— подкольцо в К, содержащее А. Предположим, что А целозамкнуто в A’ 
и что для любого простого идеала }} кольца А существует простой идеал yy’ 
в A’, лежащий над yp. Тогда А’=А. (Рассуждать от противного: пусть 
хе А’ПСА, и пусть а= АП (х-14А); à есть идеал, отличный от А. Пусть 
p — простой идеал, ассоциированный с A/a; кондуктор 6 =а:}] в этом случае 
отличен от a (гл. IV, $1, n° 4, предложение 9) и, следовательно, сущест- 
вует такой элемент уе, что xy Аи xyp CpA’ NA=yY; получить отсюда 
противоречие.) 


$ 3. Алгебры конечного типа над поле 


1. Лемма о нормализации 


В этом и следующем пунктах через Ё обозначается некото- 


рое поле. 
ТЕОРЕМА 1 (ЛЕММА Oo НОРМАЛИЗАЦИИ). Пусть À — некоторая 
k-aneeöpa конечного типа и 1% C%C... са, -— конечная воз- 


растающая последовательность идеалов кольца À, для которой 
р >11 ua, A. Тогда существует конечная последовательность 


(Xi), <;<„ элементов кольца À, алгебраически независимых над R 
(гл. III, 8 1, n° 1) u таких, что: 
а) кольцо А целое над кольцом В=Е[х, ..., Χη]; 
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6) для любого |, удовлетворяющего неравенствам Is IP; 
существует такая возрастающая последовательность K(j)<;<p 


целых чисел, что для всякого | идеал я; [] В кольца В nopo- 
ждается элементами Χι, +++, Χῃ цу. 


Прежде всего заметим, что достаточно доказать теорему 
для случая, когда кольцо А является алгеброй многочленов 
[У ..., Ym]. Действительно, в общем случае А изоморфно 
факторалгебре такой алгебры А” по некоторому идеалу A; обо- 


значим через а, прообраз идеала a, в A’ и предположим, что 
элементы x; (1<1<г) кольца А’ удовлетворяют условиям, 


перечисленным в формулировке теоремы, но для случая кольца Α’ 
и возрастающей последовательности идеалов и сис... < δος 


Тогда образы x, элементов X’, в кольце А для 1» π(0) удовле- 


творяют требуемым условиям; это очевидно для условия 6), 
а для условия а) это вытекает из предложения 2 $ 1, n° 1; 
наконец, если бы x; (A(0)+1<i<r) не были алгебраически 
независимыми над À, то существовал бы многочлен 
QEk[Xn +1, ---, Xr], отличный от нуля и такой, что 


/ / / Pek / 11. 
Q(x, μι»  X) HN B, если считать, что В = kix,, IR Ach 
HO по условию любой элемент из & [| В’ может быть записан 
единственным образом как многочлен OT x; (1<j<r) с коэф- 


фициентами в À, причем каждый одночлен-слагаемое этого 
многочлена содержит по крайней мере один из элементов х, 


для |<] < (0); мы приходим к противоречию, что и требова- 
лось для завершения доказательства. 

Будем, следовательно, на протяжении всего доказательства 
предполагать, что A=R[Y,,..., Vm], и рассуждать индукцией 
по р. 
А) p=1. Рассмотрим два случая: 

Al) Идеал a, является главным и порождается некоторым 
элементом X, ER. | 

В этом случае x, = P(Y,,..., Ум), где P — некоторый MHOTO- 
член, отличный от константы. Мы сейчас увидим, что при под- 
ходящем подборе целых чисел г;>0 кольцо А оказывается 
целым над B=k[xX,, хо, ..., Xml, где 


D 


x,=Y,-Y% (2<i<m). (1) 


Для этого достаточно выбрать г; так, чтобы элемент У, был 
целым над В ($ 1, n° I, предложение 4). Но имеет место соот- 
ношение 


P(Y, х,+ ΥΕ, ..., x, +Yim)—x = 0. (2) 


410 ЦЕЛЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ | ГЛ. V, $3 


Пусть Р = 2 ar", tre p= (pire) Pi — целые неотри- 


цательные een Υ ΥΠ... Ут, a — некоторые ненулевые эле- 


менты из À и по крайней мере один из индексов р отличен OT 
(0, ..., 0); соотношение (2) расписывается так: 


Σ ат! ία; + у’) Ες Ge + Υπ =, (3) 


Положим j(p) = p, + roPo + ... +гирт и допустим, что г, 
выбраны так, что все числа [(р) различны (достаточно взять, 
например, г; =й', где h — некоторое целое число, строго боль- 
шее, чем все р; (Теория множеств, гл. Ш, 8 5, n° 7, предложе- 
ние 8)). Тогда существует, и притом единственная, система 


р = (ри, ..., Pm), такая, что число [(p) максимальчо; соотноше- 
ние (3) расписывается теперь так: 
ayie+ 3 Q .... Х )У!=0 (4) 
i <f (p) ART EE 
где О, — многочлены из R[Y,, ..., Ym]; поскольку элемент ар 0 


обратим в À, соотношение (4) представляет собой уравнение 
целой зависимости с коэффициентами в В, откуда следует 


утверждение. 
Поле частных Rk(Y,,..., Ym) кольца А является, следова- 
тельно, алгебраическим над полем частных R(x), ..., Xm) 


кольца В, откуда получается (Алгебра, гл. У, $5, n°3, тео- 
рема 4), что x; (1<i< т) алгебраически независимы. Кроме 
того, Я, [| В = Bx,; действительно, любой элемент 2 ==, [] В за- 
писывается в виде 2=x,2, где 2Æ= АПА(х,, ..., Xm); ΗΟ 
ПЕ, es Хуй, ss a2, так. как кольцо В цело- 
замкнуто, ($ 1, n°3, следствие 2 предложения 13); следова- 
тельно, == В, что и доказывает свойства 3) и 0) B рассматри- 
ваемом случае. 

_А2) Общий случай (p = 1). 

Проведем индукцию no m; случай m=O тривиален. Оче- 
видно, что можно предположить, что A, == 0 (в противном слу- 
чае можно положить %=Y, для 1 << т и 1 (1) =0). Пусть 
X), — ненулевой элемент из @; в силу случая Al), существуют 


такие fo, ..., tm, ЧТО элементы X,, La, ..., Im алгебраически не- 
зависимы над À, кольцо А- целое над С=А[хь, to, ..., (ml Ἡ 
xANC=x,C. В силу предположения ‘индукции, существуют 
такие элементы хо, ..., Хш кольца Κ[ίο, ..., | и такое целое 
Bee h, что кольцо Е, ..., ἴπι]. является целым -над 

= k[x,, ces Xml, №» ++, Xm алгебраически независимы над À, 
а iPr: a, ῃ В” порождается набором ον ..., Xp. Тогда С является 
пелым над B=k[x;, %, τ... Χμ] ($ 1, n° 1, следствие предле- 


жения 5), а потому то же верно. и для А ($ 1, n°1, предло- 
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——— 


жение 6); рассуждение, аналогичное проведенному в случае Al), 
показывает, что элементы х|,..., Хи алгебраически независимы 
над À; наконец, поскольку х ЕЯ и B=B’[x,], имеют место 
равенства я, [|] В = Вх, + (а, - В’), и поскольку αι В” поро- 
ждается (в кольце В”) элементами хо, ..., X, идеал а, ῃ В по- 
рождается (в кольце В) элементами X, Xo, ..., Xp. 

Б) Переход от p—1 к р. 

Пусть &, ..., ш- элементы кольца A, удовлетворяющие 
условиям теоремы применительно к возрастающей последова- 
тельности идеалов WC... CA,-ı; положим г=й(р-|). 


В силу A2), существуют такие элементы х,+1,..., Xm Кольца 
Е [1 ..., tm] И такое целое число $, что кольцо 


C=kllz BER т] 


является целым’ над B'=kÎx,,,, «-.; Xml, Xpap + - в, Хи алге- 
браически независимы над À и идеал а,[] В” порождается на- 


бором х,.1,..., Xs Положив x,;=t; для ir, мы получаем 
семейство Kızicmw удовлетворяющее требуемым условиям 
при h(p)=s. Действительно, À nero над СЕ, ..., &|= См, ..., x,] 
H, следовательно, “над В =, ..., Χαι|-:Β᾽|Χι, .... Κρ}, так 
как С является целым над кольцом В’ ($ 1, n° 1, следствие 
предложения D и предложение 6); так же, как в случае Al), 
доказывается, что элементы х; алгебраически независимы над К. 
С другой стороны, при | <р-—1 идеал 


a; R[x, ss Ay, brats res т] 


является по условию множеством многочленов OT Χι,..., Xp, 
lois +++, tm, BCE одночлены которых содержат один из элемен- 
тов X], ..., Хи (у); Так как X,4 1, ..., Xm ЯВЛЯЮТСЯ МНОГОЧЛенами 


OT trai, ..., tm © КОэффициентами в À, мы видим, что некото- 
рый многочлен OT X, ..., Х,, Ле, ..., Xm (© коэффициентами 
из À) может принадлежать идеалу Aj; только в том случае, если 
все его одночлены содержат один из элементов χι, ..., Xp (у. 
Наконец, поскольку X], ..., X, принадлежат A,_, и, следова- 


тельно, идеалу Δρ, идеал a,{) B’[x,, ..., x,] образован много- 
членами от х,,..., X, с коэффициентами из В’, свободные 


члены которых принадлежат а, [|] В”; следовательно, этот идеал 
порожден элементами X15 eeey χε, Xr+1; ...у Am: 


ΟΠΕΛΟΤΒΜΕ 1. Пусть А- целостное кольцо, В — некоторая 
А-алгебра конечного типа, содержащая А в качестве подкольца. 
Тогда существует такой элемент $ == 0 кольца А и такая под- 
алгебра В’ кольца В, изоморфная алгебре многочленов 
АУ, ..., Υπ], что кольцо Β[5-}} (ra. I, $2, n° 1) является 
целым над В’ [5-ῃ]. 


412 ЦЕЛЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ ГЛ. У, $3 


Положим $=А- {0}, и пусть R= $ 'А-— поле частных 


кольца A; ясно, что $`'В является Ё-алгеброй конечного типа 
и, поскольку она, по условию, содержит Rk (гл. Il, $2, n° 4, 
теорема |), она не сводится к нулю. В силу теоремы | (при- 
менительно к случаю p = | ua, =0), существует, следовательно, 
некоторая конечная последовательность (X) <;<) элементов 


τη 
кольца $ В, алгебраически независимых над À и таких, что 
—] 
$ В является целым над R[x), ..., x,]. Пусть hs 
какая-нибудь система образующих А-алгебры В; в кольце в 


каждый из элементов 21/1 удовлетворяет некоторому уравне- 
нию целой зависимости 


DT + 2) Ры(хь ..., Xn) (21 =0, (5) 
h<a; 
где Р,; — многочлены OT X, с коэффициентами в À. Существует 


такой элемент $520 кольца A, что можно записать X, -Ξ/1/5, 
где у; = В, для | Lin, а все коэффициенты многочленов Ри 
имеют вид c/s, где се= À; наконец, заменяя при необходимости $ 
на произведение элементов. из $, можно предположить, что 
в кольце В имеет место соотношение 


4; Kr 
527+, =. Q,,2; =0, (6) 


где Q,; — многочлены OT Yı, ..., И, с коэффициентами в A; если 
положить 2, = SZ, то станет ясно, что при домножении (6) на 
qg;—1 7 ΄ 

δ) элемент 2; оказывается целым над B=Aly, ..., y,]. По- 
кажем, что элементы у; алгебраически независимы над À; дей- 


р 
ствительно, если выполняется соотношение вида 2 ау! ...У,п=0 
р 


при аре=А для любого р, то из него получается, что 
£ hs F ... 

Dax": ... п = 0 в кольце 5 'В, где а, = ashi" *Pn B k: по 

p 


условию, в силу сказанного, а, =0 при любом р, откуда а, --0 


для любого р. Кроме того, в кольце Β[5-] каждый эле- 
мент 27/1 является целым над В” [$1] (8 1, n° 1, предложение 2); 
поскольку z,/1=(2;/1)(1/s) в В [5-7], мы видим, что элементы 2,1 
являются целыми над В’[5 ']; это завершает доказательство 
($ 1, n° 1, предложение 4). 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть К — поле, А - некоторое подкольцо в К 
и [- поле частных кольца А. Если К является А-алееброй 
конечного типа, то степень [К :L] конечна и в кольце A суще- 
ствует такой элемент а 52 0, что L=Alar!]. 
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Действительно, из следствия | вытекает, что существуют 
такие элементы X,,..., X, поля К и такой элемент а =0 
кольца A, что элементы Χι, ..., X, алгебраически независимы 
над À (и, следовательно, над L) и кольцо К цело над подколь- 
цом A[x,,..., x,, a7!]. Следовательно, из леммы 2 $ 2, n° 1, 
получается, что кольцо A[x,,..., x,, а | является полем. Ho 
единственными обратимыми элементами кольца многочленов 
CI[Y,, ..., Y,] над целостным кольцом С являются элементы 
самого кольца С; применяя это замечание к случаю С = A [a], 
мы видим, что обязательно должно выполняться равенство 
п=0 и что кольцо Ala”!] является полем, равным полю L 
в силу определения этого последнего. Поскольку К nero над L 
и является /[-алгеброй конечного типа, степень [К : [] конечна 
($ 1, n° 1, предложение 4). 


СлЕеДСТВИЕ 3. Пусть А- целостное кольцо, В — некоторая 
А-алгебра конечного типа, ὦ — некоторый элемент кольца В, для 
которого zb" = 0 при любом 2 Æ 0 us А и любом целом п> 0. 
Пусть о: А-> В — канонический гомоморфизм. Тогда существует 
такой элемент a 0 в кольце А, что для любого гомомор- 
физма | кольца А в некоторое алгебраически замкнутое поле L, 
при котором [(а) == 0, существует гомоморфизм © кольца В 
в L, при котором 5 (5) 5:0 и f=goo. 

Из предположения 06 элементе В следует, что если п — кано- 
нический гомоморфизм x—x/l кольца В в Blo™'|, TO TOMO- 
морфизм hop кольца A в кольцо B[b~'| инъективен. Поэтому, 
в силу следствия 1, существует такой элемент а 0 в Аи 
такое подкольцо В’ в Blo], что кольцо Bb”, a”! является 
целым над В’[а', а В’ изоморфно алгебре многочленов 


А[У,,..., Y,]. Пусть Г—гомоморфизм кольца А в некоторое 
алгебраически замкнутое поле [, при котором [(а) 56 0; по- 
скольку существует гомоморфизм кольца A[Y,, ..., Y,] в поле [, 


продолжающий ], существует гомоморфизм | кольца В’ BL, 
продолжающий Г. Так как |’ (а) #0 в поле L, существует такой 
гомоморфизм [” кольца B’[a-!] в L, что 

I” (x/a") = f(x) - (F(a) 
для любого хе В’ и любого n>0 (гл. II, $2, n° 1, предложе- 


ние 1). Наконец, в силу того что кольцо Blom, a” |] целое над 


B’[a”!], существует некоторый гомоморфизм |” кольца 
Blo’, a 18.1. продолжающий f” ($2, n° 1, следствие 4 Teo- 
ремы 1). Если j: х-—>х/1 — канонический гомоморфизм кольца В 
В B[b”", a”'|, το отображение g=/’’ oj удовлетворяет постав- 


ленным требованиям, ибо [(6) —обратимый элементв В [6 а |] 
и, следовательно, |" (](6)) == 0 в L. 
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Отметим, что если в следствии 3 предположить, что кольцо В 
целостное и ACB, то предположение, сделанное относительно 
элемента 6, эквивалентно тому, что В ¥ 0. 


2. Целое замыкание алгебры конечного типа над полем 


ТЕОРЕМА 2. Пусть A— целостная k-aneeöpa конечного типа, 
К — ee поле частных, A’ — целое замыкание кольца А в поле Κ΄’, 
являющемся алгебраическим расширением конечной степени 
поля К. Тогда А’ представляет собой А-модуль конечного типа 
и К-алгебру конечного типа. 


Согласно теореме |, существует подалгебра С в А, изоморф- 
ная алгебре многочленов k[X,,..., X„] и такая, что алгебра 
А — целая над С; кольцо A’ является, очевидно, целым замы- 
канием кольца С в поле Κ’ ($ 1, n°1, предложение 6); следо- 
вательно, можно ограничиться случаем A=R[X,, ..., X,]. Пусть 
N — расширение типа Галуа поля К” (в некотором алгебраиче- 
ском замыкании поля К”), порожденное полем К”; оно пред- 
ставляет собой алгебраическое расширение конечной степени 
поля К (Алгебра, гл. У, $6, n°3, следствие | предложения 9). 
Достаточно доказать, что целое замыкание В кольца А в поле N 
является А-модулем конечного типа, так как A’ представляет 
собой А-подмодуль кольца Ви А- нётерово кольцо (гл. ITI, 
$2, n° 10, следствие 2 теоремы 2). Значит, можно ограничиться 
случаем, когда К’— расширение типа Галуа поля К. В этом 
случае известно (Алгебра, гл. У, $ 10, n°9, предложение 14), 
что К’ является расширением Галуа (конечной степени) неко- 
торого радикального расширения К” (конечной степени) поля К. 
Если А” — целое замыкание кольца А в К”, то A’ — целое 
замыкание кольца А” в поле К’ и достаточно доказать, что А” 
является А-модулем конечного типа, а А’ является А”-модулем 
конечного типа. Однако, если уже доказано, что А” является 
А-модулем конечного типа, то это кольцо оказывается нётеровым 
и целозамкнутым по определению; тот факт, что A’ есть А”-мо- 
дуль конечного типа, будет вытекать из следствия | предложе- 
ния 18 $ 1, n°6. 

_ Следовательно, мы видим, что можно ограничиться случаем 
A=RIX,,..., X,], считая К’ радикальным расширением конеч- 


ной степени поля K=kR(X,,..., X,). Тогда К’ порождено неко- 
торым конечным семейством (Y;), <;<,„, M существует такая сте- 
> Se 


пень 4 характеристической экспоненты поля À, что {ΕΞ 
e=k(X,,..., X,). Пусть с; (1 Sj <r) — коэффициенты числите- 
лей и знаменателей тех рациональных дробей от переменных 
X,,..., À», которые равны элементам y? (1<i< M). Тогда К” 
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== ss 
содержится в расширении L=k (x7 ESC ΧΡ ve Fa 


= k (οὔ 4 А ) (все происходит в некотором алгебраиче- 
ском замыкании поля К’) и А’ содержится в целом замыка- 
нии В’ кольца А в поле L’. Но Rk’ алгебраично над À; следо- 
вательно, C’=k’[X,, ..., X,| является целым над À ($ 1, n°1, 


> 
предложение 5); так как Pape) a en Ue | целозамкнуто ($ 1, 
n° 3, следствие 2 предложения 13), то это кольцо представляет 
собой целое замыкание кольца С” в поле L’; следовательно, 
OHO же будет и целым замыканием кольца А в поле L’ 


—1 
RR р, предложение 6); другими словами, В’ = κ’ | ХЗ ur 
..., X) |. Ho очевидно, что В’ является С’”-модулем конечного 


типа ($ 1, n°1, предложение 4), и так как К’ — расширение 
конечной степени поля À, C’ является А-модулем конечного 
типа; следовательно, В’ является А-модулем конечного типа; 
так как À нётерово и A’ CB’, то А’ представляет собой А-мо- 
дуль конечного типа. 


3. Теорема о нулях 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть А — некоторая алгебра конечного типа 
над полем Καὶ и L— алгебраическое замыкание поля k. 

(i) Если А = {0}, то существует некоторый Е-гомоморфизм 
алгебры А в поле L. 


(ii) Пусть |, Б- два Е-гомоморфизма из А в L. Для того 
чтобы |, u ἦν имели одно и το же ядро, необходимо и доста- 
точно, чтобы существовал такой Е-автоморфизм $ поля L, что 
[ο -- 55ο ᾖ. 

(iii) Пусть à — какой-нибудь идеал кольца А. Для того чтобы 
идеал À был максимальным, необходимо и достаточно, чтобы 
он служил ядром некоторого К-гомоморфизма кольца А в поле L. 

(iv) Для того чтобы некоторый элемент x кольца А удовле- 
творял равенству | (x) =0 при любом К-гомоморфизме | кольца A 
в поле L, необходимо и достаточно, чтобы элемент X был HUND- 


потентным. 


Утверждение (!) вытекает из следствия 3 теоремы 1 n°1, 
примененного к случаю, когда А заменено на К, 6 —на единич- 
ный элемент из В mu f—Ha каноническое вложение поля À 
в расширение L. 

Если |-— некоторый А-гомоморфизм кольца А в L, то f(A) 
является подкольцом в L, содержащим k; поскольку L— алге- 
браическое расширение поля К, το (A) — поле (Алгебра, гл. V, 
$ 3, n°2, предложение 3), и если а— ядро гомоморфизма |, TO 
A/a изоморфно (À) и, следовательно, является полем; это 
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означает, что идеал я максимален. Обратно, если À — макси- 
мальный идеал кольца À, то из (1) следует, что существует 
некоторый А-гомоморфизм из A/a в L, а потому. и К-гомомор- 
физм из А в L, ядро b которого содержит A; HO так как 
а — максимальный идеал, b=a. Этим доказано (iii). 

Докажем (ii). Если $ —некоторый К-автоморфизм поля Г, 
при котором /,=so/,, то ясно, что гомоморфизмы |, и р имеют 
одно и TO же ядро. Обратно, предположим, что |, и р имеют 
одно и TO же ядро. Тогда существует такой КА-изоморфизм So 
поля | (А) на поле р (А), что = Spo 5; но в силу предложе- 
ния 7 из Алеебры, гл. V, $6, n°3, отображение sy продол- 
жается до некоторого -автоморфизма $ расширения L и, сле- 
довательно, р=5о].. 

Наконец, если хе Ар-— такой элемент, что х”=0, то при 
любом А-гомоморфизме [ кольца А в поле L имеет место ра- 
венство (/(x))” =/(x")=0; следовательно, [(x)=0, так как 
[. — поле. Обратно, пусть элемент X E А не нильпотентен. Тогда 
А[х-\ является А-алгеброй конечного типа (и, следовательно, 
k-anre6poñ конечного типа), не равной нулю (гл. II, $2, n°1, 
замечание 3); следовательно, в силу (i), существует Κ-ΓΟΜΟΜΟΡ- 
физм g кольца А[х- 1] в L. Если |: A—A[x~'] — канонический 
гомоморфизм, то {= Loi является К-гомоморфизмом из А в À, 
и f(x) в (Их) = g (x/1) g (Их) = & (1) =1, откуда f(x) #0. 

Пусть А—поле и Г -—некоторое надполе Е; говорят, что 
некоторый элемент Χ-Ξ(αΧι,..., X,) из L” является нулем в L” 
некоторого идеала τ кольца многочленов k[X,,..., X,], если 


Re PR Srey О 
при любом P et. 


ЛЕММА 1. Пусть А-алгебра конечного Tuna над полем Rk, 
(Qi), <‚<„- Некоторая система образующих этой алгебры, t — 
идеал о алгебраических соотношений между элементами а; 
с коэффициентами в Е (Алгебра, гл. IV, 8 2, n°1). Toeda для 
любого надполя L поля k отображение | —(f(a;)), <<» Является 


биективным отображением множества k-eomomopbusmos из A 
в L на множество нулей идеала τ в модуле L”. 


Существует гомоморфизм k-anre6p h алгебры Κ[Χι,..., X,] 
на A, и притом единственный, для которого Й(Х;) =а; при 
| <1=—< 1, и идеал т по определению служит ядром. гомомор- 
физма h. Отображение [—[oh является биективным отобра- 
жением множества К-гомоморфизмов кольца А в поле L на 
множество А-гомоморфизмов кольца Κ[Χι,..., X,] в поле Г, 
равных нулю Ha г. Для любого многочлена РеЕР[Х|,..., X,| 
и любого элемента X=(x),..., X,) = [" положим hx(P)=P (x); 
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тогда отображение x—h, будет биективным отображением 
модуля L” на множество ®-гомоморфизмов кольца Κ[Χι,..., X,] 
в поле Ё (каждый такой гомоморфизм определяется своими 
значениями на A, (1 <i<n); утверждение, что Ay равно нулю 
на т, означает, что X является нулем идеала t BL", откуда 
следует лемма. 

Если применить предложение | к алгебре А=А[Х,, ..., X,]/t, 
где т — идеал в Κ[Χι,..., Χα], отличный от всего кольца, TO, 
в силу леммы 1, получится следующий результат: Ἢ 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 (теорема Гильберта о нулях). Пусть Е — поле 
и L— некоторое алгебраическое замыкание поля k. 

(1) Любой идеал т кольца R[X,,..., X,], не содержащий 
единицы, обладает по крайней мере одним нулем в ГГ. 

(ii) Пусть х=(х,..., X,), у=(,..., y,)— два элемента 
из L"; для того чтобы множество многочленов из R[X,,..., Χμ], 
равных нулю на Χ, совпадало с множеством многочленов из 
Е[Х,, ..., X,], равных нулю на у, необходимо и достаточно, 
чтобы существовал Е-автоморфизм 5 поля L, при котором 

y;=s(x,) для 1<1<п | 

(iii) Для того › чтобы идеал À кольца k[X 1) «++, Καὶ был мак- 
симальным, необходимо и достаточно, чтобы существовал та- 
кой элемент X 8 L”, что идеал а совпадает с множеством мно- 


_гочленов из k[X,,..., Χιὶ, равных нулю na x. 
(iv) Для того чтобы некоторый многочлен Q кольца 
kIX,,..., X,] был равен нулю на множестве нулей в L” неко- 


торого идеала т кольца Κ[Χι, ..., X,], необходимо и доста- 
точно, чтобы О" ET для некоторого целого числа т> 0. 


4. Кольца Джекобсона 


/ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Кольцо А называется кольцом Джекобсона, 
если любой простой идеал кольца А является пересечением не- 
которого семейства максимальных идеалов. 


Примеры. 1) Любое поле является кольцом Джекобсона. 

2) Кольцо целых чисел Z является кольцом Джекобсона, 
единственным простым немаксимальным идеалом которого слу- 
жит (0), являющийся пересечением максимальных идеалов (р) 
кольца Z, где р пробегает множество простых чисел (ср. npen- 
ложение 4). 

3) Пусть А-—кольцо Джекобсона и A— идеал в нем. Тогда 
A/a является кольцом Джекобсона, потому что идеалы кольца 
A/a имеют вид b/a, где b — идеал в À, содержащий à; идеал b/a 
прост (соответственно максимален) тогда и только тогда, когда 
соответствующим свойством обладает В. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Для того чтобы кольцо А было кольцом 
Джекобсона, необходимо и достаточно, чтобы для любого 
идеала à кольца А радикал кольца A/a был passes его нильра- 
дикалу (гл. II, $ 2, n°6). 


Радикал (соответственно нильрадикал) кольца А/а равен 
пересечению максимальных (соответственно простых) идеалов 
кольца’ A/a (Алгебра, гл. VIII, $ 6, n°3, определение 3, и Κολι- 
мутативная алгебра, гл. II, $2, n°6, предложение 13). Сфор- 
мулированное условие означает, следовательно, что для любого 
идеала а кольца А пересечение простых идеалов, содержа- 
щих A, равно пересечению максимальных идеалов, содержа- 
щих A. Это условие, очевидно, выполняется для любого идеала 
ав À, если А-—кольцо Джекобсона; обратно, если это усло- 
вие выполнено для Любого простого идеала кольца А, то 
А — кольцо Джекобсона по определению. 


Следствие. Пусть А-— кольцо Джекобсона; для любого 
идеала а кольца А корень идеала а является пересечением 
максимальных идеалов, содержащих A. 

Достаточно заметить, что А/а является кольцом Джекоб- 
сона. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. П усть А—кольцо главных идеалов, (βλ)χε — 
система представителей экстремальных элементов кольца А 
(Алгебра, гл. УП, $ 1, n°3, определение 2). Для того чтобы А 


было кольцом Джекобсона, необходимо U достаточно, ‚чтобы 
множество L было бесконечным. 


Действительно, максимальные идеалы кольца А-—это 
идеалы Ap, (loc. cit., n°2, предложение 2). Если множество L 
конечно, то соответствующее пересечение есть идеал Ах, где 
«= ΙΡ, (loc. cit.); следовательно, этот идеал отличен от (0). 
: = 


Напротив, если L бесконечно, пересечение идеалов Ap, равно (0), 


так как каждый ненулевой элемент из А делится лишь на 
конечное число экстремальных элементов (loc. cit., n°3, тео- 
рема 2). Теперь предложение вытекает из того, что (0) является 
единственным немаксимальным простым идеалом в А (Алгебра, 
гл. VI, $ 1, n°13, предложение 14 (ДЕЛ)). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть А — кольцо, В — некоторая А-алгебра, 
целая. над А. Если А- кольцо. siamese то u В — кольцо 
Джекобсона. | 


Заменив А на его канонический образ в кольце В, можно 
предполагать, что ACB. Пусть γ΄ — простой идеал в Ви 
р=АП у’. Существует, согласно условию, семейство (My), =, 
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максимальных идеалов кольца À, пересечение которого равно }. 
Для любого AGL существует максимальный идеал mi в В, 
лежащий над m, и содержащий p’ ($ 2, n°1, предложение | и 
следствие 2 теоремы 1). Если положить 9’ --{[]πιί, то, следо-. 
ЛЕГ, 
вательно, окажется, что 9’ПА= [] ш=р и Y>Y, откуда 
ЛЕГ, 
q=p" (8 2, n°1, следствие | предложения 1). 


ТЕОРЕМА 3. Пусть А-— кольцо Джекобсона, В — некоторая 
А-алгебра конечного типа и о: Α-Β -- канонический гомомор- 
физм. Тогда 

(i) кольцо В является кольцом Джекобсона; 

(ii) для любого маквимального идеала m кольца В прообраз 
m=o-!(m’) является максимальным идеалом кольца A u B/m’ 
является алгебраическим расширением конечной степени поля Alm. 


Пусть р-— простой идеал кольца B u p=o-'!(p’). Пусть 
о — ненулевой элемент из B/p’. Так как B/p’ является целост- 
ной (А/}?)-алгеброй конечного типа и канонический гомомор- 
usm ф: A/p— Β/9 инъективен, существует элемент и=ё0 в Αθ, 
такой, что для любого гомоморфизма Г кольца А/ в некото- 
рое алгебраически замкнутое поле L, ядро которого не содер- 
жит и, существует гомоморфизм g из BJ в L, ядро которого He 
содержит Ὁ и для которого [= боф (n° 1, следствие 3 теоремы 1). 
Поскольку А является кольцом Джекобсона, существует мак- 
симальный идеал m кольца A, содержащий p и такой, что 
и m/p. Возьмем в качестве L алгебраическое замыкание 
поля A/m и в качестве [ — канонический гомоморфизм A/p—L; 
пуеть 
. g: B/p’ +L 
— такой гомоморфизм, что f=geoqu g(v)~0. Тогда A/mc 
< g(B/y’) CL; следовательно, g(B/p’) является подполем в К 
(Алгебра, гл. У, $ 3, n°2, предложение 3) и ядро гомомор- 
физма g есть максимальный идеал в B/p’, не содержащий 0. 
Мы видим, тем самым, что пересечение максимальных идеалов 
кольца B/p’ равно нулю, откуда вытекает, что В — кольцо Дже- 
кобсона. Кроме того, если ~’ — максимальный идеал, то TOMO- 
морфизм g обязательно инъективен; поэтому р = M максима- 
лен. Наконец, кольцо В/? является алгеброй конечного типа 
над полем А/т, а προ оно является расширением конеч- 
ной степени поля A/m (n°1, следствие 2 теоремы 1). 


"СлЕДдствиЕ 1. Любая алгебра А конечного’ типа над коль- 
yom Z является кольцом  Джекобсона; для того чтобы простой 
‘идеал р в À был максимальным, необходимо и достаточно, 
чтобы кольцо: А№ было конечным, 


14" 
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Если целостное кольцо A/P конечно, то оно является полем, 
так как для каждого и 5-0 в A/p отображение Ὁ —uv кольца 
А/› в себя инъективно, а потому и биективно, поскольку 
кольцо А/› конечно. Обратно, для любого максимального 
идеала m кольца А его прообраз в Z является максимальним 
идеалом (р) и A/m является расширением конечной степени над 
простым полем Z/(p)=F, в силу теоремы 3. 


СледствиЕ 2. Пусть (P;), „‚— семейство многочленов кольца 


Z(X,,..., X,) и О- такой многочлен в Ζ[Χι,..., X,], что для 
любой системы элементов (Xj), <; cpr принадлежащей некоторому 


конечному полю и удовлетворяющей уравнениям P,(x,, ..., x,)=0 
при любом À, оказывается справедливым are Dix 

., Xn) =0. Тогда если a—udean кольца Z[X,, ..., X,], порож- 
денный многочленами P,, то О"еа для некоторого целого 
числа т>0. Кроме того, для любого редуцированного кольца В 
и любой системы (Yi), <, <„ элементов из К, удовлетворяющей 


уравнениям P,(y;, ..., y,)=0 при любом À, оказывается спра- 
ведливым равенство Q(y,, ..., y,)=0 


Второе утверждение следует из первого, так как идеал 
кольца Ζ[Χι,..., Х„|, образованный такими многочленами P, 
что P(y,, ..., y,)=0, содержит идеал a. Для доказательства 
первого утверждения достаточно заметить, что для любого мак- 
симального идеала т кольца A=Z[X,, ..., X,], содержащего а, 
кольцо А/ш представляет собой конечное поле (следствие 1). 
Тогда условие будет означать, что канонический образ много- 
члена Q в A/m равен нулю. Следовательно, Q принадлежит 


пересечению максимальных идеалов кольца À, содержащих 
идеал a, которое является корнем для À (следствие предложе- 
ния 3). 


СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть А-— кольцо Джекобсона. Если сущест- 
вует А-алгебра конечного типа В, содержащая А и являющаяся 
полем, то А представляет собой поле, а В -его алгебраическое 
расширение. 


лено, достаточно применить теорему 3(1) при 
= (0). 


Упражнения 


Ф 1) Пусть À — некоторое кольцо, ÿ — простой идеал в А, а В — некото- 
рая А-алгебра конечного типа, и пусть 1; <... < Ty — непустая возрастаю- 
щая последовательность идеалов из В, лежащих над p. Показать, что суще- 
CTBYIOT элемент a & À — yy и конечное семейство Ῥ (Ye), <ь<а Элементов из В, 


обладающие следующими свойствами: 
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1° Если ПОЛОЖИТЬ В’=А[у, ..., Yq] и через. > обозначить множество‘ 


степеней элемента а, то кольцо 5 В цело над 57 Ip, 
2° Для всякого i, удовлетворяющего условиям | LÉ LM, существует 
такое целое число h(i) >0, a т; содержит У, ..., У, (jp И для любого 


многочлена Pe ATX, (учр: Χα] из соотношения Р (y, (фр +: 9 ῃ) =%; 


вытекает, что все коэффициенты многочлена Р принадлежат Pp. 
Идеал 1; В’ в этом случае порождается идеалом ) и элементами у, 


для которых < 1 (1). (Рассуждать индукцией по т, благодаря чему все 
будет сведено K PACCMOTPEHAIO лишь случая т=1. Пусть теперь ἵ-Ξ 11; 
в этом случае надо рассуждать с помощью индукции по числу п образую- 
щих А-алгебры В. Пусть (xj); <;<„- некоторая такая система образующих, 


и пусть $ -- идеал в Α[Χι,..., Хи|, образованный такими многочленами Р, 
что P (x, ..., Xn) Е т; имеем: 8 DYPA[X,,..., Χα]. Далее различаются два 
случая в зависимости от того, равен или нет идеал 8 идеалу PA[X,, ..., Anl. 
Во втором случае существует многочлен О = Α[λι,..., Xn], содержащийся 

в 8, никакой коэффициент которого, отличный от нуля, не ‚лежит в }. Пока- 
πο что можно определить такие Ré ta числа т; (2<i<hn), что если 


положить x, = Q (X +++) x) Xi =X;— ke i (2<i<n), то будет cymecrBo- 
вать элемент 5 = À — }), для которого элемент bx, цел над C=A [хо A ae хп]; 
применить предположение индукции к А-алгебре B = A[xs, ..., Χρ] и идеалу 
τῃ By.) 


2) Пусть Κ--ποπε, В — факторкольцо кольца многочленов К [Х, У] от 
двух переменных по идеалу a из К [Х, У], порожденному элементами X? 
и ХУ; обозначим через х и у образы в В элементов Х и У; пусть A— под- 
_ кольцо К [x] в В. Показать, что элементы x и y" (n>0) образуют базис 
алгебры В над К и что кольцо В не является целым над А. С другой сто- 
роны, в В не существует алгебраически свободного над А элемента. Вы- 
вести отсюда контриример к следствию | теоремы | n° | для случая, когда 
А.не является целостным. { 

3) Пусть К- бесконечное поле, Ё- некоторое надполе поля К, 
(Xi); Lin — некоторое конечное семейство элементов из L, d- степень 


трансцендентности rs Lacie Κίι ..., Xn) над К. Показать, что суще- 


ствует 4 элементов Е поля [, (где aie К), для которых 
‘ i=] 

K[x. PA τα] цело над K[2, ede 2 |. Если, кроме того, предполагается, что 

К (х1,..., Xn) является сепарабельным расширением поля К, показать, что 

можно выбрать элементы аз; таким образом, что 2} будут составлять сепа-. 


рабельный базис трансцендентности расширения К (х1,..., Xn) над К (pac-. 
суждать с помощью индукции по и, когда п> ὦ) 

4) Пусть В — целостное кольцо, А-— подкольцо в В. Предположим, что 
существует n >| элементов f1,..., {a в В, алгебраически независимых 
над Аи таких, что В цело над Α[ίι,..., |. Пусть и — некоторый макси- 
мальный идеал в Ви p=nnA. Тогда в В’ имеется простой идеал 9, содер- 
жащийся в И, отличный от И и содержащий }. (Свести сначала к случаю, 
когда А целозамкнуто, рассматривая целое. замыкание A’ кольца А (содер- 
жащееся в поле частных кольца В) и кольцо В’= В [A]; в случае когда А 
целозамкнуто, надо воспользоваться теоремой 3 $ 2, n°4.) | 


ῃ 5) Пусть Α-- целостное кольцо, В > А- подкольцо поля частных К 
кольца А; предположим, что А целозамкнуто в В и что В содержит элемент f, 
для которого В является A [-модулем. конечного типа. 

а) Пусть Е — такой многочлен ~ 0 из А [Х], что F (1) принадлежит кон- 
дуктору { кольца В относительно. Alf]; показать, что если с — старший 
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коэффициент многочлена F, то с принадлежит корню идеала f. (Рассматри- 


вая кольца Alc”!] и BÎc=!], свести все к доказательству того, что если 
c=1, то обязательно В =А[ 1. С другой стороны, можно предполагать, что 
Е (t)>20, ибо в противном случае {= А. Для любого хе В, по предполо- 


жению имеем 

of xF (t)=F (t) Q(t) + R(t), 
где Q u Ю-— многочлены из A[X] и deg(R)<deg(F); можно ограничиться 
случаем, когда R(t) #0; если у=Ю (1 (Е (t))~! =х-- О (1, то показать, что» 
{— целый элемент над Α[ν-!], и вывести отсюда, что у цел над А.) 


6) Предположим, кроме того, что кольцо А нётерово; пусть 9 — простой! 
идеал в В, принадлежащий множеству Ass (B/f). Показать, что если ® — 


канонический гомоморфизм из В в поле частных кольца В/4, то элемент ὢ ({}} 


трансцендентен над полем частных кольца 4/(90 А). (Имеется такой эле-- 
мент y = В, что ἢ представляет собой множество элементов г EB, для Ko- 
торых zy ΕΞ; показать, что 9=фрПА[ является кондуктором кольца В” = 
= Alt] + By относительно Alt]. Затем рассуждать от противного, исполь- 
зуя a).) 

в) Предположим, что кольцо À нётерово. Пусть И — некоторый макси- 
мальный идеал в Ви )=А[и. Показать, что если А, >= B,, то существует 
простой идеал кольца В, содержащийся в И, отличный OT И и содержащий }). 
(Пусть {-— кондуктор кольца В относительно Alt]. Предположим сначала, 
что И > 1; в этом случае надо рассмотреть минимальный элемент Q в мно- 
жестве простых идеалов кольца В, содержащихся в И и содержащих f; далее 
рассмотреть канонический образ кольца À B B/G и воспользоваться пунк- 
том 0) и упражнением 4. Если n Df, то локальное кольцо B, равно локаль- 


ному кольцу А [Z],, где ии =иПА[!] ($1, упражнение 16). Если {ΕΞ Ay, то 
показать, что А, = B,. Если же, напротив, А, # By TO вывести из упражне- 
ния 14в) $ 2, что pA, [|] является простым немаксимальным идеалом 
в Ay [1], и получить отсюда, что YA, является простым идеалом в B,, от- 
личным OT.NB,.) | 

6) Кольцо А называется целонётеровым, если оно целостное, нётерово 
и если для любой конечной последовательности (fj); <; < и элементов из: 


произвольного надполя поля частных кольца А целое замыкание кольца 
A[t,,..., tn] является A[t,,..., &|-модулем конечного типа. Всякая це- 
лостная алгебра конечного типа над полем представляет собой целонётерово 
кольцо (n° 2, теорема 2). 

а) Любая целостная алгебра конечного типа над целонётеровым: кольцом 
есть целонётерово кольцо. Всякое не равное нулю кольцо частных целонё- 
терова кольца является целонётеровым кольцом. 


6) Пусть А- целонётерово кольцо, (ti), <:<„` Конечная последова- 


тельность элементов из некоторого надполя поля частных К кольца А, В — 
подкольцо поля К(Ё,..., ἐπ), содержащее А и целое над А. Тогда В 
является А-модулем конечного типа. (Заметить, что поле частных кольца В 
является алгебраическим расширением конечной степени поля К, восполь- 
зовавшись Алгеброй, гл. V, $ 5, n°7.) 


{I 7) Пусть А — целонётерово кольцо (упражнение 6), (#1); <; < „-— какая- 
либо. конечная последовательность элементов из некоторого надполя поля. 
частных кольца A, В — кольцо Alt, ..., ty], N — максимальный идеал в В, 
p = Afn, А’-— целое замыкание кольца А в кольце В, p’ =n) Α΄. Тогда, если 
локальные кольца Ay, и В, различны, существует простой идеал кольца В, 
содержащийся. в И, отличный OT И и содержащий yp (основная теорема За- 
рисского). (С помощью упражнения 66) свести доказательство к случаю 
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A! = À, затем свести все к случаю, когда A— локальное кольцо с макси- 
*мальным идеалом p. Показать, что тогда Bin является алгебраическим рас- 
ширением конечной степенй поля A/p (ср. n°4, теорема 3); получить отсюда, 
что для всякого кольца С, удовлетворяющего включениям AC CC В, идеал 
nf C максимален в С. После этого рассуждать с помощью индукции по п, 
обозначив через В; целое замыкание кольца А [1,..., &] в кольце В; раз- 
личать два случая в зависимости от того, является элемент fj+] трансцен- 
дентным или алгебраическим над полем частных кольца В;. В первом слу- 


чае воспользоваться упражнением 4, а во втором — упражнением 5B).) 

8) Пусть A— некоторое кольно. Для того чтобы А было кольцом Дже- 
- кобсона, необходимо и достаточно, чтобы для всякого максимального 
идеала nt’ кольца многочленов A[X] идеал nt’f A был максимальным в À. 
(Заметить, что если некоторое целостное кольцо В обладает радикалом 
Я == 0 и если DER, b 0, то пересечение кольца В и максимального 
идеала из В [X], содержащего -1 + bX, не может содержать 6.) 

9) Привести пример целостного кольца Джекобсона А и такого кольца 
Джекобсона В, содержащего А, что пересечение некоторого максимального 
идеала из В с кольцом А не является максимальным идеалом в А. 


Ч 10) Пусть &-— некоторое поле, L — бесконечное множество, А — кольцо 
многочленов k[X,], =г. Если № -— простое поле, содержащееся в Rk, то 


обозначим через b кардинальное число, равное мощности базиса трансцен- 
дентности À над ko, и положим с = Сага (L). 

a) Показать, что для любого идеала A кольца А существует такая си- 
стема образующих $ этого идеала, что Сага (5) < с. (Рассмотреть пересе- 


чения идеала ἃ с подкольцами  [Χλ]λ = y, где J пробегает конечные под- 


множества в L.) 

6) Предположим, что с <. Показать, что если ш — максимальный идеал 
кольца A, то A/m представляет собой алгебраическое расширение поля ФР. 
(Пусть К — подполе в k, порожденное над Κο коэффициентами многочленов, 
составляющих систему образующих идеала Ш мощности < с; пусть Пу = 


= nif} K[X,], ep ТАК Что m=m, @ κε u Am = (K [xy], = 1/™) € кЁ. За- 


метить, наконец, что существует некоторый `К-изоморфизм поля частных 
кольца Κ[Χλ]λ = ῃ/11ο B алгебраическое замыкание поля À.) Вывести отсюда, 


что А является кольцом Джекобсона (применить упражнение 8). 

в) Предположим, что b<c; тогда Card(k)<c, так что существует 
биективное отображение À > Е, некоторого подмножества L’ множества L 
на k, причем L’ имеет : непустое дополнение BL. Пусть Aj) © L—L’; пока- 
зать, что существует А-гомоморфизм и из А на подполе поля рациональных 
дробей k(Y), при котором u(X,,)=Y, и(Х,) =1/(Т-&) для del 
и и(Х») =0 для AS L—(L’U{Ao}); если шр— ядро гомоморфизма u, το At 
не является, следовательно, алгебраическим расширением поля À. 

г) При тех же.предположениях, что и в пункте: в), показать, что А не 
является кольцом Джекобсона. (Заметить, что существуют k- ‘алгебры В, не 
являющиеся ee Джекобсона (например, локальные кольца), для ко- 
торых Сага (В) = 5.) 


ГЛАВА VI 
НОРМИРОВАНИЯ 


Если не сделано специальных оговорок, то все кольца, рас- 
сматриваемые в этой главе, предполагаются коммутативными 
и обладающими единичным элементом. Относительно. всех го- 
моморфизмов колец предполагается, что они переводят единич- 
ный элемент в единичный. Предполагается также, что любое 
подкольцо некоторого кольца А содержит единичный элемент 


’ самого кольца À. 


Если А — локальное кольцо, то его максимальный идеал 
будет обозначаться через m(A), его поле вычетов A/m(A) — 
через к(А) и группа обратимых элементов из А- через U (A); 
таким образом, U (А) = Α ---πι(Α). 


$ 1. Кольца нормирования 
1. Отношение доминирования между локальными кольцами 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть-А и B — два локальных кольца. Гово- 
par, что В доминирует над А, если А является подкольцом 
кольца В и при этом m(A)= А] ш(В). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть А и В-такие локальные кольца, 
что А является подкольцом в В. Тогда следующие условия 
эквивалентны: | 

а) имеет место включение т(А) = m(B); 

6) В доминирует над А; 

в) идеал Bm(A), порожденный в кольце В ER m (А), 
не содержит 1. 


Если 1 (А) = м (В), то т(В)ПА представляет собой идеал 


B A, не содержащий 1 и содержащий максимальный идеал. 
1 (4); следовательно, эти два идеала равны и из а) вытекает 6). 


сли же В доминирует над A, то идеал Bm(A) содержится 
в m(B), а потому он не содержит 1; следовательно, из 6) вы- 
текает в). Если имеет место в), то Bm(A) содержится в един- 
и максимальном идеале m(B) кольца В, откуда выте- 
кает а). 
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Следует отметить, что если К — некоторое кольцо, то отно- 
шение „В доминирует над А“ представляет собой отношение 


порядка в множестве локальных подколец кольца К. 

Пусть Аи Вр—такие два локальных кольца, что В доми- 
нирует над А. Тогда каноническое вложение À — В определяет 
при переходе к факторкольцам изоморфизм поля к(А) на 


некоторое подполе поля к(В); этот изоморфизм позволяет 


отождествить к(А) с некоторым подполем в к(В). 


Примеры. 1) Пусть А — нётерово локальное кольцо и A— 


его пополнение; тогда локальное кольцо А доминирует над А 
(гл. III, $ 3, n° 5, предложение 9). 


| 2) Пусть В — целостное кольцо, А — подкольцо в В, yy’ --προ- 
стой идеал в Ви }=АПр’. Тогда pAy = ψ' δν, так что By до- 
минирует над Ay. 


\ 


2. Кольца нормирования 


ТЕОРЕМА 1. Пусть К — поле u И — некоторое Е в К, 
Тогда следующие условия эквивалентны: 

а) кольцо У является максимальным элементом в множестве 
локальных подколец поля К, которое упорядочено отношением 
„В доминирует над А“ для локальных подколец А и В; 

6) существует алгебраически замкнутое поле L u гомомор- 
физм h кольца V в L, являющийся максимальным в множестве 
гомоморфизмов подколец поля К в поле L, которое упорядо- 
чено отношением „в есть продолжение |“ для гомоморфизмов | 
и 8; 

в) если хеЕК- И, то х! ЕЙ; 

г) полем частных кольца V является К, и множество глав- 
ных идеалов кольца V - совершенно  упорядочено относительно 
включения; | 

д) полем частных кольца V является К, и множество всех 
идеалов кольца V совершенно упорядочено относительно вклю- 
чения. 


Мы докажем эту теорему, следуя такой логической схеме: 


a) => 6) SS Beery SS DS ak 


Допустим, что выполнено условие а). Тогда И — локальное 
кольцо. Пусть L— любое алгебраическое замыкание поля вы- 
четов K(V) и h— канонический гомоморфизм из И в L. Пусть. 
у’ — подкольцо поля К, содержащее У, и h’ — гомоморфизм 


_из V’ BL, продолжающий гомоморфизм Äh. Если р’— ядро ro- 


моморфизма h’, то ψ’ ПУ =m(V); следовательно (n° 1, пример 2), 
кольцо И» доминирует над кольцом V, откуда вытекает 
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равенство И’, =И и равенство V’=V. Таким образом, усло- 
вие 6) выполнено. 

Предположим теперь, что выполнено условие 6). Пусть L— 
некоторое алгебраически замкнутое поле, Ййр— гомоморфизм 
кольца У в L; предположим, что гомоморфизм À максимален 
в множестве гомоморфизмов подколец поля К в поле L; пусть 


р — ядро гомоморфизма A. Поскольку элементы множества ~ 


й (У — pb) обратимы в L, то A продолжается до гомоморфизма 
кольца Vy в поле L (гл. II, $2, n°1, предложение 1); следо- 

вательно, V = Vy, и тем самым установлена локальность кольца V 
_и максимальность идеала }. Пусть x — ненулевой элемент из К; 
нам нужно показать, что по крайней мере один из элементов х 


‚или x! принадлежит И, τ. е. (в силу максимальности гомо- 
морфизма A) что A может быть продолжен на V [x] или на 
У [х 1]. Если элемент x цел над И, то это вытекает из след- 
ствия 4 теоремы 1 гл. V, 8 2, n°1. Если же x не цел над И, 
то мы воспользуемся следующей леммой: 


-. JIEMMA 1. Пусть А- подкольцо некоторого кольца В, а x— 
какой-либо элемент из В, не являющийся целым над А; тогда 
кольцо частных В, (гл. II, 8 5, n°1) не сводится ‘к нулю 
и в- подкольце Α[1/χ] кольца В, существуют максимальные 
идеалы, содержащие 1/х; кроме того, если 5% — один из этих 
идеалов, то прообраз идеала M в А есть максимальный идеал. 


Поскольку элемент х не является целым над А, он не ниль- 
потентен и, следовательно, В, == 0. Кроме того, х/1 & А[1/х], 
ибо в противном случае выполнялось бы соотношение X/1 = 


= a/l1+a/x+ ... +а,/х” при некотором и > 0 (где а; Е A для 


0<}=< и), а это эквивалентно равенству 
2 xnth — qoynth-l a xt, —q xh-1=0 
при надлежащем À >|; однако это соотношение означало бы, 
что элемент х является целым над А, что противоречит нашему 
предположению. Следовательно, существование максимального 
идеала в Α[1/χ], содержащего 1/х, вытекает из того, что эле- 
мент 1/х не обратим в А[1/х] (Алгебра, гл. I, $ 8, n°7, Teo- 
рема 2). | 

Пусть теперь M — некоторый максимальный идеал в А [1/х], 
содержащий 1/х; пусть ф: А-> А[1/х], р: A[1/x]— A[1/x]/M — 
канонические гомоморфизмы. Тогда: р (А [1/х] )=р (ф(А)) [р (1/х)] = 
= p(p(A)), ибо р (1/х) = 0; это доказывает, что р(ф(А)) является 
полем, а потому прообраз P-!(M) представляет собой макси- 
мальный идеал в А. 

Применим эту лемму к A=V и В=К; имеется, таким об- 
| разом, некоторый максимальный идеал M в [χ-!], содержа- 


> Bi КОЛЬЦА НОРМИРОВАНИЯ ~ 427 


mui xl, и MMV представляет собой максимальный идеал 


‚локального кольца У. Обозначая через | канонический гомо- 
‘морфизм из У[х-] на V[x-']/Mt, получаем [(х-!) =0, откуда 
Vip = ГСУ) = [У [χ-1}; поскольку Ah определяет _ я ‘переходе 
K факторкольцам инъективный гомоморфизм Ah из V/p 8 Г, 


композиция hof представляет собой гомоморфизм из У [х-1 
в [, продолжающий гомоморфизм A. Следовательно, имеет 
место условие в). 

Допустим теперь, что выполнено условие в). Ясно, что К 
есть поле частных кольца И. Пусть аи b — элементы из И, 


для которых Va Vb. Покажем, что Vb CVa. Это так, если 
6b =0; в противном случае соотношение a & Vb означает, что 


b’a&V, откуда, в силу условия в), следует включение 
a-!'b=V и, значит, Vb CVa. Следовательно, выполнено усло- 
вие г). 

Предположим, что имеет место условие г). Пусть аи b — 
‘такие два идеала кольца И, что ag b. Существует такой эле- 
мент аеа, что aD. Для любого Бе БВ имеем а EVO), откуда 
Va Vb и, следовательно, Vb CVaca (в силу в)), так что 


iba. Следовательно, В Ca, так что условие д) выполнено. 

Наконец, предположим, что имеет место условие д). По- 
«скольку И обладает максимальным идеалом, то этот макси- 
мальный идеал единственный, Так что кольцо V локально. 
Пусть V’ — локальное подкольцо поля К, доминирующее над И, 
и пусть X — некоторый ненулевой элемент из У”; положим X= 
= 6 ' при aeV,b=V. Один из идеалов Va или Vb содер- 
жится в другом. Если VacVb, το χε. Если Vb E Va, то 
х ЕТ. Поскольку идеал V’m(V) не содержит 1 (n° 1, предло- 
жение 1), το x-!&m(V), откуда получаем, что x = V, так как 
кольцо V локально. Любой элемент из V’ принадлежит, сле- 
довательно, кольцу У. Отсюда мы заключаем, что выполнено 
условие а). 


ΟΠΡΕΠΕΠΕΗΗΕ 2. Сохраним обозначения теоремы 1. Говорят, 
что V является кольцом нормирования для поля К, если вы- 


полняются эквивалентные условия а) — д). Говорят, что кольцо 
‚является кольцом нормирования, если оно целостное и служит 
‘кольцом нормирования для своего поля частных. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть К — поле и h — некоторый гомоморфизм 
из какого-либо подкольца А поля К в алгебраически замкнутое 


поле L. Тогда существует такое кольцо. нормирования V для 
поля К u такой гомоморфизм Й' из У e L, что кольцо V co 


держит А, ан NEM h’ продолжает hu h’=!(0) = m(V). 
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Пусть 9 — множество гомоморфизмов подколец поля К 
в поле L, упорядоченное с помощью отношения продолжения. 
Это множество индуктивно; в самом деле, если (Ay), 7; — неко- 


торое совершенно упорядоченное непустое семейство элементов. 
из Фи если В, — кольцо определения гомоморфизма Ay, то 
B, образуют совершенно упорядоченное семейство подколец 
поля К и их объединение В является, следовательно, подколь- 
цом поля К. Значит, существует, и притом единственное, ото- 


бражение h из BBL, которое продолжает h, (Теория множеств, 
гл. II, $ 4, n°6, предложение 7), и немедленно проверяется, 
что Й есть гомоморфизм из В в Г. Таким образом, теорема 
Цорна показывает, что существует максимальный элемент A’ 
в 9, продолжающий A. Кольцо определения И гомоморфиз- 
ма A’ является кольцом нормирования для К (теорема 1). Если 
р — ядро гомоморфизма A’, то A’ продолжается до гомомор- 
физма из Vy в Г (гл. Il, $ 2, n° 1, предложение 1), откуда 
У, =У n p=m(V). 


СлЕДСТВИЕ. Любое локальное подкольцо А поля К доми- 
нируется по крайней мере одним кольцом нормирования для 
поля К. 


Применим теорему 2 к каноническому гомоморфизму A 
кольца А в некоторое алгебраическое замыкание L поля A/m(A). 


3. Характеризация целых элементов 


ТЕОРЕМА 3. Пусть А — подкольцо некоторого поля К. Целое 
замыкание А’ кольца А в поле К является пересечением колец 
нормирования для поля К, содержащих кольцо А. Если кольцо А 
‚ локально, то А’ представляет собой пересечение колец норми- 
рования для К, доминирующих над А. 


Пусть x — элемент из А’и И — кольцо нормирования для 
К, содержащее А. Так как x является целым над И, το cy- 
ществует такой простой идеал p’ кольца V[x], что ПУ = (У) 
(гл. V, $2, n° 1, теорема 1); очевидно, что локальное кольцо 
(V[x])» доминирует над V, так что в действительности эти 
кольца совпадают; отсюда следует, что хе. Обратно, пусть 
y — какой-нибудь элемент из К, не являющийся целым над À. 
Тогда существует максимальный идеал M кольца A[y-!], co- 
держащий у! (n°2, лемма 1); кроме Toro, существует кольцо 
нормирования У для поля К, доминирующее над (A[y-!])m 
(n° 2, следствие теоремы 2); поскольку уе (И), TOY AV. 
Более того, M f) А является максимальным идеалом в А 
(n° 2, лемма 1); следовательно, если À — локальное кольцо, TO 
MNA=m(A) и У доминирует над A. . 


4 : КОЛЬЦА: НОРМИРОВАНИЯ = 429 


CaencTBHE 1. Любое кольцо нормирования целозамкнито. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Для того чтобы целостное кольцо было цело- 
замкнутым, необходимо и достаточно, чтобы оно представляло 


собой пересечение некоторого семейства колец нормирования 
для своего поля частных. 


В случае нетерова кольца следствие 2 может быть уточнено 
(гл. УП, $ 1, n° 3, следствие теоремы 1). 


Следствие 3. Пусть К — none, К’ — некоторое расширение 
поля К и А- кольцо нормирования для К. Целое замыкание 
кольца А в К является пересечением колец нормирования У’ 
для поля К’, удовлетворяющих равенству V’ (\K =A. 


Действительно, теорема 1в) показывает, что если И” -— не- 
которое кольцо нормирования для К”, то У”ПК является коль- 
цом нормирования для К и V’ доминирует над V’NK. Для Toro 
чтобы V’ доминировало над À, необходимо и достаточно, чтобы 


У’ПК доминировало над А, τ. е. чтобы У’ПК было равно А. 


4. Примеры колец нормирования 


1} Любое поле является кольцом нормирования. 

2) Если У’-— кольцо нормирования для поля К’и К- под- 
поле в Κ΄, то У’ПК является, в силу теоремы 1в) n° 2, коль- 
цом нормирования для К. 

3) Следующее предложение доставляет целую серию приме- 
ров колец нормирования: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть А-— локальное кольцо, максималь- 


oo 
ным идеалом которого служит главный идеал Ар. Если [} Ар" = 
ы n=1 
= (0) (например, если A нётерово; ср. следствие предложения 5 
гл. Ш, $ 3, n° 2), то идеалы кольца А исчерпываются идеалами 
(0) и Ap”. В.этом случае или р — нильпотентный элемент, или А 
— кольцо нормирования. 


Действительно, зададим в кольце А фильтрацию идеалами 
Ар” и обозначим через о соответствующую функцию порядка 
(гл. Ш, $2, n°2). Поскольку Ἢ 


со 
п 
Пар" = (0), 
n=l 
соотношение U(x) = + со означает, что х=0. Пусть à — какой- 
нибудь ненулевой идеал из А и а — элемент из а, для которого Ὁ 
принимает свое наименьшее значение. Положим v(a)=s 


τ᾽ 
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{556 + 05). Тогда ac Ар®. В частности, существует такой эле- 


мент u@ À, что а=ир”; поскольку a Ap’*!, имеем u & Αρ. 
Следовательно, элемент и обратим и р’=Аас- а. Отсюда полу- 
чается, что A = Ар’, в силу чего первое утверждение предложе- 
ния справедливо. Мы видим также, что любой элемент а == 0 
из А записывается в виде a = ир?@, где и — некоторый обра- 
тимый элемент. Если а’ =u ΒΡ (u’ обратим) — другой ненуле- 
вой элемент из A, то аа’ = ии’ pp? +); следовательно, если р 
не нильпотентен, то аа’ == 0 и кольцо А целостное. Поскольку 
множество идеалов кольца А совершенно упорядсочено по вклю- 
чению, отсюда следует, что А является кольцом нормирования 
(теорема 1д)). 


Например, если р— простое число; то локальное кольцо Ζρπρεπ- 


ставляет собой кольцо нормирования. Пусть B=K[X,, ..., X,] 
— кольцо многочленов OT N переменных над полем К. Идеал BX, 
прост, ибо факторкольцо B/BX, изоморфно кольцу К [Χο,..., Xa]; 
следовательно, Ввх, есть кольцо нормирования; оно состоит 
из рациональных дробей PQ-', где Р и Q-— многочлены и 
N «vig Ai) se 0: 


*Более общб, мы увидим, что если F — экстремальный эле- 


мент из B=K[X,,...,; X,], то Bar есть кольцо нормирования 
VIH, 8 3; 125) 

Кольцо формальных рядов К [[Т]] от одной переменной над 
полем К является целостным нётеровым локальным кольцом, 
максимальный идеал которого —главный. Следовательно, это 
кольцо нормирования. Напротив, кольцо К [[Τι, T,]] формальных 
рядов от двух переменных, являющееся локальным нётеровым 
и целостным, не есть кольцо нормирования, так как никакой 
из элементов 7), Г› не кратен другому. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть А — кольцо главных идеалов u К — 
его поле частных. Кольца нормирования для поля К, содержа- 
щие А и отличные от К, — это кольца вида A, 24 р — экстре- 


мальный элемент из А. 


Ясно, что Ag, (р — экстремальный элемент) является кольцом 
нормирования, содержащим А и отличным от К (предложе- 
ние 2). Обратно, пусть У — кольцо нормирования, отличное 
от К и содержащее А. Поскольку И = К, идеал m(V) содержит 


: некоторый элемент X 56 0; записывая x = a/b приаЕе А ив «А, 


мы видим, что ΑῃΠπι(γ) содержит ненулевой элемент а. Так 


как идеал А] ш(И) прост, то он имеет вид Ар, где р — экстре-. 


мальный элемент из A. Но тогда A4, СИ, pAy =m(V), так 
что У доминирует над Ад. Поскольку Ад, является кольцом 
нормирования для К (предложение 2), то У = A. 


ск git TS Е DRASS RUE SOU UE, ος οτι δν RER ÉD PE ee ah BR RR С аа Fe u АК ge ee IS Е я re Er ur en 
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СЛЕДСТВИЕ 1. Всякое кольцо нормирования для поля раци- 
ональных чисел ©, отличное от Q, имеет вид Z,, где Ῥ — неко- 
торое простое число. 

Действительно, всякое подкольцо поля к содержит Кольцо 
целых чисел Z. 


СлЕдствиЕ 2. Пусть К — поле, K(X) — поле рациональных 
дробей от одной переменной над К и V — некоторое кольцо 
нормирования: для К (X), содержащее К и отличное от К(Х). 
Если XEV, то существует такой неприводимый многочлен 
РеЕК[Х], что У = (K[X])\o. Если же X EV, то Уесть локали- 


зация кольца К [x =] относительно простого идеала X ΚΙΧ Ex” | 
(другими словами, У состоит us дробей A/B, где AE K[X] 
u BEK[X], причем deg (А) < deg (B)). 

Если XEV, το K[X]CV, и узверждение следует из пред- 
ложения 3. Если же X SV, το Х' ЕЙ, откуда КХ εν: 
тогда И является локализацией кольца К ke ‘| ΠΟ некоторому 
простому идеалу Φα (предложение 3), и этот идеал содержит X |, 
так как X”! — необратимый элемент в И; следовательно, } = 


==} =] e 
==. X Κ|Χ |, так как этот последний идеал максимален. Ha- 
конец, рассмотрим произвольную рациональную дробь А (Х)/В (X), 
‚в которой A и В — многочлены степеней аи b соответственно. 


Тогда A(X)=X*A"(X7) и В(Х)=Х’ Β'(Χ-}, где А’и В’ 
такие многочлены, что A’ (0)520 u В” (0)=20; следовательно, для 
того чтобы дробь А/В принадлежала локальному кольцу кольца 


wk —| 
К Хх '| относительно идеала Χ᾽' Κ|ΧΓ'], необходимо и доста- 
точно, чтобы aD. 


Упражнения 


1) Пусть К—поле; для любого подкольца А поля К обозначим через 
L(A) множество локализаций A, кольца А для простых идеалов р в A 


(эти локальные кольца отождествляются с подкольцами в К). 

a) Для того чтобы локальное подкольцо. М поля К доминировало над 
некоторым кольцом Αν = L (А), необходимо и достаточно, чтобы Ας M: 
локальное кольцо Ay, над которым доминирует М, в этом случае един- 
ственно и соответствует проетому идеалу p = nt (М) П А. 

6) Пусть М, М-— два локальных’ подкольца в К, Р — подкольцо в К, 
порожденное множеством MUN. Показать, что следующие условия экви- 
валентны: 

а) СУ простой идеал ф кольца P, для которого и! (М) =p M, 
m (N)=pNN 

В) идеал =. порожденный в Р множеством nt (М) м (N), отличен от P; 

у) существует локальное подкольцо Q поля К, доминирующее одновре- 
менно над M и над N. Когда выполнены эти условия, FORT, что кольца M 
и N родственные. 
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в) Пусть À, В — два подкольца поля К и С — подкольцо в К, порожден- 
ное множеством AUB. Показать, что следующие условия эквивалентны: 

а) для всякого локального кольца QC К, содержащего А и В, имеет 
место равенство Αν = В., где p=m(Q)N Au д=м (0) 1 В; 

В) для любого простого идеала τ кольца С имеет место равенство 


А, = Вх, где p=rfAug=rfB; 


y) если MEL(A) и NE (В) — родственные кольца, то они совпа- 
дают; 

6) имеет место равенство Ё (А) ῃ 1, (В) -- 1, (С). 

(Воспользоваться пунктами' а) и 6).) 

2) Для того чтобы целостное кольцо А было кольцом нормирования, 
необходимо и достаточно, чтобы любой идеал в À был неприводим (A/gebre, 
chap. II, 3° éd., $ 2, exercice 16). 
| 3) Показать, что всякое кольцо нормирования когерентно (гл. 1, $ 2, 
упражнение 12). 

4) Пусть К — поле и 5 — множество колец нормирования для К, упоря- 
доченное по включению. Показать, что пересечение колец; принадлежащих 
множеству %, является кольцом нормирования для К. 


5) Пусть К — поле, А — целозамкнутое подкольцо в К, для которого К 
является полем частных, (Ag) — некоторое семейство колец нормирования 
для К, пересечение которого равно А. Тогда если [ — расширение К, то 
целое замыкание кольца А в поле L будет пересечением колец нормирования 
поля L, доминирующих над Аи. 

Ч 6) Пусть R — кольцо, À — такое подкольцо в А, что множество S=R—A 
непусто и произведение любых двух элементов этого множества снова при- 
надлежит 5. 

а) Пусть а, a’ — два элемента из А, $, 5’ — два таких элемента из δ, 
что sa Е Аи sa’ ΕΞ À. Показать, что один из двух элементов sa’, s’a при- 
надлежит А. Получить отсюда, что множество M элементов ae À, для 
которых существует такой элемент S@S, что sa = À, является простым 
идеалом в А. 


6) Показать, что множество Yo таких элементов AGA, что sa € А 
при любом SE $, является простым идеалом в А ив À; это наибольший из 
идеалов в À, содержащихся в À, и Yo € Mi. 

в) Множество И тех элементов хе À, для которых существует элемент 
$ = 5$, удовлетворяющий условию $х=0, является одновременно идеалом 
в Аи идеалом в À; кроме того, имеет место включение и C ο. 

г) Кольцо А целозамкнуто в К. 

A) Если R является полем, TO A служит кольцом нормирования для К, 
Po = (0) и р: является максимальным идеалом в À. 

q 7) Пусть R — кольцо. Говорят, что пара (А, ϱ), образованная под- 
кольцом А из R и простым идеалом }) из À, максимальна относительно К, 
если не существует пары (Α΄, p’), образованной подкольцом A’ в К и про- 
стым идеалом ψ’ в A’, для которых AC A’, Απ: ΑΗ УПА=};. 


a) Для любого подкольца В кольца R и любого простого идеала q из В 
существует. ие (А, bp), максимальная относительно R и такая, что ADB 
ид = УП В 

6) Для того чтобы пара (A, ϱ) была максимальна относительно кольца À, 
необходимо и достаточно, чтобы для любого SE R— А существовало такое 
конечное семейство элементов с; = Ÿ Er что элемент D = CS + 
+ CoS? + ... + CnS* принадлежит множеству Ay (воспользоваться след- 
ствием 3 предложения 11 гл. П, $2, n°5). 

в) Показать, что если пара (А, р) максимальна относительно À, TO про- 
изведение любых двух элементов из А — А принадлежит (αὶ -- A. (Если 
$, 5’— два элемента из В-А и ss =ae À, то надо рассмотреть такие 
наименьшие целые числа п, m, для которых существуют элементы ὁ; =} 
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(1 << п) и элементы с =) (l<j<xm), удовлетворяющие условиям b = 
= > cs! ед-у, δ΄ - 2 cys! = A-—y. Предполагая, например, что n > т, 
i 


j 
надо рассмотреть произведение bb’ = ἃ--ϱ и получить противоречие с опре- 
делением числа п.) 

г) В предположениях пункта в) положим $ =АЮ-А. Показать, что 
идеал Pi кольца A, образованный такими элементами а ΕΞ À, что существует 
$5 = $, при котором sa ΕΞ À, содержится в идеале } (применить 6)); a fortiori 
идеал jo кольца À, образованный такими ae А, что sa = А при любом SES, 
содержится в } (упражнение 66)). Положим A’ = Ай, D = р/ро, R = R/po. 
Пара (4° y’) является максимальной относительно целостного кольца А 
и для всякого a’ A’, отличного от нуля, существует такой элемент Ss’ ΕΞ 
Е 5’ = Κ' -- Α΄, что sve S’. 

д) Пусть (А, ϱ) — максимальная пара относительно целостного кольца À, 
обладающая следующим свойством: для любого ненулевого элемента а € А 
существует такой элемент $5 = $ =АЮ-— А, что sa = $. Положим So = SU {I} 


и обозначим через К, кольцо частных Sp IR. Канонический гомоморфизм 


RR, инъективен и, следовательно, отождествляет кольцо R с некоторым 
подкольцом в Ro. Показать, что Ю является полем, совпадающим с полем 
частных А. Пусть (В, 9) — такая максимальная пара относительно Ro, что 
В>А и 9ПА=р. Показать, что ВП В= А; другими словами, кольцо А 
является пересечением кольца R и некоторого кольца нормирования поля Ro, 
а } — пересечением кольца А и максимального идеала этого кольца HOPMH- 
рования. 

e) Пусть Ко — поле, Άρ-- кольцо многочленов Κο [X], В — кольцо фор- 
мальных рядов Ао [[7]], Ю — кольцо частных Ву, образованное формальными 


рядами У-^}(У), где fe Bnh>0. Пусть р-— простой идеал YB формаль- 
ных рядов без свободного члена, À = Ko + D — кольцо, являющееся подколь- 
цом в В.. Показать, что А представляет собой пересечение À и некоторого 
кольца нормирования С для поля частных K кольца À, а Ὁ — пересечение _À 
и максимального идеала кольца С; кроме того, поле частных кольца А равно 
полю частных кольца R и любой элемент а=20 из А имеет вид s-!s’, где 
$, $’ лежатв S=R-A. В то же время пара (A, Ὁ) не является макси- 
мальной относительно кольца К. 


Ч 8) Если задано кольцо A, то`говорят, что многочлен Ρ(Χι,..., Хи) 
с коэффициентами из А является домичирующим, если он имеет вид 


Χΐ- У св АВ, где В<а в упорядоченном произведении N” для всех тех В, 


при которых св #0. Говорят, что подкольцо А кольца R паранормировано, 


если для любого доминирующего многочлена P & Α[Χι,..., An] (п — произ- 
‚ вольное) имеет место условие P (51,..., 51) 5-0, каковы бы ни были элементы 
5; ЕК-А (1<1< п). | 

а) Показать, что если А — паранормированное подкольцо в À, то произ- 
ведение двух любых элементов из $ = R — А снова принадлежит $5. 

6) Пусть А-—такое подкольцо кольца À, что произведение любых двух 
элементов из $ = R — А принадлежит $. Пусть ο — простой идеал в ΑΗΒ К, 
образованный такими а © À, что sa = А при любом 55$ (упражнение 66)). 
Для того чтобы А было паранормированным в À, необходимо и достаточно, 
чтобы А/} было паранормированным в R/Yo- 

в) Пусть А — кольцо, A: Ю -> В’ — гомоморфизм колец. Если A’ — паранор- 
мированное подкольцо в А’, то А=й | (Α΄) паранормировано в А. Вывести 
отсюда, что если (А, })) — максимальная пара относительно R (упражнение 7), 
то А паранормировано в R (воспользоваться 6) и упражнениями 7r) ид)). 
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г) Пусть R’ -- кольцо и .R — некоторое подкольцо в Ν΄. Если А — паранор- 
мированное кольцо в À, TO Pre, что существует такое паранормирован- 
ное подкольцо A’ BR’, что ANR=A. (Если $ =Ю-—Аи $ =5() {1}, то рас- 


/ / 
смотреть кольцо T’ = $0 IR’ и канонический гомоморфизм A: R —>Т. Пусть 


В — подкольцо в Τ᾽’, порожденное MEOSGERLBOM h(A)U(h 33) Bier ub— — идеал 


в В, порожденный множеством (в (5))-! . Показать, что В + В; ассмотреть 
максимальную относительно 7’ пару 4”, yp”), для которой BC A” ива у”, 


и взять A’ =h ΞΕ κοί ) 
Сделать отсюда следующий вывод: если À — целостное кольцо, TO пара- 
нормированные подкольца в Ю-— это пересечения À и колец нормирования 
для поля частных кольца ΜΝ. - | ' 

Ч 9) a) Пусть Ю-—кольцо, А -— подкольцо в À, X — некоторый элемент 
из Ки $ — множество степеней x* (k>0) в R. Показать, что, для того чтобы 
элемент X был‘целым над A, необходимо и достаточно, чтобы x/1 & А [1/х] 


в ‘кольце SIR. Если x не является целым над А элементом, то показать, 
что существует максимальный идеал nt в А [1/х], содержащий 1/x, прообраз 
которого относительно канонического гомоморфизма А-— А [1/х] является 
максимальным идеалом в À. 

6) Показать, что целое замыкание A’ кольца А в кольце R является 
пересечением паранормированных подколец кольца Ю (упражнение 8), содер- 
жащих А. (Чтобы увидеть, что А’ содержится в каждом из этих колец, надо 
применить упражнения 8a) и 8г); чтобы для всякого элемента x & А, He 
являющегося целым над A, найти подкольцо В в R, паранормированное в.Ю 
и не содержащее х, надо воспользоваться упражнениями 74) и 8B), рассуж- 
дая при этом так же, как в теореме 3n° 3.) 


$ 2. Точки 


1. Понятие морфизма для не всюду определенных 
законов композиции 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ |. Пусть Е и Е’— два множества, каждое из 
которых наделено внутренним законом композиции, обозначае- 
мым через (x, у) > х+у, причем этот закон не обязательно 
определен всюду. Говорят, что некоторое отображение f: E — Е’ 
является морфизмом, если для любых x, у us Е, таких, что 
для них определен элемент f(x) + [(у), определен также u эле- 
мент X* и выполняется равенство | 


f(x * y) =f (x) * ГУ). (1) 
Короче говоря, мы должны потребовать, чтобы формула (1) 
выполнялась всякий раз, когда ее правая часть имеет смысл. 
Понятие морфизма` отличается от понятия представления 
(Алгебра, гл. I, $ 1, n°1), в определении которого требуется, 
чтобы формула (1) выполнялась всякий раз, когда имеет смысл 
ее левая часть. Объединяя оба случая, можно сказать, что оба 
эти понятия совпадают, когда законы композиции определены 
всюду. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть Е u Е’— два множества, каждое из 
которых наделено семейством внутренних законов композц- 
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ции (x, у) >> хжау, а Г. Гозорят, что некоторое отображение 
f: E>E’ является морфизмом, если ono представляет собой. 
морфизм для каждого закона композиции (x, у) —> Χ κα. 


Точно так же, как и представления, морфизмы удовлетво- 
ряют аксиомам (ΜΟΙ, (MO), (МОш) из Теории множеств, 
гл. IV, 8 2. Если |: Ε-»Ε’ — некоторый морфизм, то F(E) 
является устойчивым подмножеством множества Е”. 


‚2. Точки 


Если К—поле, то напомним, что через К обозначается мно- 
жество, являющееся объединением К и некоторого элемента, 
обозначаемого символом © (Algebre, chap, II, 3°éd., $ 9, n° 9); 


законы композиции на К продолжаются на К с помощью фор- 


мул (loc. cit.): | 
(2) a + © = © для ack, а = ©, 
(3) ©-a=a-w=oo для аеК, а=^ 0. 
Единственными случаями, в которых композиции не опре- 


делены, являются, следовательно, со + со, со + 0 x 0 ©. С дру- 
гой стороны, отображения χ-»- x И saeco продолжаются на 


К, если положить — 00 = 00, 0 —= oo, 10. Мы будем 
также употреблять запись presage yp: 

Множество К, называемое ироективным полем, ассоцииро- 
ванным с полем К, может быть отождествлено с ироективной 
прямой P,(K) (loc. cit.). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть К и L—Oea поля. Точкой поля К co 
значениями в поле Г называется любой морфизм [ из множе- 
ства К в множество L (относительно сложения и умножения), 


‚для которого ᾗ (1) =1. 


Другими словами, если хи у- элементы из К и если. опре- 
делен элемент j(x)+/f(y) (соответственно /(x)/(y)), то onpe- 


‚делен элемент X + Y (соответственно ху) и 


(4) f(x + у) =1(х) +f), 

(5) f(xy) =f (x) Ку). 

Поскольку элемент со + со не определен, TO не определен и 
элемент 1 (00) +] (со); тем самым доказано равенство 

(6) (со) = ου. 

Аналогичным образом, так как не определен элемент 0. ος, 
то не определен и элемент ] (0) [ (00), откуда, в силу равенства 
(6), следует, что 

(7) f (0) = 


С другой стороны, is 
(8) f(a-!)=f(a)"" для всякого a К. 
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τ». aE η a an. | 
a 


Действительно, если определен элемент / (a)f (a), To onpe- 


делен и элемент qaa”!, который, следовательно, равен 1. Ho 
тогда 1 (а) | (а ') =[(1) =1, что и.доказывает (8) в этом случае. 
Если же элемент [ (a) (a) ' не определен, то либо [(а)=0 и 
f(a!) = <, либо | (а) =< и f(a-!)=0, и равенство (8) снова 
выполнено. | 

Аналогично доказывается формула 

(9) f(-a)=-[(a) для любого аеЕК. 

Формулы (8) и (9) означают, что | является также морфиз- 
MOM и для законов композиции (X, у} >х—уи (х, y)—xy=!. 


Для элемента x&K морфизм [ называют конечным в X, 
если }(κ) 4 00; согласно (6), это влечет за собой x EK. 


Вели f: K—> L— некоторая точка, TO f (K) представляет собой 


некоторое подмножество в Г, которое устойчиво относительно 
законов композиции (x, y)>x+y, им а 
(x, y) xy"! u содержит 1. Если E является множеством ко- 


нечных элементов из (К), то Е представляет собой подполе 


в [ и [(К) =Е. Для краткости принято говорить, что Е является 
полем значений точки [. 

Отображение, являющееся композицией двух точек, снова 
есть точка. 

Пусть [ — изоморфизм некоторого поля К на некоторое под- 
‚ поле поля L; продолжим [на К, полагая | (co) = со. Мы полу- 
чаем таким образом некоторую точку поля К со значениями 
в поле L, которая называется тривиальной и часто отождест- 
вляется с изоморфизмом [. 


3. Точки и кольца нормирования 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть К — none, А — кольцо нормирования 
для К и к(А) —поле вычетов кольца А. Продолжим канониче- 


ское отображение кольца А на к(А) до отображения hy: Κ-» 


— (к (A)) при помощи формулы h,(x) = со, если x & À. Отобра- 
жение h, определяет некоторую точку поля К, полем значений 
которой является поле к (À). 

Ясно, что й (1) = I. 

Покажем, что hy является морфизмом относительно сложе- 
ния. Пусть x, y— два элемента из К, для которых элемент 
h,(x)+h,(y) определен. Тогда один из двух элементов X, у 
принадлежит A, так что элемент x+y определен. Если хе À 
и {ΕΕ À, то ясно, что выполняется равенство 


пд (x) + ha (у) = Ад (x + y). 


Если x= Au yŒA, то x+yGA u обе части приведенной 
выше формулы обращаются в ©, 


3 eee Sa | ТОЧКИ 437 


Покажем, наконец, что Ay, является морфизмом относи- 


тельно умножения. Пусть хе К, у=К-— такие элементы, что 
элемент h,(x)h,(y) определен. Если xeAu y ΕΞ À, то ясно, 
что элемент ху определен и hy(x)h,(y) =A, (χη). Предположим 
теперь, что один из элементов X, у, например у, не принадле- 
жит кольцу À; поскольку À 1 (y) = ©, το йд(х) Æ 0, т.е. x Æ щ(А), 
откуда x~'@ A; отсюда немедленно следует, что xy ΕΞ А, и, зна- 
чит, Aa(xy) = 00 = h1(x) h1 (y). Этим доказано предложение |. 
Если | — некоторый изоморфизм поля к(А) Ha подполе неко- 


торого поля [, то οι: KL является точкой поля К со 3Ha- 
чениями в поле L. Этим способом можно получить все точки 
поля К. Точнее, имеет место следующее предложение: 


ПрЕдложеЕНИЕ 2. Пусть К и L—Oea поля и | - некоторая 
точка поля К со значениями в поле Г. Тогда существует кольцо 
нормирования А для поля К и изоморфизм | из к(А) на под- 
поле поля L, для которых f=joh,. Эти условия определяют А 
в] единственным образом. Кольцо А представляет собой мно- 
жество тех хе К, для т [ (x) # со, и m(A)— множество 
тех x &K, для которых f(x) = 


Если [=jeh,, то условие τὰ ᾿ς Ὁ ен (x) =0) 
эквивалентно условию A,(X) = со (соответственно h,(x) = 0); 
следовательно, оно эквивалентно и условию хе А (соответст- 
венно x @m(A)). Поэтому А определяется единственным обра- 
зом и, так как A1 — сюръективное отображение, изоморфизм | 
также определен однозначно. 

Пусть теперь | — произвольная точка поля К со значениями 
в L; обозначим через А множество тех хеК, для которых 
f(x) 56 oo. Если ХЕА и y@A, то композиции f(x) —f(y) и 
f(x)i(y) определены и = со; тем самым доказаны включения 
x-ySA и xyE À; следовательно, А является подкольном 
в К. Если x & A, то j (x) = со; значит, f(x!) =0 u x7! принад- 
лежит ядру M гомоморфизма j’, полученного ограничением } 
на А. Обратно, если y = m, το y”! & À. Это показывает, что À 
является кольцом нормирования для К, а M служит макси- 
мальным идеалом этого кольца. Пусть | — инъективный TOMO- 
морфизм из к(А) в поле L, полученный из [| переходом 
к факторкольцам. Тогда ](х) =j(h1(x)) для любого ΧΕΕΑ͂, и 
это равенство остается верным для x GA, ибо обе его части 
обращаются тогда в ©. 


Композиция [=]ой) называется каноническим разложением 
точки ]. Говорят, что А является кольцом точки |, m(A)—udea- 
лом точки Гик(А) — полем вычетов точки Г. Для того чтобы две 


точки [:K>L uf: K—L' имели одно и то же кольцо, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы существовал изоморфизм, $ поля 
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значений точки | на поле значений точки |, при котором 
ff =sof. В этом случае говорят, что | u ]’ эквивалентны. Мы 
видим, что любой результат о кольцах нормирования можно 
переформулировать как результат о точках и обратно; так мы 
и будем поступать в последующих разделах. 


Примеры точек. |) Пусть К — поле. Тождественное 
отображение поля К на себя является тривиальной точкой 
с кольцом К и идеалом (0). 


2) Пусть k — поле. Для любого u = k ((T)) положим f (u)= оо, 


если u&kl[[T]], и определим j (u) как свободный член ряда u, 
если ие А[[Т]]. Тогда f является точкой поля k((T)) с полем 
вычетов Rk и кольцом АЕ [[Т]]. Действительно, А [[Т]] представляет 
собой кольцо нормирования для поля Е ((Т)) ($ 1, n° 4, при- 
мер 3), и ограничение функции f на R[[T]] отождествляется 
с каноническим гомоморфизмом поля А[[Т]] на поле вычетов 
этого кольца. 

3) Пусть Е — поле, a — некоторый элемент из k и A—MHO- 
жество таких рациональных дробей и=А(Х), что а допускает 
подстановку в и (Алгебра, гл. ТУ, $ 3, u°2). Если через p обо- 
значить простой идеал (Х —a) кольца Κ[λ]}, το A=k[X], так 
что À представляет собой кольцо нормирования для поля À (À) 


($ 1, n°4, предложение 2). Для любого u=k(X) положим 
Г (и) = со, если uA, и | (и) =и(а), если ue A. Тогда отобра- 
жение | является точкой поля R(X) с полем вычетов À и коль- 
цом À; действительно, ограничение отображения | на кольцо А 
есть гомоморфизм кольца А на k (Алгебра, гл. IV, $ 3, npen- 
ложение 2) с ядром pA=m(A). Говорят, что элемент j (и) ЕЁ. 
получается подстановкой Х =а в и. 

*4) Пусть $ — связное комплексное аналитическое многооб- 
разие размерности Ги К — поле мероморфных функций на δ. 
Для любой точки 2@S отображение f—/(z) поля Кв С 
является точкой поля К, кольцо которой равно множеству тех 
функций f = К, которые голоморфны в 2), и идеал которой 
является множеством функций [ΕΞ К, равных нулю в 2. Этот 
пример, а также некоторые другие аналогии оправдывают 
введение термина „точка“. 


4. Продолжение точек 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть К\— поле, $ — некоторое подкольцо 
в Ки |—гомоморфизм кольца S в некоторое алгебраически 
замкнутое поле L. Тогда существует точка поля К со значе- 
ниями в поле L, являющаяся продолжением гомоморфизма |. 
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Согласно предложению 1, это предложение является пере- 
формулировкой теоремы 2 $ 1, n°2. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть. К — поле, Î — точка поля К co значе- 
ниями в некотором поле L и`К’-— расширение поля К. Тогда 
существует расширение [/ поля L и точка | поля К’ со значе- 
ниями в поле L’, являющаяся продолжением точки f. Если 
х,..., Xn — элементы поля К’, алгебраически независимые над К, 
ца, ..., An - произвольные элементы из L, то можно выбрать 
точку [Г Takum образом, чтобы |} (χι) = a; для 1< {< и. 

Пусть У — кольцо точки [, ϱ-- ограничение отображения | 
на У и g’ — продолжение отображения g на кольцо У [x,, ...,x, |, 
при котором g’(x;) = a; для 1 Lin. В качестве L’ достаточно 
выбрать какое-нибудь алгебраическое замыкание поля LÀ, 
а затем Kg’ и L’ применить предложение 3: мы получаем 
точку |: K’—L’, продолжающую ρ΄; если хе К- У, то х! 
ет (У), откуда | (х-) = в (хх =0 un f(x) = oo =f (x). Следо- 
вательно, [’ продолжает }. 


5. Характеризация целых элементов с помощью точек 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть К — поле, $ — некоторое подкольцо 
в К, П— некоторый гомоморфизм подкольца S в какое-либо _ 
поле u }-— ядро гомоморфизма h. Для того чтобы элемент x 
поля К был целым над локальным кольцом Sy, необходимо 
и достаточно, чтобы всякая точка поля К, продолжающая го- 
моморфизм h, была конечна 8 X. 


Если {-— некоторая точка поля К, продолжающая гомомор- 
физм h, то f конечна на Sy и равна нулю Ha PS». Следова- 
тельно, кольцо точки | доминирует над Sy. Обратно, если V — 
кольцо нормирования для поля К, доминирующее над Sy, то 
У является кольцом некоторой точки [, ограничение которой 
на S есть гомоморфизм с тем же ядром, что и у гомомор- 
физма h. Заменяя | на некоторую эквивалентную точку, мы 
видим, что V представляет собой кольцо точки поля К, про- 
должающей гомоморфизм A. Утверждать, что всякая точка 
поля К, продолжающая À, конечна в точке x, это все равно, 
что утверждать, что х принадлежит всем кольцам нормирова- 
ния для поля К, доминирующим над Sy. Предложение 5 сле- 
дует теперь из теоремы ὃ $ 1, n°3. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть К — поле, $ — некоторое подкольцо К. 
Для того чтобы некоторый элемент х из К был целым над $, 
необходимо и достаточно, чтобы любая точка поля К, конеч- 
ная на S, была конечной и вх. 


Это также сразу следует из теоремы 3 $ 1, n°3, 
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Упражнения 


1) Пусть Q — расширение поля К, Eu F— два расширения поля К, co- 
держащиеся в {ὁ и линейно свободные над К, L— расширение поля К, co- 
держащееся в Ε. Пусть [— точка поля Е со значениями в поле L, которая 
сводится к тождественному автоморфизму. на поле К. Показать, что суще- 
ствует, и притом единственная, точка поля К (EU F) со значениями в К (LUF), 
продолжающая {| и сводящаяся к тождественному автоморфизму на F. 
(Если А— кольцо точки ᾗ то заметить, что { продолжается единственным 
образом до гомоморфизма g из F(A) в K[LUF], сводящегося к тожде- 
ственному отображению Ha F, и что если Ш-— идеал точки }. то любой эле- 
мент 2@F(A), для которого в (2) =0, можно записать в виде хи, где 
хеш, ие Р(А) ивр (и) # 0. Закончить рассуждения, заметив, что К (E UF) 
есть поле частных кольца F [А 

2) Пусть К, K’— два расширения поля Ки f, -— точки полей К и K’ 
соответственно со значениями в одном и том же алгебраически замкнутом 
поле L. Предположим, что ограничения | и f на К совпадают Показать, что 
существует композит (F, i, Г) расширений К и К’ (Алгебра, гл. VIII, 5 8) 
и точка g поля F co значениями в L, такие, что f(x) =в (1(х)) для x eK 
и f(x)=g(i (x’)) для ἘΞ К’. (Пусть И, У’-— кольца точек.Ё и Г, A—ux 
общее пересечение с k, A: У©®, V'-> 1, — такой гомоморфизм, что A (a @а’) = 


= | (а) [ (a) при ae У, ae у’ Используя тот факт, что м и V’ — плоские 
А-модули ($ 3, n°5, лемма-1), доказать, что если а ~ 0, a’ £0, то элемент 
а 69 а’ = (а 69 1) (1 ба’) не является делителем нуля; если $ — мультипли- 


кативная система в B=V &,V’, образованная этими элементами, то $719 
/ / 
содержит подполя Κι, K,, изоморфные соответственно полям Ки К, 


2 7 

и представляет собой кольцо, порожденное множеством ΚιυΚι. Показать, 
что если 9— ядро гомоморфизма A, то существует такой простой идеал Ÿ 
в В, что усди } [|5 =), и показать, что можно взять в качестве F поле 
частных кольца 5-!Β/65τἰγ)) 

3) a) Пусть К-— поле, }—точка поля К со значениями в некотором 
упорядочиваемом поле L (Алгебра, гл. УТ, $ 2, упражнение 8); показать, 
что К упорядочиваемое. (Заметить, что для любого конечного семейства 


элементов (Qj); <; <n Поля К всегда имеется такой индекс j, что | (аг/ау) = со 


_ для любого i.) 


Если (%i)) <:<„- такая последовательность элементов поля К, что 


> x7] 52 со, то показать, что [ (x;) # © для всех i. 
i=] 


зать, что кольцо F(G) элементов из К, не являющихся бесконечно боль- 
шими относительно G (loc. cit., упражнение 11), есть кольцо нормирования 
для К и идеал I (0) бесконечно малых относительно С элементов из F (С) 
является максимальным идеалом этого кольца; следовательно, на К имеется 
точка со значениями в поле (С) =Е (С)/1 (С), обращающаяся в тожде- 
ственное отображение на С; эту точку называют канонической точкой 
поля К относительно подполя G. 

в) Показать, что если не существует расширения поля G, содержа- 
щегося в К, отличного от С и сравнимого с С, то Ё (С) алгебраично над G 
(заметить, что если {€ К не принадлежит С, то поле С (1) содержит неко- 
торый бесконечно малый относительно С элемент u~ 0 и С (1 является 
алгебраическим расширением поля С (и)). 

4 4) Упорядоченное поле К называется евклидовым, если для любого 

>0 из К к de такой элемент у <= К, что x = y°. 


6) Пусть К — упорядоченное поле, а С — некоторое подполе в К; пока- 
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а) Пусть К — евклидово упорядоченное поле, С — такое подполе в К, 
что не существует расширения поля G, содержащегося в К, отличного от G 
и сравнимого с С. Показать, что если f — тождественная на С точка поля К 
со значениями в некотором упорядоченном поле L, являющемся алгебраи- 
ческим расширением поля С, то | эквивалентна канонической точке поля К 
относительно подполя G. (Можно считать, что { принимает значения 
в максимальном упорядоченном поле N, являющемся алгебраическим рас- 
ширением поля Г. Заметить, что поле С евклидово и что если х=@, у= К 
ux<y, то | (у) = © или f(y)>x. Если Аи } обозначают кольцо и идеал 
точки |, то показать последовательно, что < 1(С), Р(@)< А, Г(@)=у 
и AC F(G), учитывая при этом, что N сравнимо с С.) 

6) Пусть К —евклидово упорядоченное поле, [— точка поля К со зна- 
чениями в некотором максимальном упорядоченном поле L, Аи PD — кольцо 
и идеал точки |. Пусть С — подполе поля К, максимальное среди таких 
подполей EB К, что ENp=0. Показать, что GCA и что G алгебраически 
замкнуто в К, а потому С — евклидово. Доказать, что не существует рас- 
ширения поля G, содержащегося в К, отличного от G и сравнимого с G. 
Кроме того, подполе поля L, порожденное множеством f (A), алгебраично 
над f(G) и, следовательно, точка f эквивалентна канонической точке 
поля К относительно подполя G. 

в) Пусть К — максимальное упорядоченное поле, [, — максимальное упо- 
рядоченное подполе в К, отличное от К и такое, что. К сравнимо с L 
(Алгебра, гл. VI, $ 2, упражнение 15). Показать, что не существует точки f 
ΠΟΙ К со значениями в L, сводящейся к тождественному автоморфизму 
на L. 

_ 945) Пусть К- поле, [-— точка поля К со значениями в некотором 
максимальном упорядоченном поле À. 
а) Для любого элемента à = К показать, что существует продолжение 


точки f или на К (Va), или на К a a), являющееся точкой со значениями 
в L. (Рассмотреть два случая в зависимости от того, существует или нет 


`такой элемент а Е К, что f (a?a) не равно ни 0, ни co.) 


6) Вывести из а), что существуют расширение Е поля К, являющееся 
максимальным упорядоченным полем, и продолжение TOUKH } Ha E, являю- 
щееся точкой поля Е со значениями в L. (Свести к случаю, когда К 
является евклидовым и применить упражнение 4a).) 

6) Пусть А -— целозамкнутое кольцо, К — его поле частных, }) — некото- 
рый простой идеал в Аи &-— поле частных факторкольца A/p. Показать, 
что если кольцо А, не является кольцом нормирования, то существует 


кольцо нормирования V поля К, доминирующее над Αν, поле вычетов ко- 


торого является трансцендентным расширением поля А (воспользоваться 
упражнением 146) гл. V, $ 2). 


8.8. Нормирования 
1. Нормирования на кольце 


Пусть Г — совершенно упорядоченная коммутативная группа, 
операция в KOTOPOË записывается аддитивно. Начиная с этого 
параграфа, всюду в этой главе мы будем рассматривать для 
такой группы множество, получаемое присоединением к Г не- 
которого элемента, обозначаемого через + со. Это множество 
мы будем обозначать через Г, и наделим его: 1) отношением 
совершенного порядка, в котором - со является наибольшим 
элементом, Т. е. таким элементом, что «< + © для всякого 


ge zT PE ee Se Te ET К АЕ 
> <. => = = » ο nu ee mm“ Se rer eee ee =, - Ὁ ἢ 7 
x a} nes Fe : =< = Fr ie ae DE - a < 2 
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ае Г; 2) структурой коммутативного моноида, закон компози- 
ции которого индуцирует на Г закон композиции заданной 
группы и который определяется условиями 


(+ 00) + (+ ©) = + ®, a+(+ оо) = + 00 


для любого а=Г. Немедленно проверяется, что этот закон 
коммутативен и ассоциативен Ἡ что отношение а LB BI, вле- 
чет за собой a+ у<В-у для всякого yer, 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть С — некоторое. кольцо (не обязательно 
коммиутативное), Г — совершенно упорядоченная коммутативная 
группа, записываемая аддитивно. Нормированием кольца С со 
значениями в группе Г называется любое отображение Ὁ: C—>T,, 
удовлетворяющее следующим условиям: 


(VL) v(xy)= (х) +u(y) для хЕС, VEC; 
(УГ) vx +y)>inf(v(x), v(y)) для x EC, yet; 
(VLin) v()=0 uv(0)= 


Если кольцо С не имеет делителей нуля, отличных OT 0, 
то единственное отображение vy кольца С в Г., при котором 
vo(x)=0 для x 0 и v,(0) = + ©, является нормированием, 
называемым несобственным нормированием кольца С. Если 
2 = С — такой элемент, что 2° = | для некоторого целого n > 1, 
то, в силу условия (VL;), имеет место равенство по (2) = 
= о (2) =0 и, следовательно, Ὁ (2) =0 для любого нормирова- 
ния Ὁ кольца С, так как Г — совершенно упорядоченная группа. 
В частности, v(—1)=0 ‚ откуда v(—x)=v(x) для любого 
хеЕС. Кроме того, из условия (VLı) следует, что v (ху) = (yx), 
какими бы ни были x, ySC. Если x — обратимый элемент 
кольца С, το 9 (х-!) = — v(x). | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть 9 -— нормирование (не обязательно 
коммутативного) кольца С. Для любых элементов El 
(1 << и) имеет место соотношение 


ο(Σ =)> inf. v(x,). (1) 

Кроме того, если существует единственный индекс R, для 

которого. v(x,)= inf v(x,), ТО это соотношение превращается 
| I<isn 


в равенство. В ‘частности, если 9(х) Æ v(y), то v(x+y)= 
= info), vw) κ | 

_ Соотношение (1) выводится из аксиомы (УГ) с помощью 
индукции по и. Если существует единственный индекс К, „Для 


которого v(x,)= inf о (χι), то положим Y= 2% и == М; 
152 п i=] 
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тогда v(y)>v(x,) и (2) 2 о(х,) в силу (1). Если бы выполня- 
лось неравенство 9(2) » (х,), то равенство X, =2— у приво- 
дило бы к тому, что v(x,)>inf(v (2), v(y))>v(x,), τ. е. к про- 
тиворечию; отсюда следует, что 9 (2) = (х,). Тем самым BTO- 
рое утверждение доказано. 


СЛЕДСТВИЕ. Если конечная последовательность элементов 


(1), <<, Кольца С такова, что 0 (при п> 2), то суще- 
i=] 


ствуют по крайчей мере два различных индекса |, №, для ко- 
торых Ὁ (χι) -Ξυ (χι) = inf Ὁ (χι). ' 
I<i< | 


a. 


Если бы существовал лишь один индекс Е, для которого 


o(x,)= inf (v(x;)), то из предложения 1 следовало бы, что 
I<isn 


v (x,)=v(0)=+ ©, откуда 9(х;)=- oo при любом i, а это 
противоречит TOMY, что п22, и предположению, сделанному 
относительно индекса À. 


Замечания. 1) Если 9: С->Г,-— любое нормирование 
кольца С u u: В —>С —гомоморфизм некоторого кольца В в С, 
то немедленно проверяется, что композиция отображений 


B—>C—>T, является нормированием кольца В со значе- 
ниями в группе LAS 

2) Из условий (VL) и (УГи) сразу же видно, что множе- 
ство v”!(+ со) представляет собой двусторонний идеал yp 


в кольце С, отличный от С в силу (Уи). Кроме того, если 
x, Y— два элемента из С, для которых Ὁ (ху) = + со, то из (У) 
следует, что обязательно U(x) = + oo или Ὁ (y) = + со. Другими 
словами, факторкольцо C/p не имеет делителей нуля, отлич- 
ных от нуля. Непосредственно проверяется, что отображение 
δι Сф-—>Г„,, полученное из Ὁ при переходе к факторкольцу, 
представляет собой нормирование кольца C/p, и прообраз эле- 
мента + со при этом нормировании сводится к 0. 


2. Нормирования на теле. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть К — некоторое тело (не обязательно 
коммутативное), Ὁ — нормирование тела К co значениями 
в группе Г. Тогда | 

(i) для x 0 имеет место соотношение v(x) # + ©; 

(ii) множество А тех элементов x = К, для которых U (x) = 0 
np едставляет собой подкольцо в К; 4 

(iii) для любого a 0 из группы Г множество Уз (coorwer 
ственно множество Va) тех элементов x € À, для. которых 
v(x)> о (соответственно v(x) > u), представляет собой двусто- 


444 | НОРМИРОВАНИЯ — ГЛ. VI, § 3 


ронний идеал в А и всякий ненулевой идеал кольца А (левый 


или правый) содержит один из идеалов Vi; 

(iv) множество т(А) тех элементов x = À, для которых 
о (х)>0, является наибольшим идеалом в А, отличным от À; 
множество И (А) =А-—т(А) представляет собой совокупность 
обратимых элементов кольца А и к(А) = А/т(А) является телом 
(не обязательно коммутативным); 

(у) для всякого хе К — А справедливо включение Χ-ὶ Е m (À). 


Утверждение (i) следует из того, что множество V—!(+ oo) 
есть идеал тела К, отличный от К. Проверка того, что А—кольцо, 
а Va, Vi— двусторонние идеалы, тривиальна в силу аксиом 


(ΝΤ, (VLy) и (УГ о. Если a — любой идеал (например, левый) 
кольца А и если x == 0 — элемент из A, то для всякого уе À, 
удовлетворяющего условию Ὁ (и) 29 (X), можно записать Y =2X, 
где 2=иух-(; следовательно, V(2)=v(y)—u(x) >20 и, значит, 
ze À. Иначе говоря, левый идеал Ах содержит идеалы. Vo, 
где а > (х). Множество U (A)=A—m(A) представляет собой 
совокупность таких хе К, что о (х) =0; если x & U (A), το 


о (x71) = — V(x) = 


откуда х 1 ЕО (À). Обратно, если а элемент 
в А, то u(y) 20, υ(/ ') >0 u v(y) +0 (y~') =0, откуда v (у) =0 
n yœU (А). Тем самым доказано (iv), а (ν) следует непосред- 
ственно из определений. = 

Говорят, что А (соответственно m (А), к(А)) является кольцом 
(соответственно идеалом, телом вычетов) нормирования о на 
теле К. 


Ясно, что U(A) представляет собой ядро гомоморфизма 
о: К* —>Г и что образ о (К*) при гомоморфизме Ὁ мультипли- 
кативной группы К“ является подгруппой аддитивной группы Г, 
называемой группой порядков или группой значений нормиро- 
вания 9, которая, следовательно, изоморфна группе K'/U (À). 
Для любого x = К элемент Ὁ (x) моноида Г., иногда называется 
нормированием или порядком элемента х относительно Ὁ. Гово- 


PAT, что два нормирования UV, Ὁ’ тела К эквивалентны, если 


они имеют одно и то же кольцо. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Для того чтобы два нормирования Ὁ, Ὁ’ 
на теле К (не обязательно KOMMYTATUBHOM) были эквивалентны, 
необходимо и достаточно, чтобы существовал такой изомор- 
физм À упорядоченной группы Ὁ (К”) на упорядоченную группу 
5’ (К*), что ο’ = Лоу. 


Действительно, пусть UV H Ὁ’ эквивалентны. По предполо- 
жению кольцо А нормирования Ὁ совпадает с кольцом нор- 
мирования 9’ и отображения V, Ὁ’ (ограниченные на К”) pas- 
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| лагаются нагомоморфизмы К*—К*/И (A) => о (К*), K">K*/U(A)-> 


—> о’ (К*), где ци у-— изоморфизмы. Кроме того, множество 
(строго) положительных элементов группы Ὁ (Κ᾽) (соответственно 
группы v’(K")) есть образ относительно 1 (соответственно ν) 
множества классов то4 (И (A)) элементов 520 из m(A); отсюда 
мы заключаем, что отображение À = vou!" есть искомое ото- 
бражение. Доказательство обратного утверждения очевидно. 


Предположим теперь, что К — поле. Тогда для всякого нор- 
мирования о поля К кольцо А нормирования Ὁ является кольё- 
цом нормирования для поля К в смысле определения 2 $ |, 
n°2 (это оправдывает нашу терминологию). Предыдущее утвер- 
ждение следует из предложения 2B) и теоремы IB) $ 1, n°2. 
Обратно, напомним, что для всякого целостного кольца В 
с полем частных К отношение делимости х|у (эквивалентное 
включению y ] Вх) превращает К” в предупорядоченную группу, 
для которой ассоциированная упорядоченная группа Г» пред- 
ставляет собой факторгруппу К”/И (В) группы К” по группе 
U (В) обратимых элементов кольца В; положительными эле- 
ментами в этой группе являются элементы из B*/U (В) (где 
B* = В — {0}); отображение x— Bx определяет при переходе 
к факторгруппе изоморфизм упорядоченной группы X /U (В) 
на группу (упорядоченную отношением >) ненулевых главных 
дробных идеалов поля К (Алгебра, гл. VI, S 1, n°5). Кольца А 
с полем частных К, для которых группа РЯ "JU (А) совер- 
шенно упорядочена, — это в точности кольца нормирования для 
поля К ($ 1, n°2, теорема Ir)). Если через v, обозначить ка- 
нонический гомоморфизм из К” на I’, то немедленно прове- 
ряется, что отображение Vy (продолженное с помощью равен- 
ства Ὁ} (0) = + со) представляет собой нормирование (называе- 
мое каноническим) поля К, кольцо которого есть А. Каждое 
нормирование, эквивалентное нормированию Vy, записывается 
в виде U—=OoUy, где 0 — некоторый изоморфизм группы Гл Ha 
подгруппу группы, в которой Ὁ принимает свои значения (пред- 
ложение 3). Говорят, что σοῦ; есть каноническое разложение 
нормирования у. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть С — целостное кольцо, К —его поле 
частных, С*=С-{0} и v: CT, некоторое нормирование 
кольца С, при котором υ-ἰ(οο) = {0}. Тогда существует, и npu- 
том единственное, нормирование w поля К, которое продол- 
жает Ὁ, u w(K") является подгруппой группы Г, порожденной 
.‚ группой υ(ς"). 


В силу теоремы 2 из Алгебры, гл. I, $ 2, n°7, существует, 
и притом единственный, гомоморфизм и группы К" в группу Г, 
который продолжает 91С*, и.группа w (К”) порождается моно- 
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идом о (С"). Остается поэтому доказать, что отображение W 
удовлетворяет. аксиоме (УГ). Таким образом, пусть хе К", 
y = K* — такие элементы, что x + уе К". Существует такой эле- 
мент AGC", что ax SC" и ау С", откуда а (Хх + у) EC". По- 
скольку ограничение отображения w на Ο" удовлетворяет (УТ. п), 


w (a(x + y)) > inf(w (αχ), ὦ (ay)).. 
Отбрасывая и (а) в обеих частях ‘этого неравенства, получаем 
w (x + y) > ini (w (x), w (y)). 


3. Переформулировки 


Пусть К — поле, [—HeKoTopası точка поля К, Ὁ — некоторое 
нормирование поля К и А-— некоторое кольцо нормирования 
для поля К. Мы будем говорить, что À, ри U ассоциированы, 
если А— кольцо точки | и кольцо нормирования 9. В силу ре- 
зультатов n° 1 и § 2, n°3, каждый из трех объектов A, РН 
определяется двумя другими (с точностью до и. 
с которой рассматриваются точки и нормирования). В частно- 
сти, имеют место следующие эквивалентности: 


x = À & Î (x) со S v (x) 520, 
xem(A) Sf (x) =0 - S v(x) >0, 
xe@A—m(A)=U(A) SsiW)A и f(x) FO Sox) =0 
ХЕК-А & f (x) = со S&S 0 (x) < 0. 


Любой результат, справедливый для колец нормирования, 
точек-или нормирований, можно переформулировать как резуль- 
тат относительно остальных двух понятий, Так, например, из 
предложения 4 $ 2, n°4, мы получаем 


ν 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть К — поле, v— нормирование поля К 
и К’ -— некоторое расширение поля К. Тогда существует норми- 
рование 5’ поля К’, ограничение которого на К эквивалентно 
нормированию уч. | 


Пусть Г. и Г»„-—группы порядков нормирований v и τ’, 
Так как ограничение 9’ на К эквивалентно о, существует H30- 


морфизм À группы Г. на некоторую подгруппу jet Ps 
при котором v’=Acv на поле К. Если отождествить Г, и À (Г.) 
с помощью A, то будет ясно, что 9’ продолжает UV. 


Следует заметить, что Г, является, вообще говоря, груцпой, OT- 


личной от À (Го), и класс αμ μετ нормирования UV’ не обяза- 
тельно единствен. Мы вернемся к обсуждению этого вопроса в $ 8; 


Истолковав в соответствующих терминах теорему 3 $ 1. 
n° 3 (иди предложение 6 $ 2, n°5), получаем; 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть Кр— поле, А-подкольцо в К u 
х — некоторый элемент из К. Для того чтобы xX был целым 
над А, необходимо и достаточно, чтобы всякое нормирование 
поля К, положительное на A, было положительно в X. 

Начиная с этого момента мы будем, как правило, оставлять 
читателю заботу об истолкованиях в TeX .или иных терминах 
утверждений, аналогичных предыдущим. 


4. Примеры нормирований 


Примеры колец нормирования, приведенные в $ 1, n°4, 
дают нам первые четыре из следующих примеров: 


Пример 1. Любое норм ирование конечного поля Е является 
несобственным, так как каждый элемент из F" представляет 
собой корень из единицы. 


Пример 2. Если К — подполе поля К’, то ограничение на К 
любого нормирования поля К” является нормированием поля К. 


Пример 3. Пусть Е — поле и К =k((T)). Отображение v, 
сопоставляющее каждому ненулевому формальному ряду его 
порядок (Алгебра, гл. IV, $5, n°7), является нормированием 
поля К, группа порядков которого есть Z, а кольцом служит 


Е [[Т]]. Ассоциированная точка представляет собой канониче- 


ский гомоморфизм f: k[[T]]—k, продолженный на k((T)) 
с помощью равенства | (и) = со, если UR [[Т]]. 


Пример 4. Пусть Ар—кольцо главных идеалов, К — его 


поле частных и р — какой-нибудь экстремальный элемент из À. 
Для хеК” обозначим через v,(x) показатель элемента р 
в разложении элемента х на экстремальные (Алгебра, гл. УП, 
$ 1, n°3, теорема 2); немедленно проверяется, что о, является 


нормированием, группа порядков которого есть Z и кольцо 
которого равно A,,. В силу предложения 3 $ 1, n°4, мы по- 


лучаем таким способом все, с точностью до эквивалентности, 
положительные на А нормирования поля К, не являющиеся 
несобственными. Положив A=Z, мы вновь получаем р-адиче- 
ские нормирования поля рациональных чисел О (Topologie gé- 
nerale, chap. IX, $ 3, n°2). Этими нормированиями, с точно- 
стью до эквивалентности, исчерпываются все нормирования 
поля Ω, не являющиеся несобственными ($ 1, n°4, следствие | 
предложения 3). Пусть А=А[Х|, где À — некоторое поле. Тогда 
все нормирования поля k(X), которые не являются несобствен- 
ными, но. ограничение. которых.на А несобственное, предста- 
вляют собой (с точностью до эквивалентности), с ‘одной CTO- 
роны, нормирования Vp, где Р пробегает множество неприво- 
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димых унитарных многочленов кольца Κ[Χ], а с другой сто- 
роны, нормирование о, определенное так: u (P/Q) = deg (ϱ) — 
—deg(P) для PER[X] и QER[X] ($ 1, n°4, следствие 2 пред- 
ложения 3). Для этих нормирований, очевидно, Z является 
группой порядков и их поля вычетов представляют собой моно- 
генные алгебраические расширения. поля À (Алгебра, гл. V, 
S sn 1). | 

Пример 5. Отображение P(X, У) —> P(T, еГ) кольца СХ, У] 
в поле C((T)) инъективно (Теория функций действительной. 
переменной, гл. IV, § 2, предложение 9); следовательно, это 
отображение продолжается до некоторого изоморфизма поля 
СС, Y) на подполе в С((Т)). Ограничение на это подполе 
нормирования поля С ((Т)), определенного в примере 3, onpe- 
деляет некоторое нормирование поля С(Х, У), несобственное 
на С, группа порядков которого равна Ζ, а поле вычетов 
есть С. | 


Предложение 4 n°2 позволяет построить нормирование, 
группа порядков и поле вычетов которого заранее заданы: ᾿ 


Пример 6. Пусть Г — совершенно упорядоченная группа 
и Е — некоторое поле. Пусть Г. — моноид положительных эле- 
ментов из Ги С— алгебра моноида Г. над полем К. По onpe- 


делению алгебра С обладает базисом (deer, над полем К, 


таблица умножения которого задается равенством Χαλῃ = Хачв. 
Если x= δὶ ΩαΧα — произвольный ненулевой элемент из С, то 
a 


положим V(x) = νο (Ga) и положим UV (0) = + 00; немедленно 
da 

проверяется, что отображение о алгебры С в моноид Г, удо- 
влетворяет условиям (УП) и (УГи) из n°1, а также то, что 
кольцо С целостное. Пусть Кр— поле частных кольца Си 
ш — нормирование поля К, продолжающее отображение Ὁ (пред- 
ложение 4 n°2). Поскольку любой элемент группы Г. предста- 
вляет собой разность двух положительных элементов, группой 
порядков нормирования w служит группа Г. Пусть А — кольцо 
нормирования W и т—его максимальный идеал; мы сейчас 
покажем, что А является прямой суммой m и k (Rk отождест- 
влено с К.1), откуда и будет следовать, что поле вычетов 
нормирования & изоморфно полю РЁ. Ясно, что mA = (0). 
С другой стороны, обозначив через р идеал в С, порожденный 
элементами X,, где а>0, получим, что всякий элемент X с нор- 
мированием, равным 0 в поле К, может быть представлен 
в виде (а +y)/(b +2), где ack’, Бек", yep, ге р. В таком 
случае имеем 


x=ab7'+ (by —az)b7'(b +2"! 
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откуда w(x —ab~')>0 И x = ab” (mod т). Это доказывает 
наше утверждение. 

Если l=ZXZ, то К=Е(Х; У) и предыдущая конструкция 
дает нам, таким образом, нормирования поля R(X, У), несоб- 
ственные на À, группа порядков которых равна Z X Z, а поле 
вычетов есть №. Эти нормирования зависят от структуры по- 
рядка, выбранного Ha ZX Z. Можно, например, наделить 
группу Z X Z лексикографическим порядком или, если а— произ- 
вольное иррациональное число, то группу Ё X Z можно ото- 
ждествить с подгруппой в Rc помощью гомоморфизма (m, n)— 
— т { па (гомоморфизм этот инъективен, ибо число а иррацио- 
нально) и наделить ZX Z порядком, индуцированным поряд- 
ком группы К. 


Другие конструкции a en в которых используется пред- 
ложение 4 1°2, будут описаны в $ 10. 


5. Идеалы кольца нормирования 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть С — упорядоченное множество. Под- 
множество М в С называется мажорным, если из соотношений 
xe M uy>x следует, что уе M. 


Пусть Κ--ποπε, v—HekoTopoe нормирование поля К, 
À — кольцо нормирования Ὁ и @ — группа порядков нормирова- 
ния 9. Для любого мажорного множества М < С пусть а (М) — 
множество тех элементов X @K, для которых Ὁ (x) = MU {+ oo}. 
Ясно, что a(M) представляет собой А-подмодуль в К. 


ΠΡΕΠΠΟΧΕΗΗΕ 7. Отображение М — à (М) является возрастаю- 
щим биективным отображением мажорных подмножеств группы G 
на множество А-подмодулей поля К. 


Пусть ВБ — произвольный А-подмодуль в К. Множество по- 
рядков v(x), где x=b6b—(0), является мажорным подмноже- 
ством М (5) в G. Предложение 7 будет доказано, если устано- 
вить следующие формулы: 

М (« (№)) =М для любого мажорного 

множества N группы G; (2) 
а(М (6)) =В для любого А-подмодуля 6 поля К. (3) 

Установить формулу (2) легко, так как для каждого т = М 
существует такой элемент хе К, что v(x)= m. Очевидно, что 
Бо а(М (b)). Пусть, обратно, хеая(М (b)) и предположим, что 
х = 0. Тогда v(x) Е М (6) u, следовательно, существует такой 
элемент yeb, что 9 (х) = v(y). Отсюда следует, что Х=иу при 
о (и) =0. Это показывает, что хе Ay Ch. Доказательство за- 
кончено. 


15 Н. Бурбаки 
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Следствие. Пусть @.-— множество положительных элемен- 
тов группы G. Отображение M—a(M) является биективным 
отображением множества мажорных подмножеств из G, на 
множество идеалов кольца А. 

Действительно, поскольку A=a(G,), включение а (M) CA 
эквивалентно включению ME Gy. 


Например, максимальный идеал ш (А) равен a(S), где S обозна- 
чает множество строго положительных элементов из G. 


6. Дискретные нормирования 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть К — тело (не обязательно KOMMYTATUB- 
ное), Ὁ — нормирование тела К u I — epynna порядков нормиро- 
вания 9. Говорят, что нормирование υ дискретно, если суще- 
ствует изоморфизм (обязательно единственный) упорядоченной 
группы Г на группу 7. Пусть у- элемент из Г, соответствую- 
щий единице при этом изоморфизме; всякий элемент и из К, 
для которого (и) =у, называется униформизирующей норми- 


рования ο. Дискретное нормирование называется нормирован- 
ным, если группа порядков равна Z. 


Например, нормирование Up, определенное экстремальным 
элементом р кольца главных идеалов *„или факториального 
кольца“„ является нормированным дискретным нормированием, 
для которого р есть униформизирующая. В частности, если 
Е — поле, то А [[Т]] является кольцом дискретного нормирова- 
ния поля R((T)), для которого Т служит униформизирующей. 
*Пусть S — связное комплексное аналитическое многообразие 
размерности 1, К — поле мероморфных функций на $ и 2—He- 
которая точка из $; множество функций [ΕΞ Κ, являющихся 
голоморфными в 2, является кольцом некоторого дискретного 
нормирования Ὁ; для того чтобы функция | = K была унифор- 
мизирующей для нормирования 9, необходимо и достаточно, 
чтобы. она была голоморфной и равнялась нулю в точке 2p и 
чтобы существовала такая окрестность У точки 2 в $, что 
ограничение | на У определяет гомеоморфизм множества И 
на некоторую окрестность начала координат на комплексной 
плоскости С. Этот, а также некоторые другие аналогичные 
примеры оправдывают введение термина „униформизирую- 
Wan.» | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть К — тело (не обязательно коммута- 
тивное), Ὁ — дискретное нормирование тела К, А -— кольцо нор- 
мирования v u u — униформизирующая нормирования v. Нену- 


левые идеалы кольца А являются двусторонними и имеют вид 
Аи’ (п > 0). 
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Можно считать о нормированным, так что 9 (и) =1. Для 
всякого x ЕК” имеется целое число и = Z, для которого v (x)= 
= п=о (и), следовательно, можно записать х = 2и” = и"2”, где 
2, 2’ — обратимые элементы в А. Отсюда wet предложе- 
ние. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть А — целостное локальное кольцо, не 
равное своему полю частных. Следующие условия эквивалентны: 

а) кольцо А есть кольцо дискретного нормирования; 

6) кольцо А есть кольцо главных идеалов; 


co 
в) идеал m(A) является главным и [] ш(А)"=0; 
n=] 
г) кольцо A нётерово и идеал M(À) главный; 
д) кольцо А нётерово и является кольцом нормирования. 


Предложение ὃ показывает, что из а) следуют 0), г) ид). 
Если А — кольцо главных идеалов, то м (А) = Аи и любой нену- 
левой идеал из À имеет вид Аи”, так как кольцо А — локаль- 
ное (Алгебра, гл. УП, $1, n°3, теорема 2). Следовательно, 
со 


П"(А"=0; этим доказано, что из 6) следует в). С другой 
n=0 

стороны, из г) следует в) (гл. III, $ 3, n° 2, следствие пред- 
ложения 5); в силу предложения 2 $ 1, n° 4, из в) следует а). 
Таким образом, условия а), 0), в) и г) эквивалентны и имеют 
своим следствием условие д). Наконец, предположим, что 
выполнено д) и покажем, что имеет место 6). Достаточно до- 
казать следующую лемму: 


JIEMMA 1. Пусть А — кольцо нормирования. Всякий А-модуль 
без кручения, имеющий конечный тип, свободен. Всякий идеал 
конечного типа кольца А является главным. Любой А-модуль 
без кручения является плоским. 


Пусть Е — некоторый А-модуль конечного типа без кручения, 
и пусть X;,..., X, — образующие модуля Е, выбранные в мини 
мальном числе. Покажем, что эти образующиё линейно неза- 


п 
висимы. Если 2 aix; =0 (a; = A) — нетривиальное соотношение 
$ = 
между х;, TO один из коэффициентов а;, например αι, делит 
все остальные, так как множество главных идеалов кольца А 
совершенно упорядочено по включению ($ 1, n° 2, теорема 1). 
Имеем а, ~ 0, поскольку данное соотношение предполагается 
нетривиальным. Поскольку модуль Е без кручения, мы можем 
разделить на αι, т.е. предположить, что а =1. Но тогда x; 
является линейной комбинацией элементов хо, ..., X, в Mpo- 
тиворечие с тем, что число п минимально. Следовательно, MO 
дуль Е свободен. | | 


15* 
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В частности, всякий идеал а конечного типа кольца A 
является главным, так как все элементы любой системы обра- 
зующих идеала A делятся на один из них. Предложение 3 
гл. I, $2, n°4, показывает теперь, что любой А-модуль без 
кручения является плоским. 


Упражнения 


4 1) а) Пусть Ё — поле, Т — некоторая переменная; в поле формальных 
рядов L((T)) рассмотрим ряд 


Ϊ 9 
ара οἱ 9953 EEE mate τ ΠΠ 
где все с, = L отличны от нуля. Показать, что ряд $ трансцендентен над 


подполем Ё (Г) поля Г. ((Т)). (Рассуждать от противного, предполагая, что 
существует некоторое соотношение do (Т) + а! (Т) $ +... + аа (Τ) οὔ =0, в ко- 
тором а, (Т) — многочлены из L(T), причем ag == 0; построить уравнение, 


выполняющееся для δ΄ =Ss—cCyo—e,T!'— ... -- ео и показать, что для 
достаточно большого й его свободный член является многочленом степени 
< п!, откуда получить противоречие.) 

6) Пусть №- поле, X, У, Z, ТГ-четыре переменных, K=k(X, У, 2), 
Е — алгебраическое замыкание поля R(X); для всякого й обозначим через хп 
какой-либо такой элемент из Е, что хи = Χ. В поле формальных рядов E ((T)) 


рассмотрим элемент 


=, Г + ΧοΤ”' + Eee EEE u © ei 


Элементы $ и T алгебраически независимы над E в силу а). Рассмотрим 
гомоморфизм |: К->Е ((Т)), при котором f(X) = X, [(Y)=T, [(2) =з. Если 
0 — дискретное нормирование на E ((Т)), определяемое порядком формальных 
рядов (n° 3, пример 3), то vof — дискретное нормирование поля К; показать, 
что поле вычетов нормирования VOf является подполем À (х1, Ха, ..., Xn, ++) 
поля E и, следовательно, имеет бесконечную степень над k. : 

4 2) Пусть Г — совершенно упорядоченная группа и А — некоторое поле. 

а) Пусть A, В — два подмножества в Г, вполне упорядоченные относи- 
тельно индуцированного порядка. Показать, что множество A+B вполне 
упорядочено и что для любого у= А-В множество пар (а, В) Е АХ В, 
для которых а-+В=уу конечно. (Для доказательства первого утверждения 
надо рассуждать от противного и показать, что в противном случае можно 
было бы определить строго убывающую последовательность (γῃ) элементов 
из A+B, для которой Ya > аи + Ви, где аи ΕΞ À, By е В, причем последова- 
тельность (Gy) строго возрастает, а последовательность (By) строго убывает; 
закончить надо с помощью упражнения 3 из Теории множеств, гл. Ш, $ 4.) 

6) Пусть $ (Г, #) — множество таких семейств % = (Ха) =г», ЧТО Χα = À 
для любого WE IT и множество элементов G, для которых Χα #0, является 
вполне упорядоченным подмножеством в Г. Показать, что $ (Г, κ) является 
аддитивной подгруппой в ЕТ; кроме того, если х = (ха), Y= (Ya) — два эле- 
мента из $ (Г, κ), то множество С сумм a+f6 таких пар (а, В), что ха == 0 
и ув 5-0, вполне упорядочено в силу а) и для любого уе=С определен 
элемент Zy = > Xaÿp В поле À; если положить га = 0 при a 62 С, то ока- 

. a+ß=Y : 
жется, что элемент 2 = (20) ΕΞ Rk принадлежит 5 (Г, κ); обозначим его через ху. 
Показать, что относительно этого закона композиции и относительно сло- 


жения в группе Г множество $ (Г, А) является полем; кроме того, для 
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любого х = (ха) #0 из $ (Г, κ) пусть А будет наименьшим элементом среди 
таких а Г, что ха == 0; положим 9 (χ) =А (и υ (0) = + ©); показать, что 
о — нормирование на $ (Г, К), для которого Rk является полем вычетов и 
Г — группой значений. Говорят, что Ὁ есть каноническое нормирование на 
поле $ (Г, А). Поле k канонически отождествляется с некоторым подполем 
в 5 (Г, 2). Для всякого a = Г обозначим через Ug такой элемент (Χλ)} ep; 


что Xg=1, x, =0 при любом Aa; для всякого 2 е δ (Г, Κα), отличного от 
нуля, имеется, и притом единственная, пара (t, a) Е АХ Г, такая, что Ὁ (2) =a, 
о (2 — ша) > а. Говорят, что ша является доминирующим членом элемента 2. 

$ 3) Пусть К — поле, w — нормирование на К, Г — группа значений нор- 
мирования w и К — его поле вычетов. Построим соответствующее поле $ (Г, А) 
и сохраним обозначения упражнения 2. Пусть для любого { & К через 10 
обозначается элемент из класса Ё в кольце нормирования &; пусть для 


любого a = Г через u обозначается такой элемент из К, что w (μα) -- a. 


а) Пусть М -— подмножество поля 9 (Г, К), содержащее элементы Ша 
для любой пары (f, a) = k XT; предположим, что существует биективное 
отображение х ->x° множества М на некоторое о M9 поля К 


и что выполнены следующие условия: 17 равенство (из) 02 fue выполняется 


для всякой пары (а) ЕЁ ΧΙ; 2° если x = (ха) LT М и если 
С. — вполне упорядоченное подмножество группы Г, образованное теми α, 
для которых хо 0, To для любого сегмента D множества Cy элемент 
(х›) «р принадлежит М; 3° если x, y — два элемента из М и если tug -- до- 


минирующий член элемента х-—у, TO w (x°— 4° — Hub) > w (0-99). Если 
2’ — элемент из К, не принадлежащий множеству М0, то показать, что в 9 (Г, k) 
существует элемент 2 62 М, такой, что отображение, совпадающее с xX —> x? 
в М и сопоставляющее элементу г элемент 2’, вновь удовлетворяет преды- 
дущим условиям. (Заметить, что если W (2) = a, TO существует такой эле- 


мент Ю, что ш (2 «γρ 1; положить 2g = Ша, а затем показать посред- 
ством трансфинитной индукции, что можно определить элементы 2в с индек- 
сами В>а таким образом, что семейство 2 = (Ζλ)λ =г Обладает требуемыми 


свойствами.) 

6) Вывести из а), что Сага (К) < Сага (S(T, k)). 

4) Пусть А — целостное локальное кольцо, К — его поле частных, 111 — ero 
максимальный идеал, Ὁ — нормирование поля К, кольцо В которого домини- 
рует над А. Предположим, что либо Ш является идеалом конечного типа, 
либо о — дискретное нормирование. Тогда BNI существует такой элемент X, 
что 9(х) = inf v(y). Пусть А’— подкольцо в К, порожденное кольцом A 

yom 
и элементами ух- 1, где у пробегает и; пусть A; — локальное кольцо кольца A’ 
относительно простого идеала yf] A’, где Ὁ — идеал нормирования Ὁ. Пока- 
зать, что кольцо А, не зависит от выбора элемента X, удовлетворяющего 
указанным выше условиям (кольцо A; называют „первым квадратичным транс- 
формантом кольца А вдоль Ὁ“); если кольцо А нётерово, то нётерово и Aj. 

Ч 5) Пусть А- поле, К = Е (Х, У) — поле. рациональных дробей от двух 
переменных над К. Положим x, = À, у! =У и для п>| определим по ин- 


дукции элементы Χρ = Un и Yna1 = ey из поля К. 
а) Положим An=kl[xn, yn]; Последовательность (Ая) — возрастающая, 
и если Uy = Аихи + Anyn, TO Mn — максимальный идеал в Ани My = Ap [|] Ши 1} 


в кольце A={J An идеал ш = (пи является максимальным. 


n n 
6) Пусть v — нормирование поля К, определенное равенствами v (Х)=р=. 
ЗИ. 


5 о (У) =1. Пусть В и }— кольцо и идеал нормирования 9}; πο: 
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казать, что и! =) [А (заметить, что 9? — 0 — | —0, и воспользоваться этим 
замечанием для вычисления о (уи)). Показать, что, для того чтобы одно- 


член ХУ] (i, |— целые положительные или отрицательные числа) принад- 


E+ V8 \: - 
ee eet +i>0; сле- 
довательно, для произвольного одночлена г = X'Y? имеет место одно из вклю- 
чений 2€ À или 1/г & А. 

в) Показать, что В = ΑἹ, (записать элемент {ΕΞ В в виде частного двух 
многочленов от Х и У и рассмотреть в каждом из них одночлены, на кото- 
рых Ὁ принимает наименьшее значение). 


г) Показать, что для любого п кольцо (Αῃ-1}ῃ является первым 
квадратичным трансформантом кольца (ἄπ). вдоль Ὁ (упражнение 4). 
n 


6) a) Пусть А-— кольцо нормирования. Перенести Ha А-модули конеч- 
ного типа результаты из Алгебры, гл. УП, $ 4, n° i u n° 4 (теория инвариант- 
ных множителей (факторов)). 

6) Пусть К — поле, Ὁ — нормирование поля К, А — кольцо нормирования v, 
Г — группа его порядков. Пусть И = (а,;) — квадратная матрица порядка п 


лежал кольцу À, необходимо и достаточно, чтобы À 


с элементами из А и с определителем 0; показать, что существует такой 
элемент AGI, что для всякой квадратной матрицы U = (a;;) порядка n 


о f 
с элементами из A, удовлетворяющей условиям v(aj;—a,;)>A для любой 


пары (i, |), ее инвариантные множители совпадают с инвариантными множи- 
телями матрицы U. 

в) Сохраняя условия пункта 6), обобщить следующие результаты из 
Алгебры; теорема 1 и упражнение | гл. IX, $5, n°1, и упражнение 10 
гл. [Х, $ 6 (для последнего надо предположить, что К имеет характеристику, 
не равную 2, и что о (2) = 0). 

7) Показать, что целостное кольцо В, определенное в гл. П, $ 3, упраж- 
нение 26), является локальным кольцом, максимальный идеал которого 
главный; однако это кольцо не является кольцом нормирования. 


8) Показать, что если кольцо нормирования А сильно ласкерово. (гл. IV, 
$ 2, упражнение 28), то А есть либо поле, либо кольцо дискретного норми- 
рования (воспользоваться упражнением 29 гл. IV, $ 2). 


$ 4. Высота нормирования 


1. Отношение включения между кольцами нормирования 
данного поля 


TIPENNO®EHHE 1. Пусть К — поле и А — кольцо нормирования 
для К. Тогда 

а) всякое кольцо В, для которого AC BC К, есть кольцо 
нормирования для К; | 


_ 6) максимальный идеал т(В) такого кольца содержится в À 
и является в А простым идеалом; | 
в) p—> Αν представляет собой биективное убывающее отобра- 
жение множества простых идеалов кольца А на множество таких 
колец В, что ACBCK; обратное к нему биективное отобра- 
жение ECTS ВВ: 
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Если В р— такое кольцо, что Ας ВСК, и если хеЕК- В, 
то хЕК- А, откуда xem (A) < В; этим одновременно до- 
казано как то, что В — кольцо нормирования для К, так и то, 
что ш(В) с ш(А); поскольку щ(В) =щ (В) | А -— простой идеал 
в À, то a) и 6) доказаны. Кроме того, Аш (в) = В; обратно, если 
xeB-— A, το х\Е+Е À n x7!m(B); следовательно, x € Au (pr. 
Таким образом, Ав (в) = В. Пусть, наконец, р — произвольный 
простой идеал в А. Положим В = Αν; имеем ш(В)ПА=р (гл. II, 
$ 2, n°5, предложение 11) и щ(В) СА в силу 6). Следова- 
тельно, м (В) =}, и это показывает, что отображения P—> Ay и 
B>m(B), указанные в ‘формулировке, представляют собой 
взаимно обратные биективные отображения. 


Следствие. Множество подколец поля К, содержащих кольцо А, 
совершенно упорядочено по включению. 


Действительно, множество простых идеалов кольца А по 
включению совершенно упорядочено ($ 1, n°2, теорема 1д)), 
а отображение P— Αν меняет отношения включения Ha обрат- 
ные. 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 2. Пусть К — поле, В — некоторое кольцо нор- 
мирования для поля К и йв-— точка поля К, ассоциированная 
с кольцом В (со значениями в поле к(В)). Тогда отображение 
A—hg(A) определяет биективное отображение множества A 
колец нормирования для К, содержащихся в В, на множество A’ 
колец нормирования для к(В). 


Если AS, το йз(А) = УГ; в самом деле, если x’ = в (х) 
(где хе В) — произвольный элемент из к (В) -- πῃ(4Α), то x ZA 


и, следовательно, x~! & À, hg(x) Ehz(A). С другой стороны, 
для A&W имеет место включение À = м (В) (предложение 16)); 
значит, отображение A->h,(A) инъективно. Наконец, пусть 


AewW и А=йв, (A) В; мы сейчас покажем, и тогда дока- 
зательство будет закончено, что AGA. Действительно, если 
хЕК-А, то или x&B, или хеЕВ. Если x&B, το 
x7lem(B)& À. Если же хе B, то Йв(х) = к(В) и hg(x) EA’. 
Следовательно, х1 +В и hg(x7!) Е А”; отсюда мы снова 3a- 
ключаем, что x!eB. Значит, AE A. 


СлЕдствиЕ. Пусть А и B—Oea кольца нормирования для 
поля К, причем Ас В. Положим А’=йв (А) — кольцо нормиро- 
вания для поля к(В). Поле вычетов к(А’) кольца А’ канони- 
чески изоморфно полю вычетов к(А) кольца А и точка hy, ассо- 
циированная с кольцом А, представляет собой композицию 
hychg Touek, ассоциированных с А’ и В. 


Действительно, так как локальное кольцо A’ представляет 
собой факторкольцо локального кольца А, то их поля вычетов 
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канонически изоморфны и для хеА справедливо равенство 
ha(x) = ha (Йв (х)). С другой стороны, если хеВ-А, то 
hg(x) & A’ и обе части последнего равенства обращаются в 00; 
так же обстоит дело и в случае x € K — À. 


_ Замечание. Обратно, пусть [ -- любая точка поля К co 
значениями в К’ u /’—TouKa поля К” со значениями в K’. Тогда 
[of является точкой поля К, кольцо которой содержится 
в кольце точки | 


2. Изолированные подгруппы упорядоченной группы 


Для того чтобы изучить ситуацию, описанную в n° 1, с точки 
зрения нормирований, нам потребуются следующие определе- 
ние | и предложение 3. 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ |. Подеруппа Н упорядоченной группы С назы- 
вается изолированной, если из соотношений 9 < yx ихеЕеН 
следует, что YEH. 


Пример 1. Пусть Аи В — две упорядоченные группы; на- 
делим прямое произведение АХ В лексикографическим порядком 
(т.е. отношение „(а, 6) < (а’, δ΄) эквивалентно отношению 
„(а < а’) или (а=а’ u b<b’)“). Второй прямой сомножитель В 
в ДХ В является, как легко проверить, изолированной подгруп- 
пой в À X B. 


Предложение 3. Пусть @ — упорядоченная группа и Р — mno- 
жество положительных элементов в ней. 

а) Ядро любого возрастающего гомоморфизма группы G в 
произвольную упорядоченную группу является изолированной 
подгруппой в G. 

6) Обратно, пусть MH — изолированная подгруппа в G u g— 
канонический гомоморфизм группы G на С/Н. Тогда g (Р) является 
множеством положительных элементов относительно некоторой 
структуры упорядоченной группы на G/H. Кроме того, если 
группа @ совершенно упорядочена, то такова же и фактор- 
группа G/H. 


а) Пусть j— произвольный возрастающий гомоморфизм 
группы G в некоторую упорядоченную группу; обозначим через Н 
ядро гомоморфизма f. Если О<у<хихе Н, то 0 < Ки) <Их)=0, 
откуда [ (и) =0, т.е. уе Н. Следовательно, группа H изолиро- 
ванная. 

6) Пусть Н — произвольная изолированная подгруппа в G 
ug: С —> С/Н — канонический гомоморфизм. Положим P’ = g (Р). 
Яено, что P’ + P’ CP”, Тогда 


Pe Πί-- P’) = {0}, 
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так как если x и у-—такие элементы из Ρ, что g(x) = — g(y), то 
х+уеН, откуда x € À и уе Н, поскольку подгруппа H изо- 
лированная. Следовательно, g (x) = g (у) =0. Таким образом, P’— 
множество положительных элементов относительно некоторой 
структуры упорядоченной группы на G/H (Алгебра, гл. VI, 
$1, n° 3, предложение 3). Наконец, если @ — совершенно упо- 
рядоченная группа, то Р U (— P)=G, откуда P’U(—P’)=G/H; 
значит, группа G/H совершенно упорядочена (loc. cit.). 


Пример 2. Если мы вновь обратимся к примеру, в ко- 
тором группа С есть прямое произведение À X B с лексикогра- 
фическим порядком, и положим Н == В, то упорядоченная группа 
G/H канонически отождествляется с А. 


3. Сравнение нормирований 


Пусть К — поле и А — некоторое кольцо нормирования для К. 
Для любого подкольца В поля К, содержащего À, справедливо 
включение U (A) Cc И (В). Следовательно, имеется канонический 
гомоморфизм А из Г. = К"/ОА на Гь = K*/UB, ядро которого 
есть группа U(B)/U (A). Обозначив через Ὁ} HM U, канонические 
нормирования поля К, определяемые кольцами А и В ($ 3, n° 2), 
мы получим, следовательно, соотношение 


Up=ADV,. (1) 


Поскольку ACB, гомоморфизм A переводит положитель- 
ные элементы из Г» в положительные элементы группы Гь, и 
потому гомоморфизм А является возрастающим. Отсюда полу- 
чается (предложение 3), что ядро Hp гомоморфизма À предста- 
вляет собой изолированную подгруппу группы Гл, а сам гомо- 


морфизм разлагается в композицию Г. -—>Г./Нв-—>Гв, где u — 
биективный и возрастающий гомоморфизм, который, следова- 
тельно, представляет собой изоморфизм совершенно упорядо- 
ченных групп. Поэтому группа Г» может быть отождествлена 
с совершенно упорядоченной факторгруппой Га/Нв. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Отображение В — Н в определяет биективное 
и возрастающее отображение множества подколец поля К, содер- 
жащих A, на множество изолированных подгрупп группы τμ. 


Действительно, задание группы Hp, определяет нормирова- 
ние Up с точностью до эквивалентности; следовательно, этим 
однозначно определяется В. С другой стороны, пусть Н — изо- 
лированная подгруппа в Г). Рассматривая Г„/Н как coBep- 
шенно упорядоченную группу (предложение 3), мы получаем, 
что композиция отображений 


K'—>T,>T,/H 


458 НОРМИРОВАНИЯ ГЛ. VI, $4 


является нормированием ПОЛЯ К, ΚΟΠΡΠΟ ΚΟΤΟΡΟΓΟ содер- 
жит А, 


Замечание, Сохраняя предыдущие предположения, Οὔο- 
значим через | канонический гомоморфизм кольца В на K(B) u 
положим A’=/(A); это — кольцо нормирования для поля к(В) 


о (предложение 2, n°1). Тогда f7'(«(B)’)=U(B), F(A)=A, 
Е (m(4")) = т (A); следовательно, 
Г (U (4’)) = U (A). 


Отсюда мы получаем канонический изоморфизм из U (B)/U (A) на 
к (B)'/U (A’) = Гл. Значит, точная последовательность 


0-«υ(θγῦ (А) >P,>P3>0 


дает точную же последовательность 
0-1, > Г. —>Гв-> 0. 


Пример. Пусть k— none, 
E=k(X) и К=Е(Х, Y)=E(Y) 


(X, У — переменные). Пусть В = Е [У] — кольцо нормирования для 
поля К, определенное экстремальным элементом У кольца глав- 
ных идеалов Е [У] ($ 1, n° 4, предложение 3). Поле вычетов к (В) 
канонически отождествляется с Е [У]/(У) = Е. Аналогично, пусть 
Α΄ =R[X],)— кольцо нормирования для поля E=k(X), опреде- 
ленное экстремальным элементом X кольца А[Х]. Обозначая 


через h, точку поля К, ассоциированную с В, и полагая A=hz (A'), 
мы определяем кольцо нормирования А для поля К, содержа- 
щееся в В; имеем к(А)=к(А”)=к. Каноническая точка Πλ: К —k, 
следовательно, может быть описана так: если [(Χ, У) — любой 
элемент из К, то положим сначала У=0 в }(это определит 


некоторый элемент из E=k(X) , а затем положим Х =0 в по- 
лученном ранее результате. Группы ly и Гь канонически изо- 
морфны группе Z($ 3, n°4, пример 4). *Нетрудно показать 
(ср. $ 10, n° 2, лемма 2), чго группа I’, изоморфна лексикогра- 
фическим образом упорядоченному прямому произведению 2 X Z 
и что нормирование од эквивалентно нормированию, опреде- 
ленному в конце примера 6 $ 3, n° 4.4 


4. Высота нормирования 


Пусть G — совершенно упорядоченная группа. Если заданы 
две изолированные подгруппы H и H’ в С, то одна из них со- 
держится в другой. Действительно, в противном случае существо- 
вал бы положительный элемент x из À, не принадлежащий 
подгруппе Н’, и положительный элемент x’ из H’, не принадле- 
жащий подгруппе Н. Пусть, например, x > x’; поскольку под- 
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группа Н — изолированная, мы получаем, что x’ € Н — проти- 
воречие. 


Это следует также из предложения 4 n°3 и следствия предложе- 
ния | n°1, если принять во внимание тот факт, что всякая совер- 
шенно упорядоченная группа является группой порядков некоторого 
нормирования ($ 3, n° 3, пример 6). 


ОпредЕЛЕНИЕ 2. Пусть G — совершенно упорядоченная группа. 
Если число изолированных подгрупп группы G, отличных от С, 
конечно и равно п, то говорят, что G имеет высоту п. Если же 
число изолированных подгрупп бесконечно, то говорят, что G — 
группа бесконечной высоты. 


Примеры. 1) Высота группы С = {0} равна нулю. 

2) Группы Ζ и В имеют высоту 1. 

3) Пусть G — совершенно упорядоченная группа и Н- лю- 
Gas изолированная подгруппа BG. Если через h(H) и h(G/H) 
обозначить высоты совершенно упорядоченных групп Ни G/H, To 


h(G)=h(H) + № (С/Н), (2) 


так как множество изолированных подгрупп группы С совер- 
шенно упорядочено по включению. В частности, если G — 
лексикографически упорядоченное прямое произведение двух 
совершенно упорядоченных групп À и НУ, то 


h(G)=h(H) +h(H’) (3) 


(ср. n°2, пример 2). Таким образом, лексикографически упо- 
рядоченное произведение Z X Z имеет высоту 2. 


Однако высота группы Z X Ζ, упорядоченной при помощи вложе- 
ния в В (cp. $ 3, n° 4, конец примера 6), равна 1 (ср. приведенное 
ниже предложение 8). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Высотой нормирования называется высота 
группы его значений. 


Например, любое дискретное нормирование имеет высоту 1. 
Лишь несобственные нормирования имеют высоту 0. Из пред- 
ложений | и 4 вытекает 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Высота нормирования равна числу ненуле- 
вых простых идеалов его кольца. 


5. Нормирования` высоты 1 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΗΕ 6. Пусть К — поле и À — некоторое подкольцо 
в К. Предположим, что А не является полем. Тогда следую- 
щие условия эквивалентны: 
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а) кольцо А является кольцом нормирования высоты 1 
поля К; 

6) кольцо А является кольцом нормирования для К и ne 
содержит простых идеалов, отличных от (0) и πι (Α); 

в) кольцо А является максимальным в множестве подколец 
поля К, отличных от К. 


Предложение 5 n°4 показывает, что из а) следует 6), 
а предложение | n° | показывает, что из 6) вытекает в). 
Остается доказать, что из в) следует а). Предположим, что А 
максимально среди подколец поля К, отличных от К. Пусть 
m — некоторый максимальчый идеал в А и V -— кольцо норми- 
рования для К, доминирующее над Am ($1, n°2, следствие 2 
теоремы 2). Поскольку т(У)ПА=м и m=£(0) (так как А не 
является полем), то И =- К, откуда V = À. Этим доказано, что A 
представляет собой кольцо некоторого нормирования Ὁ поля К. 
А если это так, то Ὁ имеет высоту | в силу предложения | n° | 
и предложения 5 n° 4. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Для того чтобы некоторое нормирование 
какого-либо поля имело высоту 1, необходимо и достаточно, 
чтобы его группа порядков была изоморфна некоторой ненуле- 
вой упорядоченной подгруппе группы В. 


Действительно, это вытекает из следующего предложения: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть @ — совершенно упорядоченная группа, 
не равная нулю. Следующие условия эквивалентны: 

а) группа G имвет Story. | 1; 

6) для любых х>0 u у>0 из G существует такое целое 
число n=O, что у< их; 

в) группа G изоморфна некоторой ненулевой подгруппе 
упорядоченной аддитивной группы В. 


Пусть x — произвольный положительный элемент из С, и 
пусть Н,-— множество таких уе С, что при некотором целом 
числе и > 0 справедливо неравенство | у | < πΧ. Немедленно про- 
веряется, что Н, представляет собой изолированную подгруппу 
группы С и что всякая изолированная подгруппа в G, содер- 
жащая элемент X, содержит и Н,. Следовательно, условие а) 
эквивалентно утверждению, что H, = при всяком х>0, т. е. 
условию 6). 

Ясно, что из в) следует 6). Обратно, предположим, что вы- 
полнено условие 6), и обозначим через О множество положи- 
тельных элементов группы G. Допустим сначала, что Q обла- 
дает наименьшим элементом х; для любого уе@ пусть n 
будет таким наименьшим целым числом, что у<их; если бы 
имело место неравенство у < ΠΧ, то мы получили бы NX —- ух, 
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откуда у< (и -—1)х вопреки выбору п. Следовательно, у=их, 
а это означает, что группа @ = ZX изоморфна ZCR. Предпо- 
ложим теперь, что Q не содержит наименьшего элемента. 
Применим к упорядоченному множеству P = QU {0} предложе- 
ние | из Общей топологии, гл. У, $2 (это возможно, так как 
условие 0) есть не что иное, как „аксиома Архимеда“). Мы 
видим, что существует строго возрастающее отображение ] 
множества Р в R,, при котором 


f(x + y)=F(x) + fu) 


для Xe Pu {ΕΕ} отображение ] по линейности продолжается 
до некоторого изоморфизма группы G на некоторую подгруппу 
группы В; тем самым доказано, что из 0) следует в). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть К — поле, Ὁ — нормирование поля К, 
не являющееся несобственным, и À — кольцо нормирования т. 
Для того чтобы А было вполне целозамкнуто (гл. V, $ 1, n° 4, 
определение 5), необходимо и достаточно, чтобы нормирование U 
имело высоту 1. 


Предположим, что о имеет высоту 1. Пусть хе К — такой 
элемент, что все степени х”(п>0) содержатся в некотором 
А-подмодуле конечного типа поля К. Существует такой эле- 
мент de A—{0}, что dx” ΕΞ: А при всяком ἤ >20. Следовательно, 
о (а) + по (х) > 0, т. е. n(—v(x)) < v(d) для любого и > 0, откуда 
— v(x) < 0 (предложение 86)) и хе А. Таким образом, A вполне 
целозамкнуто. 

Теперь предположим, что нормирование о не является 
нормированием высоты 1. Тогда существуют такие элементы 
yem(A)ute А, что по(у) < 9(1) для любого п >0 (предло- 
жение 86)). Следовательно, "А для любого n>0, но 
y”! & А. Следовательно, кольцо А не является вполне цело- 
замкнутым. 


Следствие. Пусть К — поле, (9), _,-— некоторое семейство 


нормирований поля К высоты Ги À — пересечение колец норми- 
рований vy. Тогда кольцо А вполне целозамкнуто, 


Вполне целозамкнутое кольцо не всегда является пересечением 
колец нормирования высоты 1 (упражнение 6). 


Упражнения 


1) а) Пусть G — совершенно упорядоченная группа, М — мажорное мно- 
жество из Gy, не содержащее 0. Показать, что существует наибольшая 
изолированная подгруппа Я группы G, не пересекающая M. 

6) Пусть А-—некоторое кольцо нормирования, Ὁ — нормирование, ассо- 
циированное с кольцом А. Для того чтобы идеал } == 0 кольца А был про- 
стым, необходимо и достаточно, чтобы καὶ соответствовал такому мажорному 
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множеству М в совершенно упорядоченной группе С значений нормирова- 
ния 9, что если Н — наибольшая изолированная подгруппа в С, не пересе- 
кающая M, то М есть дополнение к Hy в множестве G4. 

в) Пусть 9 — идеал в À, М — соответствующее мажорное множество в G 
и Н-— наибольшая изолированная подгруппа в С, не пересекающая М. Для 
того чтобы идеал 4 был примарным, необходимо и достаточно, чтобы 
M + H = М; в этом случае 4 является \})-примарным, где Ὁ — простой идеал, 
соответствующий Я. 

г) Для того чтобы идеал ἃ кольца A, отличный от 0 u oT А, удовле- 
творял равенству 4? = A, необходимо и достаточно, чтобы а соответствовал 
такому мажорному множеству М, что если Н — наибольшая изолированная 
подгруппа в G, не пересекающая М, то образ М’ множества М в совер- 
шенно упорядоченной группе G’=G/H не обладает наименьшим элементом; 
в этом случае @ является простым идеалом. 

2) Пусть G — совершенно упорядоченная группа. 

a) Для любого элемента а > 0 из G пусть H (a) — наименьшая изоли- 


рованная подгруппа, содержащая a, и À (а) — наибольшая изолированная 


подгруппа, не содержащая а. Показать, что группа À (a)/ (a) изоморфна 
подгруппе группы В. 

6) Обратно, если Н — такая изолированная подгруппа в С, что суще- 
ствует наибольший (относительно включения) элемент Н’ в множестве изо- 
лированных подгрупп группы G, содержащихся в Н и не равных H, то 
Н=Н (а) и Н’=Н` (a) для всякого a EH, NCA”. Такую изолированную 
подгруппу Я называют главной, а Н’—ей предшествующей. 

в) Если À, Hp— две различные изолированные подгруппы в G, причем 
H, = Ho, то показать, что существуют две изолированные подгруппы Я, H’ 
группы G, для которых A, (H’ НН. и группа Н/Н’ изоморфна нену- 
левой подгруппе в В. 

г) Пусть У — множество изолированных подгрупп группы G (совершенно 
упорядоченное в смысле отношения включения) и OC ἃ — множество глав- 
ных изолированных подгрупп. Показать, что » изоморфно пополнению 
(Теория множеств, гл. Ill, $ 1, упражнение 15) множества ©. 

3) а) Пусть 9-— совершенно упорядоченное множество, и пусть для 
всякого SEO через As обозначена некоторая подгруппа в К, отличная 


от {0}. Пусть Г (©, (As), ee) = G 


— подгруппа произведения Il As, образованная функциями [, носитель KO- 
se6 

торых является вполне упорядоченным подмножеством в 9. Определим на G 
структуру порядка, согласованную со структурой группы и имеющую в ка- 
честве множества G+ элементов >0 множество, образованное функцией 0 
и функциями } 0, удовлетворяющими неравенству | (9) > 0 для наимень- 
шего элемента 0 из носителя f. Показать, что @ является соверщенно упо- 
рядоченной группой и что © канонически изоморфно множеству изолиро- 
ванных главных подгрупп группы G, упорядоченному отношением >; кроме 
того, если Н (а) соответствует при этом изоморфизме элементу $ = 60, то 
группа Н (а)/Н (a) изоморфна As. 

6) Рассмотрим подгруппу С совершенно упорядоченной группы Q X Q 
относительного лексикографического порядка), порожденную элементами 


(рт, πρ.) где (Ри) — строго возрастающая последовательность простых 


чисел. Показать, что единственной изолированной подгруппой 47’ группы Gs 
отличной от 0 и от G’, является группа {0} X Z; но группа С’ не изо- 
морфна никакой подгруппе произведения Н’Х (G’/H’), упорядоченного 
лексикографически. 

4) Пусть À — кольцо нормирования, не являющееся полем, 
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а) Показать, что, для того чтобы А было кольцом дискретного норми- 
рования, необходимо и достаточно, чтобы всякий простой идеал в À был 
главным. | 


6) Показать, что если Ар-—кольцо нормирования высоты 1, то поле 
частных кольца А является А-алгеброй конечного типа. 

*5) Пусть К — поле, M — множество подколец в К, не являющихся по- 
лями. Показать, что всякий максимальный элемент множества M является 
кольцом нормирования высоты | для поля К. Кроме того, следующие усло- 
вия эквивалентны: 


а) множество Mt не пусто; 

В) множество M допускает максимальный элемент; 

у) существует нормирование высоты | для поля К; 

6) поле К не является алгебраическим расширением конечного простого 
поля (ср. $ 8, n° 1). 

4 6) а) Пусть $ — гиперстоуново компактное пространство без изоли- 
рованной точки (Интегрирование, гл. V, $ 5, упражнение 14). Пусть 6, ($) — 
векторное пространство числовых функций на $, конечных или нет, непрерыв- 


ных и таких, что множества ch (— co) u 1.4 со) нигде не плотны в $ 
(Интегрирование, гл. N, $ 1, упражнение 13д)). Показать, что для любой 
меры и >0 на пространстве ὃ существуют функции } из пространства Co ($), 
верхний интеграл которых бесконечен (заметить, что для любого нигде не 
плотного замкнутого подмножества-М№ пространства $ существует функция 
из 6, ($), равная + oo на М; показать, что можно поэтому ограничиться 
случаем, в котором мера и нормальна, и определить подходящим образом } 
как верхнюю границу некоторой последовательности функций из © (S)). 

6) Пусть @ — упорядоченная подгруппа в пространстве Gp, ($), образо- 
ванная функциями из ©), (5), значения которых лежат в Z или равны + oo. 
Показать, что G является вполне решеточно-упорядоченной группой, не 


изоморфной (как упорядоченная группа) никакой подгруппе произведения Β΄. 

в) Пусть К — поле, Αρ = K [[Х $ | 25 — кольцо формальных рядов с коэф- 
фициентами в К от семейства переменных (Хз), имеющего пространство $ 
в качестве множества индексов (Алгебра, гл. IV, $ 5, упражнение |). Пусть 
6 — множество формальных рядов Ре Ау обладающих следующим свой- 
ством: существует нигде не плотное множество N CS, такое, что любой 
одночлен из Р, коэффициент при котором не равен нулю, содержит неко- 
торую переменную Xs, у которой $ = N. Показать, что В — идеал в Ао и что 
кольцо А= 45/5 является целостным и вполне целозамкнутым (для дока- 
зательства этого последнего утверждения надо применить предложение 14, 
гл. V, $ 1, n°4, рассуждая при этом так же, как в упражнении 10, гл. У, 
$ 1; воспользоваться также тем, что в $ любое тощее множество нигде 
не плотно). 

г) Пусть ᾗ-- некоторый элемент >20 из С, и пусть N — нигде не плот- 
ное множество точек, в которых ᾗ (5) = + ©. Пусть р; — элемент из А, 


являющийся образом формального ряда Il (1+X,)F, отображение ГР, 
SGN ἢ 

является изоморфизмом аддитивного моноида G+ на некоторый мультипли- 

кативный подмоноид в А. Вывести отсюда, что А не может быть пересе- 


чением никакого семейства колец нормирования высоты | для его поля 
частных (показать, что отсюда следовало бы, что @ изоморфна некоторой 
подгруппе в произведении ΚΙ). (Ср. упражнения 8 и 9.) 

Ч 7) Говорят, что целостное кольцо А имеет размерность |, если А не 
является полем и если в А нет простых идеалов, отличных от (0) и от 
максимального идеала ut в А. Для любого идеала à из А через А:а' обо- 
значается А-подмодуль поля частных кольца А, являющийся кондуктором 
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из à в À (который всегда содержит А). Далее в этом упражнении предпо- 
лагается, что А имеет размерность |. 

а) Показать, что если А— сильно ласкерово кольцо (гл. IV, $ 2, упраж- 
нение 28), то А: ш 5: А. (В противном случае выполнялось бы равенство 
А: ш’ = А при любом г > 0; с другой стороны, любой идеал 560 в Аи co- 
держащийся в il, является Ш-примарным; и, в частности, это верно для 


любого главного идеала Ах < ш (при x = 0); наконец, заметить, что nı? nk 
при Ak (гл. IV, 8 2, упражнение 29r)). 
6) Показать, что для Любого’ целостного локального кольца А размер- 
ности |, являющегося сильно ласкеровым, эквивалентны следующие свойства: 
a) кольцо А вполне целозамкнуто; 


В) максимальный идеал и является главным; 


y) любой ш-примарный идеал имеет вид MA; 


δ) идеал nt обратим (гл. II, $ 5, n°6), что эквивалентно равенству 
11: (А: и) = À; 

€) кольцо А является кольцом дискретного нормирования. 

(Чтобы показать, что из Q) следует ὃ), надо воспользоваться пунктом а) 


и заметить, что если ш. (А: Ш) =ш при любом k>0, то À не является 
вполне целозамкнутым (cp. гл. УП, $ 1, упражнение 4). Чтобы вывести у) 
из 6), надо заметить, что для идеала а 520, содержашегося в Ml, можно 
записать @= ща, при a, 0, а затем воспользоваться упражнением 29г) 
_ гл. IV, $ 2. Наконец, чтобы вывести В) из у), надо заметить, что {11 == ш? и 
что из γ) следует, что ш/ш? является векторным (А/Лли)-пространством раз- 
мерности 1.) 

в) Показать, что (в обозначениях упражнения 156), гл. ПТ, $ 3) локаль- 
ное кольцо Аш нётерово, целостное, имеет размерность 1, но не является 
целозамкнутым. 

г) Пусть К — алгебраически замкнутое поле, А — подкольцо поля рацио- 
нальных дробей K(X, У) от двух переменных над К, образованное такими 
элементами [е= К (Х, У), что 0 может быть подставлен в { вместо Хи 
элемент [ (0, У) принадлежит К. Показать, что А есть целозамкнутое сильно 
ласкерово локальное кольцо размерности |, не являющееся вполне цело- 
замкнутым. (Если В — кольцо многочленов К [Х, У] и р — простой идеал BX 
в В, то заметить, что А является подкольцом в By, равным K + pBy.) +) 


8) Пусть А- целостное локальное кольцо размерности | (упражне- 
ние 7), К — его поле частных. Показать, что, для того чтобы А было пере- 
сечением колец нормирования (поля К) высоты |, необходимо и доста- 
точно, чтобы А было вполне целозамкнутым. Доказать последовательно 
следующее: 

а) Любое подкольцо поля К. содержащее А и элемент, обратный 
какому-нибудь ненулевому элементу из максимального идеала ш кольца À, 
равно К (воспользоваться тем фактом, что любой идеал в А, отличный 
от 0 u OT A, является ш-примарным). 

6) Если В > А- подкольцо поля К, отличное от К, то существует такое 
кольцо нормирования У высоты 1, что BC У (воспользоваться пунктом а) ). 

в) Пусть 2e K— А; показать, рассуждая так же, как в упражне- 
нии 76), что не может выполняться соотношение гии CN, Получить отсюда, 
что сушествует такое кольцо нормирования И высоты |, что ACV uzE&V. 
(Если гс: À, то воспользоваться а); в противном случае существует 
такой элемент X Ell, что ху=2еК- À; заметить, что 266 А[2-\|, и вос- 
пользоваться пунктом 6) для доказательства существования кольца У.) 


1) Можно привести примеры локальных колец размерности |, которые 
вполне целозамкнуты, но не являются кольцами нормирования (ср. P. Riben- 
boim, Sur une note de Nagata relative а un problème de Krull, Math, Zeitschr. 
LXIV (1956), 159— 168). 
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Ч 9) Пусть А- вполне целозамкнутое ласкерово целостное кольцо 
(гл. IV, $2, упражнение 23). Предположим, кроме того, что для любого 
x #0 из А простые идеалы P,, слабо ассоциированные с А/Ах (гл. IV, $ 1, 


упражнение 17), все имеют высоту 1, т.е. для любого i идеал ф; не со- 


держит ни одного простого идеала, отличного от него самого и от 0 
(ср. гл. УП, $ I, n°6). Показать, что в этих условиях А является пере- 
сечением колец нормирования высоты 1. (Сначала показать, что А является 
пересечением всех колец Ay, где р пробегает множество простых идеалов 


высоты |, используя для этого упражнение 17и) из гл. IV, $ 1. Доказать, 
далее, что указанные кольца Ay вполне целозамкнуты, используя для этого 


условие (LAï;) из упражнения 23 гл. IV, $ 2. Наконец, применить упражне- 
ние 8.) Перечисленные выше предположения имеют место, в частности, 
когда А является вполне целозамкнутым ласкеровым целостным кольцом, 
в котором любой идеал допускает единственное примарное разложение 
(гл. IV, $ 2, упражнение 26). 

4 10) Пусть А-- кольцо, в котором множество главных идеалов совер- 
шенно упорядочено по включению. 

а) Показать, что А является локальным кольцом, в котором ниль- 
радикал N представляет собой простой идеал. Показать, что или W-N, 
или % нильпотентен. Кольцо A/N является кольцом нормирования. 

6) Пусть Я обозначает совершенно упорядоченное множество главных 
идеалов кольца À; показать, что множество идеалов кольца А совершенно 
упорядочено по включению и изоморфно пополнению множества Ÿ (Teo- 
рия множеств, гл. ПТ, $ 1. упражнение 15). | 

в) Предположим, что 3? =0; тогда Yt можно рассматривать как модуль 
над кольцом нормирования У = A/%; пусть К — поле частных кольца И, 
Г — группа порядков нормирования Ὁ поля К, соответствующего кольцу И. 
Показать, что в Г существуют два таких мажорных множества М € M, 
что N является И-модулем, изоморфным G(M'}/a(M) (обозначения взяты 
из $ 3, n° 4). 

г) Обратно, если заданы кольцо нормирования И поля частных Ки 
группа порядков Г, а также два мажорных множества Мс М’ в Г, то 
положим Q=a(M’)/a(M) и на аддитивной группе произведения A=V XK Q 
определим следующим образом умножение: 


(2, t) (2, #)= (22, αἴ +20). 


Показать, что в А множество главных идеалов совершенно упорядочено 
по включению; множество % пар (0,7), где [= О, представляет собой 
нильрадикал в Аи %2 =0; кроме того, A/R изоморфно И. 

x) Для любого простого числа р в кольце А = Z/p?Z множество глав- 
ных идеалов кольца А совершенно упорядочено по включению и ниль- 
радикал Yt кольца А удовлетворяет условию N°? =0; показать, однако, что 
кольцо A не изоморфно кольцу, построенному (исходя из V=A/W и из 
Q=N) по методу пункта г) (заметить, что À не содержит подкольца, изо- 
морфного Z/pZ). 

е) Показать, что для любого простого числа р групповая алгебра А 
группы Ор (Алгебра, гл. УП, $ 2, упражнение 3) над простым полем Fp, 


является кольцом, в котором главные идеалы образуют совершенно упоря- 
доченное множество по включению, и нильрадикал Yt удовлетворяет равен- 
ству 2 =); однако А не изоморфно факторкольцу кольца нормирования HO 
некоторому идеалу). 

11) Пусть К — поле, наделенное нормированием Ὁ высоты 1. 

а) Пусть P(X) = вХ"+а1Х"7! +-... +ап- многочлен из K[X] сте- 
пени n>1, в котором аз #0. Показать, что существует строго возрастаю- 
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щая последовательность (1) <ь <, Целых чисел из интервала (0, п), кото- 
ἃ ο Ἢ e 2 о 
рая удовлетворяет условиям: 1° i,=0, i =n; 2° значение v(a;,) конечно 


при О<А< г; 3° для любого индекса |, удовлетворяющего неравенствам 
0</=< п, отличного от i, и такого, что значение Ὁ (a) конечно, точка 


(ро (а;)) = В 
находится строго выше прямой, проходящей через точки (ir v(a;,)) И 
i о (а )) Объединение сегментов, соединяющих точки (i о (а; )) H 
(ео, ЕС 
(ie+ 1 v(a;,,,)) называется многоугольником Ньютона многочлена P, сами 
эти сегменты — его сторонами, а точки (ir о (а: ,)) — его вершинами. 


6) Предположим, что все нули многочлена Р принадлежат полю К. 
Показать, что, для того чтобы нормирования всех этих нулей были одина- 
ковы, необходимо и достаточно, чтобы r=1 (иначе говоря, необходимо, 
чтобы многоугольник Ньютона сводился к единственной стороне). (Для дока- 
зательства достаточности рассмотреть многоугольник Ньютона произведе- 
ния Р.Ро, где все корни многочлена P; обратимы в кольце нормирования у, 
тогда как корни многочлена P, лежат в идеале нормирования 9.) 

в) Предположим, что все корни многочлена Р принадлежат полю К; 
построим многоугольник Ньютона многочлена Р и положим 


= --ἱ o=(v/(a, — vfa, Ρ 
ры leo (us) e(e))/e, 
Показать, что для 0<k<r—1 многочлен Р имеет точно р, нулей (с уче- 


том их кратностей), нормирования которых равны о, (воспользоваться 6). 


и рассуждать с помощью индукции по г). 

г) Обобщить предыдущие результаты на случай произвольного норми- 
рования Ὁ (вложить группу Г порядков нормирования Ὁ в векторное 
О-пространство Γίον наделенное естественным образом структурой совер- 


шенно упорядоченной группы). 


$ 5. Топология, определенная нормированием 


1. Топология, определенная нормированием 


Пусть К — тело, не обязательно коммутативное, о — неко- 
торое нормирование тела К и С — совершенно упорядоченная 
группа У (К*). Для всякого а <= @ пусть V, обозначает множе- 
ство тех хеК, для которых v(x) > а; это множество является 
аддитивной подгруппой поля К ($ 3, n°1). Существует, и 
притом единственная, топология Я, на К, согласованная 
со структурой аддитивной группы тела К, в которой И. обра- 
зуют фундаментальную систему окрестностей нуля (Общая 
топология, 1969, гл. Ш, $ 1, n° 2, пример). Для того чтобы 
нормирование о было несобственным, необходимо и достаточно, 
чтобы топология JF, была дискретной. 


ЛЕммА 1. Пусть eK, уеЕК" ца С. Если 
9 (х— у) > зир (а + 20 (и), υ (и), 
ro Ό(χτ]--η-”α. Ä 
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Действительно, x71—y"l= x 1(y— x) у‘, следовательно, 


VX — y )=v(x—y)—v (x) — v (y). 
Если v(x—y)>v(y), то из предложения 1 $ 3, n° 1, следует, 
что v(x)=v(y), так как x=y+(x—y). Кроме того, если 
о (хи) >а+ 20 (и), то v(x7!— yy!) > a+ (и — 20 (y) =a. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Гопология 9 , отделима и согласована со 
структурой тела К. Отображение v: K°— Ц является непре- 
рывным, если считать, что С наделена дискретной топологией. 


Пусть x @ K" иа=у(х); тогда x SV,, т. 6. топология J, 
отделима. Каковы бы ни были элементы %) = К и а== С, суще- 
ствует такой элемент В == С, что XV. Vn /ᾳχος- У. (достаточно 


взять В >а-—о(хо)). С другой стороны, если а>0, το 
УИ. Vs Аксиомы (АУ!) и (АУи) из Общей топологии, 1969, 
гл. III, $6, n°6, таким образом, выполнены, так что тополо- 
ria ZY, согласована со структурой кольца на К. Пусть x, € К"; 
если элемент хеК” удовлетворяет условию U(x — м) > 
> зир (а-+ 29 (хо), υ (хо)), то v(x7!—x51)> а (лемма 1); тем самым 
и доказано, что отображение X—>X | непрерывно и, следова- 
тельно, топология Я, согласована со структурой тела на К. 
Наконец, из условия U(X — Χρ)» Ὁ (Χο) вытекает, что Ὁ (x) = Ὁ (хо) 
($ 3, n° 1, предложение 1); поэтому отображение v: K*>G He 
прерывно, если наделить G дискретной топологией. 


D 24 
Пусть a@G и !.-— множество тех элементов хе К, ‘для 


/ 
которых U(x) >a. Если B<a, то Ув > У. > Va. Если нормиро- 
вание Ὁ не является несобственным, то мы видим, что множе- 


F » 
ства Va образуют фундаментальную систему окрестностей нуля 
в топологии 9 ϱ. 


Множества Узи Va являются открытыми аддитивными под- 
группами в теле К и потому замкнуты в нем. Значит, тополо- 
гическое тело К вполне несвязно. Поскольку всякий ненулевой 
идеал кольца нормирования Ὁ содержит некоторую группу V,, 
то он U открыт, и замкнут в теле К. Фактортопология на теле 
вычетов нормирования Ὁ является, следовательно, дискретной. 


Пусть А- кольцо нормирования 9. Если Ὁ дискретно, то 
предложение ὃ $ 3, n° 6, показывает, что топология на A, инду- 
цированная топологией Я,, является ш(А)-адической. Это, 
однако, не так в общем случае (упражнение 4). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть К — тело, Ὁ — некоторое нормирова- 
ние на К, не являющееся несобственным, А — кольцо нормиро- 
вания v и т— идеал нормирования 9. Для того чтобы тело К, 
наделенное топологией Ty, было локально компактным, необхо- 
димо и достаточно, чтобы были выполнены следующие условия: 
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(1) тело К полно; 
(ii) нормирование v дискретно; 
(111) тело вычетов к(А) конечно. 
Если эти условия выполнены, то кольцо А компактно. 


Предположим, что К локально компактно. Тогда оно полно 
(Общая топология, 1969, гл. III, 8 3, n°3, следствие | предло- 
жения 4), более того, существует компактная окрестность нуля, 


которая содержит некоторую окрестность Va, где а принадле- 
жит группе значений нормирования Ὁ. Другими словами, су- 
ществует такой элемент а 0 в Κ᾿, что множество А-а ком- 
пактно; отсюда следует, что компактно и кольцо А=(А: аа". 
Поскольку всякий идеал В == (0) в А открыт, кольцо 4/6 ком- 
пактно и дискретно (Общая топология, 1969, гл. ПТ, $2, n°5, 
предложение 14), а потому конечно и, в частности, тело 
к (А) = A/m конечно. Кроме того, так как для YO из т 
кольцо А/Ау конечно, существует лишь конечное число идеалов 
кольца А, содержащих идеал Ау, и множество Р элементов 
вида U(X), для которых 


O<v(x)< v (y), 


конечно. Поскольку группа 9(К”) совершенно упорядочена, 
Р обладает наименьшим элементом у. Следовательно, для 
любого ΧΕΕΑ, удовлетворяющего условию 9(х)>0, или 
о (х) >9(и) > у, или v(x) < (и) и тогда v(x) у по определе- 
нию, так что у — наименьший из элементов 0 в группе о (К®). 
Так как множество Р конечно, существует наибольшее целое 
число m0, такое, что туеР, откуда ту < (и) < (т-+Пу. 
Из этого вытекает, что 0 U (y) — ту < у, и по определению 
элемента у это влечет за собой v(y)= ту. Следовательно, 
v(K’)=Z-y и нормирование Ὁ дискретно. 

Обратно, предположим, что условия (i), (ii) и (iii) выпол- 
нены. Можно ограничиться случаем, когда Ὁ нормировано. 
Пусть и — униформизирующая для 9. Тогда к(А) = А/Ац; сле- 
довательно, кольцо A/Au конечно. Поскольку отображение 
x—xu” определяет при переходе к факторгруппам изоморфизм 
аддитивной группы кольца A/Au на группу Au"/Au"*!, множе- 
ство А/Аш’ конечно при всяком j>0. Поскольку кольцо А 
замкнуто в К, оно полно, а потому изоморфно проективному 
пределу колец А/Аш (Общая топология, 1969, гл. III, $ 7, n° 3, 
предложение 2). Отсюда следует компактность кольца А. По- 
скольку А открыто в К, мы видим, что тело К локально ком- 
пактно. 


Замечание. Следует отметить, что в этом доказатель- 
стве достаточно считать, что кольцо А полно, 
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Мы увидим в $ 9, что любое тело К, удовлетворяющее условиям 
предложения 2, обладает центром, который представляет собой или 
алгебраическое расширение конечной степени р-адического поля, или 
поле Ри ((Т)) формальных рядов над конечным полем; кроме того, 


тело К имеет конечный ранг над своим центром. 


2. Топологические векторные пространства над телом 
с нормированием 


Пусть К — некоторое тело, у — некоторое нормирование 
тела К и О —группа значений этого нормирования. Наделим 
тело К топологией 9 4». 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть Е — левое топологическое векторное 
пространство над К, являющееся отделимым и имеющее раз- 
мерность 1. Допустим, что нормирование Ὁ не является несоб- 
ственным. Для любого X, 0 из Е отображение а — ax, тела К; 
на пространство Е является топологическим изоморфизмом. 


Это отображение представляет собой непрерывный алгебраи- 
ческий изоморфизм. Достаточно доказать, что оно непрерывно 
в обе стороны. Пусть a = G. Достаточно доказать, что суще- 
ствует такая окрестность У нуля пространства Е, что из COOT- 
ношения AX) = У следует неравенство о (a) > а. Пусть mE K*— 
такой элемент, что 9 (4) =а. Поскольку Е — отделимое про- 
странство, существует такая окрестность W нуля в простран- 
стве Е, что ах EW. Поскольку Ὁ не является несобственным, 
существует такая окрестность №” нуля в E и такой элемент В 
группы С, что из соотношений y = W’ и v(a) >В следует вклю- 
чение ay = W. Пусть a, = К” — такой элемент, что Ὁ (а) = —В. 
Соотношение ax, =ar!W’ и о (а) < а влекут за собой ajax, = W’ 


γ ῃ--]η--1} = > uni —-11- 
и v(aa'ar')=a+ß-v(a)>Bß; следовательно, ах, = aa tar! X 
X (аахо) Е W, a это He так. Другими словами, из соотношения 
ах =ar!W’ следует, что о (а) > а. 


СледствиЕ. Пусть Е — левое топологическое векторное про- 
странство над телом К, Н —замкниутая гиперплоскость в Е и 
р — векторное подпространство размерности 1 в Е, являющееся 
алгебраическим дополнением к Н. Предположим, что нормиро- 
вание Ὁ не является несобственным. Тогда D представляет собой 
топологическое дополнение к Н. 


Если принять во внимание предложения | и 3, TO доказа- 
тельство этого факта будет аналогично доказательству след- 
ствия 2 из теоремы | в Гопологических векторных простран- 
67633. τοι. 1. Ὁ, 


ПрЕдложЕНИЕ 4. Предположим, что нормирование Ὁ не яв- 
ляется несобственным и что тело К полно. Пусть Е — левое топо- 


| 
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логическое векторное пространство над К, являющееся отдели- 

мым и имеющее размерность п. Для любого базиса (e;),<;<n 
п 

пространства Е над К отображение (а;) — pe а:е; пространства 
i=1 


Ks на Е представляет собой изоморфизм топологических вектор- 
ных пространств. 


Если принять во внимание предложение 3 и его следствие, 
то доказательство этого факта будет аналогично доказатель- 
ству теоремы 2 из Топологических векторных пространств, 
rat 6 2. 


СлЕдствиЕ. Предположим, что нормирование Ὁ не является 
несобственным и что тело К полно. Пусть Е — отделимое Tono- 
логическое векторное пространство над К и F — подпространство 
в Е, имеющее конечную размерность. Тогда подпространство Е 
замкнуто. 


В самом деле, подпространство F полно. 


3. Пополнение тела с нормированием 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть К — тело, v — нормирование на К u 
G — группа v(K"), наделенная дискретной топологией. 


а) Пополнение К тела К (наделенного топологией J ,) яв- 
ляется топологическим телом. 
6) Отображение v: K°—G единственным образом продол- 


жается до непрерывного отображения Ὁ KE G: Отображение Ὁ 
(продолженное с помощью равенства 6 (0) = +00) является нор- 


мированием тела К и 6(K ук 
в) Топология тела К есть топология, определяемая нормиро- 


ванием Ὁ. 
| / 
г) Для любого элемента a = С пусть V,, Vi — подгруппы 


тела К, определенные условиями υ (x) >a, v(x) >a). Тогда 3a- 
мыкания V,, Vi групп V,, Vi в теле K определяются условиями 
ö(x)>o, Ὁ (x) > >. а соответственно. 


д) Кольцо нормирования 9 представляет собой пополнение А 
кольца А нормирования Ὁ; идеал нормирования Ὁ является по- 


полнением m идеала т. нормирования Hs 


е) Имеет место равенство A=A+M; поле вычетов нормиро- 
вания Ὁ канонически отождествляется с полем вычетов норми- 
рования Ὁ. 


Для доказательства пункта а) достаточно (Общая топология, 


1969, гл. ΙΗ, $6, n° 8, предложение 7) доказать следующее: 
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пусть $ — фильтр Коши (для аддитивной равномерной струк- 
туры) на К”, для которого 0 не является точкой прикосновения: 
тогда образ фильтра % относительно биективного отображения 
х—>х_! является фильтром Коши (ΠΠπ5 аддитивной равномерной 
структуры). Действительно, так как 0 не является точкой при- 
косновения для Ὦ, то существует множество М = Ÿ и элемент 
BE G, такие, что В мажорирует множество v (M). Пусть а ЕЕ G. 
Если М’р— элемент из Ὦ, содержащийся в М и такой, что 
о (x — y) > sup (a + 28, В) для хе М’ иуе М”, точ (хх - у >а 
для x= M’ и уе М’ (n° 1, лемма 1). Отсюда следует а). 

В силу предложения 1 n°1, отображение о|К” является 
непрерывным представлением группы К” в группу G; следова- 
тельно, оно единственным образом продолжается до непрерыв- 


ного представления Ὁ группы К” в группу G. Соотношение 
ви) > ini (d(x), ὁ (y), 


поскольку оно верно в Κ᾿, остается верным и в К* из сообра- 
жений непрерывности. Таким образом, отображение Ö (продол- 
женное с помощью равенства 0 (0) = +00) является нормирова- 


нием тела К. Пункт 6) доказан. 


Докажем г). Пусть a=G и x & V,, — {0}. Для элемента y 
из V,, достаточно близкого к X, имеем 9 (x) = ὃ (y) = v (y); следо- 


вательно, 9(х)> а. Обратно, пусть элемент хеК” таков, что 
9(х) > а. Для элемента у из К", достаточно близкого к X, имеем 


о (y) = Ô (y) = 0 (x); следовательно, y = Να, откуда x = V,. Таким 
образом, V, представляет собой множество таких элементов 


хЕК, что 9(х)>а. Аналогичным образом проводятся рассу- 
ждения и для множества И’. Этим доказано г). | 


В соответствии с предложением 7 из Общей топологии, 
гл. III, $3, n° 4, утверждение в) является следствием утвер- 
ждения г). Утверждение д) является частным случаем утвер- 


ждения г). Наконец, пусть ΧΕΞΑ. Существует такой элемент 
y & À, что 9 (x — - у) > 0, но тогда Z=X —Y SM и, следовательно, 


x=y+2e А+; таким образом, А=А-+м, а это и доказы- 
вает е). 


Замечание. Для всякого элемента x К, не принадле- 
жащего кольцу А, существует такой элемент EX, что 
ῦ (x — хо) > 0, 9 (x) = ὃ (Xo) = v (κο) < 0; следовательно, ху IX & А и, 
поскольку cle A, мы видим, что если положить ὅκα À — {0}, 


Brei A, 
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Упражнения 


1!) Пусть А- целостное кольцо, К — его поле частных и J — некото- 
рая линейная топология на А (гл. ПТ, $ 2, упражнение 21). 

а) Для того чтобы окрестности нуля в Я образовывали фундаменталь- 
ную систему окрестностей нуля для некоторой топологии Я κ, согласован- 


ной со структурой кольца на К, необходимо и достаточно, чтобы Я была 
топологией J (A) (гл. Ш, $ 2, упражнение 24), в этом случае А является 
ограниченным множеством относительно У к, H Як представляет собой 


локально ограниченную отделимую топологию (Общая топология, 1969, 
гл. ПТ, $ 6, упражнения 12 и 20д)). Для того чтобы поле К было компактно 
(соответственно линейно компактно, соответственно строго линейно ком- 
пактно) (гл. Ш, $ 2, упражнение 21) относительно Я к, необходимо и доста- 


точно, чтобы А обладало соответствующим свойством относительно J. 
6) Для того чтобы топология Ук (где θ᾽ =9 (4) была согласована 


со структурой поля К, необходимо и достаточно, чтобы радикал У (А) 
кольца A был отличен от нуля. 

{ 2) Пусть К — поле, 7 — недискретная отделимая топология на К, 
согласованная со структурой кольца на К. Для того чтобы топология Я’ 
определялась каким-либо нормированием или абсолютным значением на К, 
необходимо и достаточно, чтобы Я была локально обратно ограниченной 
(Общая топология, 1969, гл. ПТ, $ 6, упражнение 22). Если в К существуют 
топологически нильпотентные элементы, надо применить упражнение 22г) из 
Обшей топологии, 1969, гл. HI, $ 6 и упражнение 13 из Topologie generale, 
chap. IX, 2° ed., $ 3. В противном случае следует воспользоваться упраж- 
нением 22е) из $ 6 Общей топологии, 1969, гл. Ш. 

Ч 3) Пусть А- целостное нётерово кольцо, К-—его поле частных, 
9 „- топология Я (A) на Аи Я к- соответствующая топология на К 


(упражнение 1). 

а) Если А-— кольцо Зарисского с радикалом 1 == 0 и если А полно отно- 
сительно 1-адической топологии, то показать, что кольцо А полно и OTHOCH- 
тельно топологии Я y (Общая топология, 1969, гл. III, $ 3, n° 5, следствие 2 
предложения 9). 

6) Предположим, что топология 7° к Не дискретна и определяется не- 


которым нормированием Ὁ поля К. Показать, что Ὁ является дискретным 
нормированием и что А представляет собой открытое подкольцо кольца И 
нормирования 9; верно и обратное. (Используя условие, из которого сле- 
дует, что А = К, а также предложение | из $ 4, n° 1, можно считать, что 
Ас У. Используя тот факт, что А открыто в топологии Te показать, что И 


является А-модулем конечного типа, и завершить рассуждения так же, как 
в предложении 9 $ 3, n°5. Для доказательства обратного утверждения за- 
метить, что А является локальным кольцом, в котором максимальный идеал 
nt и идеал (0) — это единственные простые идеалы и, следовательно, любой 
идеал a 0 является ш-примарным.) Целым замыканием кольца А является 
в этом случае И. Привести пример, когда À πε У (взять в качестве V кольцо 
формальных рядов k [[T]], где k— некоторое поле). 

в) Привести на основе доказанного выше пример недискретного полного 
топологического поля, топология которого не является локально обратно 
ограниченной (воспользоваться упражнением 0) и упражнением 2). 

4) Пусть Ὁ — некоторое нормирование на поле К, А — его кольцо, Ni — его 
максимальный идеал. 

4) Для того чтобы топология, определенная нормированием Ὁ на 
кольце À, совпадала с ш-адической, необходимо и достаточно, чтобы A 
было полем или кольцом дискрэтного нормирования. 

6) Для того чтобы в топологии, определенной нормированием о, А пред- 
ставляло собой строго линейно компактное кольцо (гл. ПТ, $ 2, упражне- 


Та 
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ние 21), необходимо и достаточно, чтобы А было полем или кольцом дискрет- 
ного нормирования (воспользоваться упражнением а) и упражнением 22а) 
гл. 11,52) 

5) а) Пусть К — поле, Ὁ — некоторое нормирование на К и Г- группа 
порядков нормирования 9. Для того чтобы К было линейно компактным 
(гл. III, $2, упражнение 15) относительно топологии Fy, необходимо и 
достаточно, чтобы для любого вполне упорядоченного подмножества В 
группы Г и любого семейства (ав); =в элементов поля К, для которого при 


À <U<V выполняется условие Ὁ (a, — a) <v (a, — αν)» существовал такой 
элемент а= К, что v(a—a,)=0 (а, — 4) для любой пары À, u, где u>A. 


(Воспользоваться упражнением 4 из Theorie des Ensemble, chap. III, 2° ed., 
$ 2.) Когда сформулированное условие выполняется, кольцо А нормирова- 
ния о является также линейно компактным в дискретной топологии. 

6) Показать, что поле S(T, К) =К, определенное в упражнении 9 $ 3, 
линейно компактно в топологии Fy. Возьмем в качестве Г совершенно 
упорядоченную группу Q рациональных чисел и рассмотрим подкольцо Ко 
поля К, образованное такими х= (хо), что множество U ΕΞΩ, для которых 
Ха 5Ε 0, конечно или является строго возрастающей последовательностью, 
стремящейся к +00. Показать, что Ky — поле, полное относительно норми- 
рования Vo, которое индуцировано каноническим нормированием Ὁ поля К, 
а также что Vo имеет ту же группу значений и TO же поле вычетов, что 
и 9, однако Ko не является линейно компактным (ср. $ 10, упражнение 2). 

6) а) Пусть А- кольцо нормирования, М — некоторый А-модуль и 
М’ — некоторый подмодуль в М. Показать, что, для того чтобы М’ был чи- 
стым подмодулем в М (гл. Г, $ 2, упражнение 24), необходимо и достаточно, 
чтобы для любого ае А выполнялось равенство М’ ГП (аМ) = aM'. 

6) Пусть М’ — такой чистый подмодуль модуля М, что если наделить M’ 
топологией, в которой αλ’ (где ae À, а 0) образуют фундаментальную 
систему окрестностей нуля, то М’ оказывается линейно компактным. Пока- 
зать, что для всякого элемента хе М существует такой у’ ΕΞ: М’, что эле- 
мент х’=х- ИУ’ обладает следующим свойством: для любого a = А, удовле- 
творяющего условию х-+ М’еа(М/М’), имеет место включение х’е aM. 
(Для каждого из элементов A&A, удовлетворяющих условию x + М’еа(М/М’), 


7 
рассмотреть подмножество бо в М’, образованное элементами Yy для KOTO- 


рых X + γί = aM.) 


в) Предположим. что А является линейно компактным кольцом HOPMH- 
рования. Пусть К — поле частных кольца А. Показать, что если М является 
таким А-модулем без кручения, что М\к) обладает счетным базисом, то М 


представляет собой прямую сумму счетного семейства А-модулей ранга 1. 
» / 
(Рассматривать М как объединение возрастающей последовательности (M;) 


» ; LA . . 
таких чистых подмодулеи, что М; имеет ранг l, и при каждом 1 применить 


упражнение 6) к М; и его подмодулю M;_,-) 


г) Пусть относительно À и М выполняются те же предположения, что 
и в пункте в). Пусть М — чистый подмодуль в М, имеющий конечный ранг. 
Показать, что N является прямым слагаемым в М (заметить, что любой 


`А-модуль, представляющий собой прямую сумму конечного числа А-моду- 


лей ранга |, линейно компактен, и воспользоваться пунктом 6)). 

д) При тех же предположениях относительно М и M’, что и в пункте 6), 
показать, что для любого x= существует такой элемент у’ ΕΞ: М”, что 
аннулятор элемента х=х-+ у’ равен аннулятору элемента x + М’ == M/M’. 
(Пусть a— аннулятор элемента x + Μ΄; для всякого Ed пусть Га — под- 
множество в М’, образованное элементами γ΄, для которых @ (x + у’) =0; 


показать, что пересечение множеств Га непусто.) 
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е) Предположим, что А является таким кольцом нормирования, что 
для Любого идеала à == 0 модуль A/a над кольцом А линейно компактен 
(в дискретной топологии). Показать, что любой А-модуль кручения конеч- 
ного топа М является прямой суммой конечного числа моногенных А-мо- 
дулей. (Если (2;) <; ) — система образующих модуля М, то надо ис- 

Isisn 


пользовать индукцию по AR, рассматривая один из элементов ep аннулятор 


которого наименьший, и замечая при этом, что подмодуль в М, порожден- 
ный этим элементом, является чистым.) 

7) Пусть К — поле, Ὁ — дискретное нормирование Ha К, при котором К 
является полным в топологии Jy. Обозначим через A и Ÿ кольцо и идеал 
нормирования 9, а через U=A—}) обозначим множество обратимых эле- 
ментов в A. Пусть и — некоторый изоморфизм поля К Ha подполе в поле К. 


а) Показать, что u(y) с An u(U) CU. (Для доказательства первого 
утверждения заметить, что для любого ге} уравнение х”=1-+2 имеет 
решение в А при любом п>0, взаимно простом с характеристикой поля 
вычетов нормирования 9; для этого воспользоваться леммой Гензеля. Если 
бы имело место неравенство о (и (2) ) <0, то отсюда получалось бы, что 
о (и (г)) делится на любое целое число п>0, взаимно простое с характе- 
ристикой поля вычетов нормирования 9. Второе утверждение вывести 
из первого.) 

6) Вывести из а), что или и(К*) CU, или отображение и непрерывно 
(рассмотреть образ при и какой-нибудь униформизирующей нормирования Ὁ). 

в) Привести пример алгебраически замкнутого поля ®, при котором 
поле К=® ((Х)) изоморфно некоторому подполю в К, содержащемуся 


в UU4{0} (ср. Алгебра, гл. У, $ 5, упражнение 13). 

4 8) а) Пусть К -— поле, Ὁ -— нормирование высоты | на Ки А-его 
кольцо. Пусть Н — некоторое компактное подмножество в К (относительно 
топологии Ty) и a0 — какой-либо элемент из К. Показать, что суще- 
ствует такой многочлен | = K[X] без свободного члена, что [(а)=1, 
(A) < А. (Доказать, что можно взять в качестве | многочлен вида © 


n (1) n (5) 


1 (1-а7'Х) (1-е Хх)... (- ο ΙΧ) 


где с, — подходящим образом выбранные элементы из H, для которых 
Ό (с) << v (а), a п, — достаточно большие целые положительные числа.) 


6) Пусть X — вполне несвязное компактное пространство. Наделим 
кольцо ® (Х; К) непрерывных отображений пространства Х в К топологией 
равномерной сходимости. Пусть В — подкольцо кольца ® (Х; К), содержащее 
константы и разделяющее точки из X; показать, что В плотно в @ (Х; К) 
(воспользоваться пунктом а) и упражнением 216) из Topologie génerale, 
chap. X, 2° ed., $ 4). 

ᾳ 9) Пусть À — кольцо дискретного нормирования, л — униформизирую- 
mas кольца А и К- поле частных кольца А. Предположим, что А полно 
относительно л-адической топологии. Инъективные А-модули (Алгебра, гл. Il, 
$2, упражнение 11) совпадают с делимыми А-модулями (Алгебра, гл. УП, 
$ 2, упражнение 3) и представляют собой прямые суммы А-модулей, изо- 
морфных или К, или К/А (Алгебра, гл. УП, $2, упражнение 3). Кроме 
того, любой моногенный А-модуль кручения изоморфен некоторому под- 


модулю в К/А. А-модуль Hom, (M, К/А) называется тороидальным Co” 
пряженным (алгебраическим) модулем для А-модуля М и обозначается 
через M”; каноническое отображение См: М -> M** инъективно (Algebra, 


chap. II, 3° εὐ, $ 2, exercice 13b)). Для всякого подмодуля М в M подмо- 
дуль № в М*, образованный такими и, что и (x) =0 для всех ΧΕΞ №, назы- 
вается ортогональным к М в M; модуль, сопряженный к M/N, канонически 


Er 
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отождествляется с №, а модуль, сопряженный к N, отождествляется с M*/N°, 
Тороидальный сопряженный модуль для индуктивного предела lim Ма кано- 
> 


é * 
нически изоморфен проективному пределу lim Мо. 


а) Известно, что А-модули ранга один (Алгебра, гл. УП, $ 4, упражне- . 
ние 22) изоморфны модулю одного из видов: À, К, К/А или A/n"A. Пока- 
зать, что алгебраические тороидальные сопряженные модули для К или 
Aln"A им же соответственно и изоморфны, а тороидальный сопряженный 


модуль для А изоморфен K/A, и наоборот, тороидальный сопряженный 
модуль для К/А изоморфен А (надо воспользоваться тем, что известны 


`А-подмодули в К, и тем фактом, что А полно (при вычислении модуля, 


сопряженного с K/A)). Вывести отсюда, что для любого А-модуля М ко- 
нечного ранга модуль М” имеет TOT же ранг и что канонический гомомор- 
физм с» биективен. 


6) Пусть М — некоторый А-модуль и N — подмодуль конечного ранга в М. 
Показать, что модуль, ортогональный к № в M**, отождествляется (отно- 
сительно с м) с N (воспользоваться упражнением а)). 


в) Показать, что А-модуль М, являющийся нётеровым (соответственно 
артиновым), имеет конечный ранг (вложить М в его инъективную оболочку 


(Algebre, chap. II, 3° ed., $ 2, exercice 18); в этом случае модуль M* ар- 
тинов (соответственно нётеров). 

г) Обозначим через o (М*, М) топологию (на M*) простой сходимости 
в М (считается, что К/А наделено дискретной топологией). Показать, что 
если М№М— подмодуль в M, то o (№, ΜΙΝ) индуцируется на № топологией 
с (М*, M) и что св (M*/N°, М) является фактортопологией относительно № 
топологии © (М*, М). (Для второго утверждения надо заметить, что если 
Р-—подмодуль в М, для которого NCP, то модуль, сопряженный с P/N, 
отождествляется с №/Р5.) Если М = lim Мо, то топология © (М*, М) является 


& № 
проективным пределом топологий в (Мо, Мо). 
д) Топологни © (К, К) u 0 (A, К/А) являются л-адическими; топологии 


o(A/x! A, Aln"A) и σ(Κ/Α, А) являются дискретными. Вывести отсюда, что 
для любого А-модуля М модуль М", наделенный топологией o (М*, М), 
линейно компактен (гл. Ш, $2, упражнение 15; надо рассмотреть М как 
фактормодуль некоторого свободного А-модуля). 

e) Пусть М, N— два А-модуля; для любого гомоморфизма и: М > М 


обозначим через !u гомоморфизм Hom (u, Ίκγα) из N* в М*, при котором 
(u (w)) (x) = w(u(x)) для любого + € M и любого we М. Показать, что 
гомоморфизм ‘и непрерывен в топологиях о (М№*, №) и o(M*, М). Если 


и — эндоморфизм х->лх модуля М, το fu представляет собой эндоморфизм 
ω-»πώ модуля M* Для любого подмодуля Р модуля М имеет место 
равенство (и (P) yo = fl (p0). | 

10) Сохраняются обозначения и предложения упражнения 9. 

а) Если М является дискретным топологическим А-модулем, то пока- 
зать, что М является модулем кручения. Если, кроме того, М линейно 
компактен, то он артинов (если N — ядро эндоморфизма х-> TX, заметить, 
что N линейно компактен и дискретен и может рассматриваться как BEK- 
торное (А/лА)-пространство; воспользоваться далее упражнением 20 г) 
гл. II. § 2). | 

6) Вывести из пункта а), что любой линейно компактный топологиче- 
ский А-модуль строго линейно компактен (гл. П, $ 2, упражнение 19). 

в) Гопологическим тороидальным сопряженным модулем для тополо- 
гического. А-модуля М называется подмодуль M’ алгебраического торои- 
дального сопряженного модуля М*, образованный непрерывными гомомор- 
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физмами подмодуля М в К/А (последний А-модуль считается наделенным 
дискретной топологией). Если топология на М линейна (гл. Il, $ 2, упраж- 
нение 14) и если N — замкнутый подмодуль в М, то топологический торои- 
дальный сопряженный модуль для модуля M/N отождествляется с МОГ М’, 
а для модуля М-с M’/(N’NM’) (чтобы определить сопряженный модуль 
для N, надо заметить, что для любого непрерывного гомоморфизма и MO- 
дуля N в К/А существует такой открытый подмодуль U в модуле М, что 
и (x) =0 на МПО, а затем воспользоваться упражнением 9). 

г) Для любого топологического А-модуля М конечного ранга топологи- 
ческий тороидальный сопряженный модуль М’ равен алгебраическому торо- 
идальному сопряженному модулю М” (свести к случаю модулей ранга один). 

д) Пусть М — отделимый топологический А-модуль, топология которого 
линейна; показать, что для Любого x40 из М существует такой элемент 
u = M, что u (х) 520 (заметить, что существует такой открытый подмодуль U 
в М, что x €U). Другими словами, каноническое отображение М -> (М'’)* 
инъективно. Вывести отсюда, что если N — замквутый подмодуль в М, то 
пересечение NN М’ плотно в № в смысле топологии o (М*, М) (воспользо- 
ваться пунктом г)) и, следовательно, N= МП (№П М’) в М**. 

Показать, что модуль М плотен в (M’)* в смысле топологии o ((M’)*, М”. 

е) Пусть М - линейно компактный топологический А-модуль; показать, 
что каноническое вложение М->(М’)* биективно и что топология на М 
(отождествленном с (М’)*) равна в (М, М’). (Заметить, что если И — откры- 
тый подмодуль в M, то модуль М/И артинов в силу пункта а) и, следова- 
тельно, модуль (79 нётеров (упражнение 9); вывести отсюда совпадение рас- 
сматриваемых топологий на М; закончить доказательство с помощью упраж- 
нения д).) 

x) Пусть М, М- два топологических А-модуля, топологии которых ли- 
нейны; для Любого непрерывного гомоморфизма , и: М —> М имеет место 


/ 7 
включение "и (№) =мМ’; мы будем снова обозначать через 27 (допуская 
этим некоторую непоследовательность) линейное отображение модуля N 


в М’, имеющее тот же график, что и fu. Если М и М отделимы, TO пока- 


зать, что ограничение на М отображения (11) совпадает с и (модули М и М 
рассматриваются при этом как канонически вложенные соответственно 
в (M’)* и (№)*; кроме того, для любого замкнутого подмодуля Q в N имеет 


место равенство (u! (Ω))θῃ M ="u (Q°) (воспользоваться пунктом д)). 

3) Пусть М — линейно компактный А-модуль; вывести из упражнений 
x) и 9e), что, для того чтобы М не имел кручения, необходимо и доста- 
точно, чтобы модуль М’был делимым, и что для того, чтобы М был дели- 
мым, необходимо и достаточно, чтобы модуль М’ был без кручения. 


$ 6. Абсолютные значения 
1. Предварительные замечания 06 абсолютных значениях 


Пусть К — тело (коммутативное или нет). Напомним (Торо- 
logie génerale, chap. IX, $ 3, n° 2, definition 2), что абсолют- 
ным значением Ha К называется любое отображение [ тела К 
в множество R., удовлетворяющее следующим аксиомам: 

(УА!) Равенство f(x) =0 эквивалентно равенству x =0. 

(VAn) Для любых x, y us К |ίκυ)--}(α) (y). 

(VAin) Для любых x, y us К (x +y) < (x) +7 (y). 

Из (VA,) и (УАи) следует, что f (1) = 1, f(—1)=1 u f (x71) = 
=]/f(x) для xD. | 
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Для произвольного отоэражения | тела К в множество В. 
и для любого вещественного числа А>0 мы будем обозначать 
через (U ,) соотношение 

f(x +y) < А- sup (f(x), {(y)) для любых x, y из К. 

Мы будем обозначать через VW (K) множество отображений | 
из Кв R,, которые удовлетворяют аксиомам (ΝΑΙ) и (VA) u 
для которых существует такое À > 0 (зависящее OT D, что спра- 
ведливо соотношение (U κ). 


Следует заметить, что если [= (К), то, полагая x=1 и 
у=0в (U,), мы получаем, что 1=7 (1) <А. sup (1 (1), [(0)) = А 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Для того чтобы некоторое р ме 
тела К в Β,, удовлетворяющее аксиомам (УА\) и (УАи), при- 
надлежало множеству VW (K), необходимо и достаточно, чтобы 
числа (1-х) составляли ограниченное множество для таких 
ΧΕΕΚ, что f(x) < 1, 


Действительно, если { удовлетворяет условию (U ,), 
_f(+x)<A, если f(x) LI. Обратно, предположим, что 
f(x+1)<A для таких хеК, что f(x) <1 (в частности, А > 
>f(1)=1); тогда, если х=0 или у=0, условие (U,) выпол- 
нено. Если же, напротив, x0 и у==0, то можно, например, 
предположить, что f(y) </ (x). Следовательно, в силу (VAr), 
справедливо неравенство /(yx—')<1 и, значит, }(] ἠ-γχτ <A, 
а отсюда, в силу (VA), вытекает, что f(x + WIR)" <A, откуда 
f (x+y) < Af (x) < А: sup (f(x), F(y)). Lj 
Если f — абсолютное значение на К, To [(n- 1) < 1; в силу 
аксиомы (VA), это проверяется gs ours по n>0; обратно, 

имеет место 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть | — произвольное отображение тела К 
в R,, принадлежащее множеству У (К); если существует такое 
C>0, что | (п. 1) LC :n для всякого целого n >0, то | является 
абсолютным значением на К. 
Индукцией по г>0 из условия (И д) выводится соотношение 
f(x, + x + A) A csip ‚I ;) (1) 
133 


для любого семейства (х;) из 2’ элементов тела К. Положим 
n=2"— 1; для всякого хе К из неравенства (1) получается, что 


(α:-ἠγ'-Τ(α += (У (7 2 <Asup(F( (7 ))EW)) < 


АУ ("фу =ca UHR), 
i=0 
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так как | | (7) | RE (=) . Следовательно, 


ΓΙ κ) LCA (1+9). 


Устремляя г к +00, мы получаем, что [(1-+х) <14+f (x) 
для любого x = K; применяя это неравенство к элементу xy! 
вместо x (при у=- 0) и принимая во внимание (VAr:), получаем 
соотношение (УАп!); предложение доказано. 


СлЕДСТВИЕ 1. Для того чтобы отображение | тела К в В, 
было абсолютным значением, необходимо и достаточно, чтобы 
оно удовлетворяло условиям (ΝΑΙ), (УАи) и (0... 


Это необходимо, так как из (УАи!) следует, что 


i (x + 9) SP (x) + Г <2 sup (F(x), FY))- 


Обратно, предположим, что | удовлетворяет аксиомам (VA)), 
(VA) и (0.). Для любого целого числа п>0 пусть г будет 
наименьшим целым числом, удовлетворяющим условию 2’ 5: и; 
если в неравенстве (1) заменить À на 2, элементы х; с индек- 
сами {< и —HA | и элементы X; с индексами {> и — на 0, то мы 
получим, что [(n- 1) <2’<2и; теперь можно применить пред- 
ложение 2 при С =2. Таким образом, [| является абсолютным 
значением. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Для того чтобы некоторое отображение [ us К 
в В, принадлежало множеству VW (К), необходимо и достаточно, 
чтобы оно имело вид gt, где Ё>0 и в- некоторое абсолютное 
значение на теле К. 


Действительно, утверждение, что | удовлетворяет усло- 
вию (Ил), равносильно утверждению, что | удовлетворяет усло- 
BHIO (U aah Поскольку существует такое $>0, что A<2, след- 


ствие | показывает, что для любого такого значения $ отобра- 
жение [является абсолютным значением. 


2. Ультраметрические абсолютные: значения 


Говорят, что отображение [ тела К в множество В. является 
ультраметрическим абсолютным значением, если оно удовле- 
творяет условиям (\УА!), (УАи) и (0!) (это, очевидно, влечет 
за собой, что |] является абсолютным значением). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть | — произвольное отображение тела К 
в В.. Следующие свойства эквивалентны: 

а) отображение | является ультраметрическим абсолютным 
значением; 

6) существует такое нормирование о тела К со значениями 
в группе В, что |=а’ для некоторого вещественного числа а, 
удовлетворяющего условию 9 <а< 1; 
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в) отображение | принадлежит множеству У (К) и j(n: 1) <1 
для любого целого числа п> 0; 

г) для всякого $>0 отображение Р является абсолютным 
значением. 


Для всякого действительного числа с, такого, что O<c< il, 
отображение {->с' является изоморфизмом упорядоченной 
группы В (наделенной порядком, обратным обычному) на упо- 
рядоченную группу В"; этим доказана эквивалентность пунк- 


тов а) и 6). Ясно, что из а) следует в). Из Е в) сле- 
дует г), так как в) влечет за собой ({(п. I)" <1=ж< и для лю- 
бого целого числа п>0, и предложение 2 n° | показывает, 
что р является абсолютным значением. Наконец, из г) сле- 
дует а): действительно, если | является абсолютным значением, 
то выполняется условие (Us) и, следовательно, | удовлетворяет 
условию (И) для всякого 5» 0; отсюда получается, что имеет 


место и условие (U,), для доказательства надо устремить $ 
к +o. 


СЛЕДСТВИЕ. Если К — тело характеристики р>0, то любая 
функция множестве У (К) является ультраметрическим абсо- 
лютным значением. 


Действительно, любой элемент z=n-1 (п -— целое > 0), от- 
личный от нуля, принадлежит простому подполю F, тела К, 
а потому удовлетворяет условию =Р-! = |]; отсюда следует, что 
f(z) =1, и можно применить предложение Зв). 

Если задано такое действительное число с, что O<c< I, 


то формулы 
γα) =с°®, — о(х) = log, f (x) 


устанавливают, как следует из сказанного, взаимно однознач- 
ное соответствие между ультраметрическими абсолютными зна- 
чениями на К и нормированиями тела К с вещественными зна- 
чениями. Несобственному абсолютному значению (Topologie 
génerale, chap. IX, $ 3, n°2) соответствует несобственное нор- 
мирование. Пусть 9, 95— два нормирования тела К с веще- 
ственными значениями и [j, [›— соответствующие абсолютные 
значения; для того чтобы 9, и Vo были эквивалентны, необхо- 
MMO и достаточно, чтобы эквивалентными были [| и fo; дей- 
ствительно, эквивалентность нормирований Οι и Vo равносильна _ 
тому, что эквивалентны соотношения V, (x) > 0 и v(x) >20, или, 
что то же самое, соотношения |, (х) <Ти fo(X) <1. Следова- 
тельно, достаточно применить предложение 5 из Topologie 
génerale, chap. ΙΧ, $3, n°2. Кроме того (loc. cit.), для того 
чтобы топологии, определенные на К абсолютными значениями 
Ни fo совпадали, необходимо и достаточно, чтобы [ри fa были 
эквивалентными. | 
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3. Абсолютные значения на поле Q 


ПредложениЕ 4. Пусть | — любое отображение поля Q в в Κι, 

принадлежащее множеству VW (9) Тогда: 

(i) или | является несобственным абсолютным значением 
на Q; 

(1) или существует действительное число а и простое число р, 
такие, что O<a<l и [=a’r, где v, обозначает р-адическое 
нормирование; 

(iii) или существует такое $>0, что f(x) =|хЁ для любого 
xe Q. 

В случае (iii), для того чтобы | было абсолютным значением 
на Q, необходимо и достаточно, чтобы O<S<l. 


Предположим сначала, что ] (и) < 1 для любого целого п > 0. 
В силу предложения 9 n°2, существует такое нормирование Ὁ 
поля Ω, что f=b" для некоторого действительного числа В, 
удовлетворяющего условию O<b<1. Но мы знаем ($ 3, n°4, 
пример 4), что все нормирования на © (с точностью до экви- 
валентности) исчерпываются несобственным нормированием и 
р-адическими нормированиями Όρ; таким образом, имеет место 
одно из условий (i) или (ii). 

Предположим далее, что существует такое целое À >0, что 
(1) >1; в силу следствия 2 предложения 2 n°1, существует 
такое число p>0, что [ЁР является абсолютным значением. 
Положим 

g (x) =e log ($ (x) )/log | x | 
для любого рационального числа х = 0. Пусть a, b — два це- 
лых числа 2; для любого целого числа п—>2 обозначим 
через g(n) целую часть числа п. log a/logb, т.е. наименьшее 
целое m, для которого a”<b™*', Следовательно, разложением 
числа a” по основанию b будет 


a =Co+cib +... eee, (2) 


где OXc;<b для 0<i<<g(n). Поскольку |" является абсо- 
лютным значением, | (ο) <c;<b и, следовательно, из (2) вы- 
TeKaeT, что 

(Γ(α))'' = Fa) <b (1+ (6) + + (1 (6) 5) < 

<b (q(n) + (sup (1, FO" 
Взяв логарифм от обеих частей этого неравенства и разде- 

лив результаты Ha п. loga, мы получаем 
g (а) < log b EEE gan) ΜῊ 

в ЮЕа д (п) nloga . -ᾱ 
dE sup (0, о logf(b)) , д (п) ; (3) 


log a it 
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Заметим теперь, что, когда п стремится к +00, величина 


q(n)/n стремится к loga/logb; следовательно, q (п) ‘стремится 


к <+o0 и величина 


| log (4 (п) + 1)/q (п) 
стремится к 0 (Теория функций действительного. переменного, 
гл. Ш, $ 2, n°1). Переходя в (3) к пределу, мы получаем 

0,01 b ; 
SL — sup (0, g (b)). (4) 

Ho f(h)> 1, откуда g(h)>0. Если заменить a Ha A в выра- 

жении (4), TO мы получим, что sup (0, 5 (6)) > 0; следовательно, 

sup (0, g(b)) = g (5). 

Итак, каковы бы ни были целые числа а, b >2, выполняется 
неравенство с (а) < ρ (δ); следовательно, g (a) = в (6), если по- 
менять ролями а и 6. Другими словами, существует такая. 
константа À, что g(a)=A для любого целого a >2. Если πο- 
ложить ἘΌΝ то мы получим, что }(α) =|а[ для всякого це- 
лого a>2. Поскольку f (xy) =f (x) F (y) и F(— = Г (x), то f(x) = 
= |x|’ na любого хе Q. Наконец, если 0<s< 1, то мы уже 
знаем, что х->|х] является абсолютным значением (Topologie 
génerale, chap. IX, $3, n°2). Обратно, если число $ таково, 
что х->|х| является абсолютным значением на поле Q, 
то (1+1)} L1°+1°, т.е. 2°<2, откуда $ <1. 


4. Структура тела с неультраметрическим абсолютным 
значением 


ТЕОРЕМА 1 (Гельфанд — Мазур). Пусть К — алгебра над по- 
лем В, обладающая следующими двумя свойствами: 
_ 1) кольцо К является телом; 

2) на теле К существует норма x—||x|, согласованная 
со структурой алгебры на К (Topologie generale, chap. IX, 
$ 3, n°7, définition 9). 

Тогда алгебра К изоморфна в алгебре В, либо алгебре 
С, либо алгебре Н. 


Напомним (loc. cit.), что можно всегда предполагать вы- 
полненным неравенство || ху ISI«l- ly l| для любых x, у из К. 
Наделим тело К топологией (согласованной со структурой 
алгебры), определенной с помощью данной нормы. 

ΔΑ) Первый случай: тело К коммутативно и существует такой 
элемент | ЕК, что j?=—1. Тогда имеется некоторый изомор- 
физм с поля С на подполе поля К, при котором σ (Е + in) = 
=&.1-+1:7 для ἕξ, η из В. Мы сейчас докажем от противного, 
что К=о (С). Предположим, следовательно, что существует 


16 Н. Бурбаки 
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‘элемент x@K—o(C). Для любого z2=C разность x — 0 (2) 
_ представляет собой обратимый элемент в К. Положим F(z) = 
= (x —o(z))7'; поскольку отображение © непрерывно, а взятие 
обратного элемента также является непрерывным на К (Торо- 
logie génerale, chap. IX, $ 3, n°7, proposition 13; применить 
к пополнению алгебры К), отображение Е есть непрерывное 
отображение из С в К. Кроме того, для г == 0 можно записать 


Е (8) = (σ (2) )-' (х (σ(α)}γ'-- 1)". 


Но так как (с (г)) '=о (2-!) стремится к нулю, когда г стре- 
мится к бесконечности в С, то величина F (2) стремится к нулю. 
Другими словами, z—>|| F (2) | является неотрицательной непре- 
рывной числовой функцией на С, стремящейся к нулю на бес- 
конечности. Следовательно, построенную функцию можно рас- 
сматривать как непрерывную функцию на компактном про- 


странстве С, полученном присоединением к С бесконечно 
удаленной точки. Верхняя граница а величины |ЁР|] Ha С 
является, следовательно, конечной и строго положительной, 
а множество Р тех комплексных чисел г, для которых || F (2) || =a, 
представляет собой непустое замкнутое множество (Общая 
топология, гл. IV, 8 6, n°1, теорема |). 

Пусть 2e P. Положим у=х- о (2), и пусть Ё— такое ком- 
плексное число 0, что ||o (№ |<а', так что |6 (fd) - yrill<1 
по определению a. Последовательности (o(t) y~ 1)" и n(o(t) "η 
сходятся к 0 на`К, когда и стремится к +00, поскольку. этим 
свойством обладают соответствующие последовательности из 
норм в В. С другой стороны, заметим, что для любого много- 


р 
члена Н (Т) = |] (Г-с(с,)), где с, — попарно различные ком- 

k=1 
плексные числа, в поле рациональных дробей К (7) выполняется 
следующее соотношение: 

р 
HT) — D 1 (5) 
ΠΕΡ Т-с(с,) ° 
(Г) ÆT-0(c) 

Применим эту формулу к многочлену 


n—1 
H(T)=T"—(6 ))"= Ц (T —o (©!) 


где @,—=exp (2ni/n), и подставим вместо Т элемент {ΕΞ K, ко- 
торый отличается от всех о (oft). Мы получаем (в поле К) pa- 


венство 
п-| 


me ee | 


"(el)" ν-σ(0 yo loft) 
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Принимая во внимание определения функции F и эле- 
мента у, получаем 
n—1 


 F(z2+0 + N F(z + oft) — nF (2) = 
k=1 
n "πμ... π. κι... “[αζ)φ-.}᾽ (7) 
yale Mt). 9 54. er Eee 
Но в силу выбора элемента Ё и замечаний, сделанных выше, 


последний член в (7) стремится к 0, когда п стремится к +00, 


Следовательно, 
n—| 


nF (z) a F(z+8-t)}. (8) 


Ho || F (2) ||=a u ие + off) <a в силу определения числа 0, 
откуда : 


| F (2 +2) |= Jim 


n—1 


nF (2) — 2 F(2+ ot. 3» 


> n|| F (2) | Σ | F (2 + 0% - t)| >na—(n—lha=a. 


Поэтому, согласно ©) устремляя п к +00, мы получим, 
что | F (z+?) | a, а в силу определения элемента а это озна- 
чает, что | 


IF@+t)||=o; 


другими словами, 2+?@P. Этим доказано, что множество P 
открыто в С. Ввиду того что оно также замкнуто и непусто, 
а С связно, P=C и функция || F || является константой на С. 
Но так как эта функция стремится к нулю на бесконечности, 
το || F(z) |=0 на € и, в частности, || F (0) ||=|| x«~'||=0, а это 
невозможно. 

Б) Второй случай: тело К коммиутативно и —1 не является 
в К квадратом. Пусть L— поле, полученное присоединением 
к К одного из корней | многочлена Т?-+1. Поле L является 
векторным пространством над К, для которого пара (1, j) служит 
базисом; очевидно, L представляет собой алгебру над В. Ясно, 
что функция x + yj —>|| x||+||y|| представляет собой норму на L, 
согласованную со структурой векторного пространства над В. 
С другой стороны, для элементов 2=х- у, 2 =x’ +y'j из L 
имеем 


| 22” =|] xx’ — yy! || +I] xy’ + ху <I) xx’ + gy’ +l ay НУ [-ς 
Их’ +1 “Welly l= 
= (ПАУ ЧН I) =lel- le? 1, 


16* 
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K - ψ 


Таким. образом, определенная выше норма согласована со 
структурой В-алгебры [. В силу случая A), L является В-ал- 
re6poñ, изоморфной полю С. Однако единственной В-подалгеб- 
рой в С, отличной от С, является В. Следовательно, К изо- 
морфно В. | | 

В) Третий случай: тело К некоммутативно. Пусть Z — центр 
тела К, a x — произвольный элемент из К, не принадлежа- 
щий Z. Подтело Z(x) тела К коммутативно и норма, инду- 
цированная на нем нормой тела К, согласована со структурой 
В-алгебры на Z(x). Поскольку Z == 2 (х) и В-алгебры Ζ, Z (x) 
изоморфны В или С, в силу случаев А) и Β) то поле Z обя- 
зательно изоморфно В, а поле Z(x) изоморфно С. Для лю- 
бого x@K_ поле Z (x) является, следовательно, алгеброй 
para < 2 над Z. Однако справедлива следующая лемма: 


JIEMMA 1. Пусть D —rakoe тело с центром L, что для вся- 
кого x = D поле L(x) является расширением поля L степени < т. 
Тогда ранг тела D над L не превосходит т“. 


Очевидно, можно ограничиться случаем D == L. Тогда в D 
существует сепарабельное алгебраическое коммутативное рас- 
ширение Е поля L степени >| (Алгебра, гл. VIII, $ 10, n° 3, 
лемма 1). Поскольку E=L(x) для некоторого подходящим 
образом выбранного x из Е (Алгебра, гл. V, 8 7, n°7, πρεπ- 
ложение 12, и гл. УП, $ 5, n°7), то, в силу сделанных пред- 
положений, [Е : [|] < т. Предположим, что сепарабельное рас- 
ширение Е выбрано так, что число [Е :[] конечно и в то же 
время максимально велико; рассмотрим коммутант E’ DE 
поля E в теле D, который представляет собой тело с центром Ε, 
такое, что 
Eee БТ m 


(Алгебра, гл. VIII, $ 10, n° 2, теорема 2). Если бы E + Г’, το 
в Е’ существовало бы алгебраическое сепарабельное расшире- 
ние F поля Е конечной степени > 1 (Алгебра, гл. VIII, $ 10, n° 8, 
лемма 1). Тогда Е было бы сепарабельным алгебраическим 
расширением и для Ё (Алгебра, гл. У, $ 7, n° 4, предложение 7) 
конечной степени >[E:L], а это противоречит определению 
поля Е. Следовательно, Е’ = Е, откуда [D : L]=[D: E]-[E: L|<m°. 

Применяя эту лемму к К при т=2, мы видим, что К 
является некоммутативным надтелом конечного. ранга над В, 
которое обязательно изоморфно телу кватернионов Н (Алгебра, 
ΓΙ. VIII, $ 11, n° 2, теорема 2). 


Замечание. 1) В главе, посвященной `нормированным 
алгебрам, мы дадим более короткое доказательство теоремы 
Гельфанда — Мазура, пригодное для случая любой отделимой 
связной локально компактной топологической алгебры К над В. 
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Принцип этого доказательства заключается в следующем: рас-. 
суждения сводятся (так же, как и в случаях Б) и В)) к ситуа- 
ции, когда К является коммутативной алгеброй над С; если 
xekK—C:1l, To рассматривается, как и выше, отображение 
z—>(x—z-1)7' из Св К, которое непрерывно и дифференци- 
руемо в С. Для любого элемента x’ пространства К”, сопряжен- 
ного к локально выпуклому пространству К, отображение 
2->((х—2. у x’) представляет собой, следовательно, целую 
и ограниченную функцию в С, которая должна быть постоян- 
ной в силу теоремы Лиувилля. Теперь мы заключаем, как и 
в случае А) доказательства теоремы 1, что из полученного 


—1 
факта следует равенство ((x—z-1)7', x) =0 при любом 2=С 
и любом x’ @K’. Теорема Хана — Банаха показывает, что этот 


вывод противоречит тому, что (х—2.1) ' 520. Следует заме- 
тить, что рассуждение в части А) доказательства теоремы | 
лишь по внешнему виду отличается от приведенного выше, 
так как оно является не чем иным, как частным случаем рас- 
суждения, использованного при доказательстве принципа макси- 
мума для аналитических функций, поскольку суммирование по 
корням из единицы Pire к пределу эквивалентны вычи- 
Е (z+) dt 


; вдоль окружности с центром 


слению интеграла | 

| у 
в нуле, а использования формулы Коши в нашем случае уда- 
лось избежать благодаря специальному виду функции Р. 


ТЕОРЕМА 2 (Островский). Пусть К — тело, | — элемент множе- 
ства V(K), не являющийся ультраметрическим абсолютным 
значением. Тогда существует, и притом единственное, действи- 
тельное число $ >0 и изоморфизм | тела К на некоторое всюду 
плотное подтело одного из тел В, С или Н, такие, что | (x) = 
=|j(x) для любого x= K!). Для того чтобы | было абсо- 
лютным значением на К, необходимо и достаточно, чтобы $<1. 


В силу следствия предложения ὃ n° 2, тело К имеет харак- 
теристику 0; следовательно, оно является алгеброй над @. Для 
любого хе @ положим h(x)=f(x-1). Ясно, что AE Ÿ (9) и, 
следовательно, можно применить предложение 4 n° 3. Случаи (1) 
или (1) этого предложения не могут иметь места, так как они 
влекут за собой неравенство ] (η: 1) < 1 для любого целого п >> 0, 
а отсюда следует, что | есть ультраметрическое абсолютное 
значение в силу предложения 3 n°2. Следовательно, сущест- 
вует вещественное число $ >> 0, такое, что A(x) =|х [для любого 


1) На теле Н мы полагаем |2|?=2.2=#.2, где 2— кватернион, сопря- 
женный с кватернионом 2. 
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хе О, т. е. f(x:1)=1|x/f. Положим g — fus, Тогда ge VY (K) и 
g(n-1)=n для любого целого n> 0. ав 2 n° 1 показы- 
вает, следовательно, что © является ‘абсолютным значением Ha К. 

Для xeQuye К имеет место соотношение g (xy) =| x |: с (y). 
Следовательно, g представляет собой норму на К, согласован- 
ную со структурой @-алгебры (для обычной абсолютной вели- 


чины на Ω). Пополнение К тела К является, следовательно, 
нормированной алгеброй над 9 =В (Topologie génerale, chap. IX, 
$ 3, n°7). Пусть $—HopMa на К, служащая непрерывным 
продолжением нормы &. Поскольку & является абсолютным 


значением на К, кольцо К является телом и р Shonen 
значением на К (Topologie génerale, chap. IX, $ 3, n° 3, proposi- 
tion 6). В силу теоремы 1, существует изоморфизм fi (как В-ал- 
гебр) тела К на одно из тел В, С ‚или Н, и 5" (x) =| f(x) | 


является абсолютным значением на К. Поскольку К имеет 
конечную размерность над В, а δ’ и 6 совпадают на под- 


поле R-1 тела К, справедливо равенство &’= 6 ввиду сле- 


дующей леммы: 


JIEMMA 2. Пусть L — некоторое тело и К — такое подтело в L, 
что L является левым векторным пространством конечной раз- 
мерности над К. Пусть в — абсолютное значение на L и|-—его 
ограничение на К. Если К полно и недискретно относительно |, 
то L полно относительно ©. Если, кроме того, в’ — второе абсо- 
лютное значение на L, имеющее то же самое ограничение | 
на К, το 5’ = 5. 


Поскольку топология, определенная абсолютным значением Q, 
отделима и согласована со структурой левого векторного К-про- 
странства на [, наше первое утверждение следует из тео- 
ремы 2, гл. I, $ 2, n° 3, Tononoeuueckux векторных пространств. 
Кроме того, топологии на L, определенные абсолютными значе- 
ниями Φ и 5”, тождественны (loc. cit.). Следовательно, суще- 
ствует такое вещественное число 62> 0; что = FE opologie 
génerale, chap. ΙΧ, $ 3, n°2, proposition 5).. Пусть x — такой 
элемент из К, что j (x) =Е 1. Равенство g’ (x) = g(x) доказывает, 
что s= 1. | 

Вернемся к`доказательству теоремы 2. Мы видим, что если 


через | обозначить ограничение | на К, то j будет изоморфизмом 
тела К на некоторое всюду плотное подтело в В, С или Ни 
g(x) =|j(x)! для хе К. Отсюда следует, что f(x) =| j (x) Г. 
Заметим, наконец, что если | является абсолютным значе- 
нием на К, то A является абсолютным значением на Qus<l 
в силу предложения 4 n°3. Обратное, если $<1, то [= ϱ) 
является абсолютным значением на К, так как этим свойством 
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обладает © (Topologie generale, chap. IX, § 3, n°2). Этим 
доказывается последнее утверждение теоремы. 


Замечания. 2) Если К есть тело, представляющее собой норми- 
рованную алгебру над À, то эта норма не обязана быть абсолютным 
значением на К; ‘например, E+in>Jl&|+|n| является нормой на С, 
согласованной со структурой алгебры над В. 

3) Для доказательства случая В) теоремы 1, в котором не исполь- 
зуются общие результаты Алгебры, гл. VIII, см. упражнение 2. 


Упражнения 


1) Любой элемент 2 из р-адического поля Ωρ (р— простое число) 
co 


единственным образом записывается в виде p' > pe rıeheZz, Co > Ou 
k=0 : 
Ос, <р для любого Е >0 („р-адическое разложение“ числа 2). 
а) Показать, что, для того чтобы г <= ©, необходимо и достаточно, чтобы 
существовали такие два целых числа т > 0, п >|, что Chin = CR при любом 


Е > т. (Заметить, что если г = a/b = ©, где b не делится на р, TO 
п ; 
3 у Κα, ut 
а δ ο ἕω, бы + 


где d,,, является целым числом и последовательность чисел | a, | (обычная 


абсолютная величина) ограничена.) > 
6) Предположим, что возрастающая последовательность (Rn) целых 
чисел А, для которых с, == 0, такова, что lim sup (^ 1/6 ) = + co. Показать; 
п> о ΕΕΣ 


что элемент Z является трансцендентным над Q. (Для произвольного эле- 
мента хе О обозначить через |x| и |х|› обычное абсолютное значение 


и р-адическое абсолютное значение соответственно. Предположим, что 
ft = 

P=Z[X] — такой неприводимый многочлен, что P (2) = 0; если 2, = pi > σερ 

k=0 

то показать, что | P (2и)/(г — гп) |p стремится к некоторому пределу, отлич- 

ному от 0, когда п стремится к + OO, используя для этого формулу Тейлора; 

получить отсюда противоречие, рассматривая обычные абсолютные значе- 

ния |Р (zn) |.) 

2) Пусть D — некоммутативное тело характеристики = 2 и Z — его центр. 
Предположим, что любое подполе К в D, содержащее 2, имеет степень < 2 
над Ζ. > | 

a) Показать, не используя лемму 1, что [D:Z]=4. (Пусть ae D—-Z 
есть такой элемент, что a EZ, и пусть о (x) =аха-! для любого хе D; 
заметить, что. D распадается в прямую сумму двух таких векторных под- 
пространств над Z, обозначаемых через Dy и D_, что o(x)=xB Di u 
© (х) = — xB D_; заметить также, что D+ является подтелом в D, а D_ — век- 
торным пространством размерности | над D}; наконец, показать, что Dy πὸ 
может отличаться от 2 (а).) 

6) Показать, что D является ‘некоторой алгеброй кватернионов над Zs 
(Построить базис О над 2 с помощью упражнения а).) 


488 | | НОРМИРОВАНИЯ à Ἐπ νετ. 


_$ 7. Теорема об аппроксимации 
1. Пересечение конечного числа колец нормирования 


EERE 1. Пусть. К — поле, (Ai), <; <, — некоторое конеч- 
n 
ное семейство колец нормирования для Ku B= NA: Положим 
i=l = 
»,=Bfn(À)) Тогда A,=B, для любого i и полем частных 
L ‘ 


кольца В является К. 


Ясно, что By, < A;. Для доказательства обратного включения 
нам потребуется следующая лемма: 


JIEMMA 1. Пусть v, (1 Lin) — нормирования поля К u LEK", 
Тогда существует многочлен |(Х) вида 


ЕО = 1 + aX +o ch tye XO EX (1) 
(Е >2, пу для `1 <] <А- 1, 


такой, что f (x) we Ou элемент 2= AE № обладает следующими 
свойствами при 1\SisSn | 


v; ыы ο, вели: Ὁ, (x) 20 
9; (г) о; (х)>0, если 9;:(х) < 0. 


Допустим временно, что эта лемма верна, и покажем, как 
из нее следует включение A; C By. Пусть x — произвольный 
ненулевой элемент из Αι. Применим лемму к x и нормирова- 
ниям 9; ассоциированным с кольцами A;. Тогда v,(@)>0 u 
о; (2х) >0 для любого ji; γα γη ο μότο zeB-u 2хеВ. 
Поскольку v,(x)20, то v,(z)=0; значит, 2692}. Поэтому 
х=х2/г = By. Поле частных кольца В содержит, таким обра- 
30M, A, а потому и К. | 
| Приступим K доказательству леммы. Пусть [ — множество 
таких индексов i, что 9;(х) >20. Для ie! пусть А; — кольцо 
нормирования V;, и обозначим через х; канонический образ. 
элемента x в поле к(А;). Для любого ie 1 построим много- 
член ]; следующим образом: если существует многочлен σ(Χ) 
вида (1), для которого д (х;) =Овк(А,), то мы возьмем в каче- 
стве /; этот многочлен, в противном случае положим [; = 1. 


Пусть f (X)= 1 + Х? I Г; (X). Очевидно, что это многочлен вида (1). 


Если 1еЕ[, το уе, и [| (%,) 52 0 по построению. `Следова-. 
тельно, F(x) ém(A,), v;(f(x)})=0 и v(z)=0. Если il, To 
v;(x)<0, откуда v; (f (х)) = ko; (x) ($ 3, n° 1, предложение |) и 
Ὁ; (x) + и; (г) = (1 —&) uv; (x)>0 (ак как k>2). Отсюда следует 
лемма. 


о N ТЕОРЕМА ОБ АППРОКСИМАЦИИ _ 1489 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Сохраняя предположения предложения |, 
допустим, кроме того, что A; ДА; для ἰπε]. Тогда bp, являются 


попарно различными максимальными идеалами в В и всякий 
максимальный идеал в В равен одному из идеалов };. 


Если бы pj Cp; при i Aj, то получилось бы, что А; = By, > 
> By, = А;. Теперь достаточно применить следствие предложе- 
ния 17, гл. IH ES 05 


СЛЕДСТВИЕ 1. Предположим, что АДА; при Page i. rod 


Эля любого семейства элементов а; = À, (1<1=< и) существует 
такой элемент x = В, что х==а; (mod m (A, Dr при TSI. 


Так как },— максимальные идеалы в В, то A,/m(A,) = 
= By LE B, ‚Bi. и, следовательно, можно предположить, что 


а; = В для любого i. Следствие вытекает a из TOTO факта, 


что каноническое отображение кольца В в Il (Β/9;) сюръективно 
i=] 


(ra. II, $ 1, n° 2, предложение 5). 


СледствиЕ 2. Предположим, что A; GA; при i-~j. Тогда 
существуют такие элементы X; (1 Li <n) поля К, что 0; (x;) =0 


u v; (x;)>0 для i Æ |. 


Для каждого индекса i надо применить следствие | к такому 
семейству (a,), что а=1 иа,=0.для j Fi. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Всякое кольцо нормирования для поля К, 
содержащее кольцо В, содержит и одно из А;. 


Можно ограничиться случаем, когда А, «ΞΕ А; при ἱ ==]. Пусть 
У — произвольное кольцо нормирования для К, содержащее В. 
Положим 
p=m(V)NB. 


Существует максимальный идеал Ὁ; кольца В, содержащий р; 
отсюда следует, что 


А; = By < By CV. 
2. Независимые нормирования 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть A u А’— два кольца нормирования 
Эля одного и того же поля К. Говорят, что кольца А и A’ не- 
зависимы, если поле К порождается кольцами А и A’. Говорят, 
что два нормирования независимы, если независимы их кольца; 
в противном случае нормирования называются зависимыми. 


Несобственное нормирование поля К и любое другое нор- 
мирование для К являются независимыми. Для того чтобы два 
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нормирования высоты | поля К были независимыми, необхо- 
димо и достаточно, чтобы они были неэквивалентными ($ 4, 
n°5, предложение 6B)). | 


ТЕОРЕМА | (теорема об аппроксимации для нормирований). 
Пусть v, (1 <i<n) — попарно независимые нормирования поля К 
и Г; — группа порядков для υ;. Пусть а + Киа, ETF; (l<i<n). 
Тогда существует такой элемент xEK, что 9; (х-а;) >a; для 
любого i. 


Если нормирование 9; несобственное, то α; =0 и соотноше- 
ние 9; (х-а;) 2a; выполняется для любого хеК. Следова- 
тельно, можно предположить, что нормирования Ὁ; не являются 
несобственными. 


п 
Пусть À; — кольцо нормирования V;, В = Г А; up; =m(A)NB. 

| i=1 
В силу предложения 1 n°l, элементы а; могут быть записаны 
в виде a; =Ь;/$ (6; ЕВ, sj] В -{0}). Если положить x =y/s u 
a =@а, + о, ($), то требуемый результат перепишется в виде 
v;,(y—b;)Zua;. Это показывает, что можно считать выполнен- 


ным включение а; = В при любом i; можно также предпола- 
гать, что a; >0 для любого i. Пусть d — множество тех 2 = К, 
для которых υ; (2) >. Положим 9; =%,П В. Для хе В усло- 
вие и; (x — а;) а; эквивалентно сравнению x =a; (4;). Следова- 
тельно, достаточно показать, что канонический гомоморфизм 


n 
B>]] (8%) сюръективен, Τ. е. что справедливо равенство 
j=] 


q+9;=B при ij (гл. Il, $ 1, n°2, предложение 5). По- 
скольку максимальные идеалы кольца В — это идеалы }; (пред- 
ложение 2), для доказательства последнего равенства доста- 
_ точно показать, что q; Zp; при iz]. 

Предположим, что существуют такие индексы ἱ, |, что <; 
и 152]. Мы вскоре увидим, что корень идеала 9; есть некото- 
рый простой идеал р в В. Тогда pCyp;, а также pCy,, ибо 
а; >0, и поэтому 4; = };. Значит, А; = By, < By (n° 1, предложе- 
ние 1) и, аналогично, А; < By. Но так как V; (0) и Ὁ; = By 4; 
(гл. II, $ 2, n°4,° предложение 10), то ἡ; # (0), откуда p = (0) 
и By K. Это противоречит предположению о TOM, что кольца Α;, 
А; независимы. 


Остается доказать, что идеал P прост. Это вытекает из сле- 
дующей леммы: 


JIEMMA 2. Пусть А- кольцо нормирования и b — идеал в А, 
отличный oT А. Тогда корень + идеала В является простым 
идеалом. 
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Предположим, что хует. Тогда существует такое n >|, 
что (xy) = b. Обозначим через о нормирование, ассоциирован- 
ное с кольцом A. Если, например, v(x) > (у), το о (x?) > 


-. >v(x”y"), откуда P° Shu x et. 


ΟΠΕΠΟΤΒΜΕ 1. Для любого ‘семейства элементов у: ЕГ; 
{1 <1< п) существует такой элемент ΧΕΕΚ, что 0; (x) =y; 
(sis). 


Можно предполагать, что А; = К для κο Г. Тогда суще- 
ствует для всякого i такой элемент a; = K, что 9; (а; =уь и 
такой элемент а; = Г,, что Vi <Q. Применим теорему | к этим 
элементам а;: существует такой хе К, что vu; (x —a;) > и; (а), 
откуда, в силу равенства х=а; + (X — а), получаем Ὁ; (x) = 
= v,(a;) =у; 8 3, n°1, предложение |). 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть J ; — топология на К, определенная нор- 
мированием Ὁ;; наделим К" топологией, совпадающей с произ- 
ведением топологий T;. Если 9; не являются несобственными 
нормированиями, то диагональ пространства К” плотна в К". 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть Ὁ и %'’— два нормирования поля К, 
не являющиеся несобственными. Для того чтобы v и Ὁ’ onpe- 
деляли Одну и Ty же топологию на К, необходимо и доста- 
точно, чтобы эти нормирования были зависимыми. 

Предположим, что топологии Я, и Jy, определенные нор- 
мированиями о и 9’, совпадают. Так как топология Ÿ отде- 
лима, диагональ в К? замкнута, а потому Ὁ и v’ зависимы 
{следствие 2 теоремы 1). 

Обратно, предположим, что Ὁ и 9’ зависимы. Тогда их 
кольца A u A’ содержатся в одном и том же кольце A”, OT- 
личном от К, и А” является кольцом некоторого нормирова- 
ния vu” ($ 4, n° 1, предложение 1). Достаточно доказать, что топо- 
логия Jy совпадает с топологией Jy. Пусть Г и Г” — группы 
порядков .нормирований v и Ὁ”. Существует такой возрастаю- 
щий гомоморфизм À группы Г на Г”, что υ΄--λου (8 4, n°3). 
Если а” el”, то пусть «= À (a”). Из условия v(x) > а сле- 
дует, что 9” (x) >a”. Пусть ВЕГ и В” =^ (В). Условие v (x) <B 
влечет за собой v” (x) <В”; следовательно, из 9” (x) >В” выте- 
кает, что v(x) >В. Поскольку Ὁ и 9” не являются несобствен- 
ными, рассматриваемые неравенства определяют фундаменталь- 
ную систему окрестностей нуля для Ty MH For. Значит, Я y=T vr; 
доказательство закончено. 


~ 


3 амечания. 1) Предложение 3 показывает, что отношение 
«Ὁ H U’ являются зависимыми“ представляет собой отношение эквива- 
лентности. 
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2) В силу соотношений между нормированиями высоты l и ультра- 
метрическими абсолютными значениями ($ 6, п°2), предложение 3.для 
случая нормирований высоты | следует также из описания эквива- 


‘лентных абсолютных значений (Topologie génerale, chap. ΙΧ, 2° éd., УЗ 3, 
n° 2, роет ОП 5). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. II Усть Vj, +. Un (n> 2) — система попарно 
зависимых нормирований поля К. Тогда кольца А,,..., À, 
нормирований UV, ..., и, порождают подкольцо в К, отличное 

OL-K. 


Для п=2 предложение 4 следует из определения 1. Пред- 
положим, что требуемый результат установлен для п—1 нор- 


мирований. Тогда существует подкольцо А поля К, отличное. 


от К и содержащее кольца Αι, ..., Αρ. |. Существует также 
подкольцо В==К, содержащее A,_, и Αι. Поскольку Аи В 
содержат A,„-,, они сравнимы в смысле отношения включения 
($ 4, n° 1, следствие предложения 1). Наибольшее из этих двух 
колец содержит, следовательно, все Α;. 


3. Случай абсолютных значений 


ТЕОРЕМА 2 (теорема об аппроксимации для абсолютных зна- 
чений). Пусть Ἢ (1<1< п) — система абсолютных значений, не 
являющихся несобственными и попарно неэквивалентных на 
одном и том же поле К. Пусть а; (1 Si SN) — элементы из К 
и = — вещественное число > 0. Тогда п щеетвует такой элемент 
xeK, что j,(x—a;)<e для любого i. 


Обозначим через К; поле К, наделенное топологией, опре- 
деляемой абсолютным значением /;. Результат, который мы 
должны доказать, эквивалентен следующему: в произведении 


Ρ-ΚΙΧ... ЖК, замыкание D диагонали О равно Р. Это 
очевидно для п=|. Мы будем считать, что этот факт уже 
установлен для случая Е абсолютных значений, где k<n. 

Сначала покажем, что для 2 < < и существует такой эле- 
мент X, из К, что | (х,) < 1, К (х,)>Тир(х,) πε 1 для 3“. 
Будем рассуждать индукцией по h. Если h=2, то это следует 
из того, что /; и р не эквивалентны. Следовательно, предпо- 
ложим, что существование элемента X,-ı уже доказано, и най- 
дем требуемое x,. Если [, (x,-,)341, то можно взять X, = Xp-j; 
если же [,(x,-;)=1, то выберем z < kK", такой, что |, (2) ~ 1, 
и элемент х,=2(х,_!)” будет удовлетворять предъявленным 
требованиям при достаточно большом $. Таким образом, дока- 
зано существование элемента х,. 

Когда целое число 4 стремится к бесконечности, ], (x4) 


стремится к нулю, a р (х4) —к- 00; что же касается [, (x7) при 
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i>3, TO эти величины стремятся или к 0, или к + ©. Пола- 
гая y = x4(1 + x9)", мы получаем, что 1—y, =(1 +4)”; зна- 
чит, последовательность (Y,) стремится к м 5 K, Kw x'1 Ко 
в пространствах же К; при i23 эта величина стремится к 0 
или к 1. Изменяя: нумерацию пространств K;, можно предпо- 
ложить, что существует такое целое число г (1 <г« п), что D 
содержит точку (е,..., e,), где е=1 при 1<i<rne,=0 
при r+1<i<n. Однако D является векторным К-подпрост- 
ранством в Р. Следовательно, D содержит диагонали D’ и D” 
пространства P’=K, X... Х К, и пространства Р” =К,. X... 
... ХК,. В силу предположения индукции, P’ =D’ и Р”= D”. 
Поэтому D = P. 


Упражнения 


1) Пусть (φι)ι =т- семейство точек некоторого поля К, принимающих 


значения в конечном числе полей; предположим, кроме того, что для любого 
x = К множество элементов ф, (x) конечно. Показать, что существует такой 


многочлен {(Х) вида (1) из n°1, что f(x) 5:0 и что элемент z=f(x)7! 
обладает следующими свойствами: (i) если ф, (х) = со, To Ф, (хг) =0 u 
@, (2) = 0; (ii) из φι (x) Aw следует, что Q, (xz) == © и ф, (2) #0. (Дока- 
зательство то же, что и для леммы 1.) 

2) Сохраним предположения и обозначения предложения 1 n°1. Пусть 
9— простой идеал в В; показать, что B, является кольцом нормирования. 


3) Пусть А; (1<71< п) - кольца попарно независимых нормирований 
поля К, и пусть Α-[4.. Для любого i пусть 4; обозначает идеал = 0 
t . 
в ΑἹ, положим а= [`] а; показать, что для любого i имеет место равенство. 
; | 
= Aja. Обратно, если 6 — ненулевой идеал в А и если b; = Ар, το Ὁ = Г, 
(воспользоваться теоремой | из n°2). 


$ 8. Продолжения нормирования на алгебраическое 
расширение 


1. Индекс ветвления. Степень вычетов 


Пусть К — поле, [— расширение поля К и A’ — некоторое 
кольцо нормирования для L. Kak мы видели в $ 1, n° 4, кольцо 
А=кКП А” является кольцом нормирования для K n m(A) = 
= m(A’) ПК. Если v’ — нормирование, ассоциированное с A’, 
то ограничение J нормирования и’ на К является нормирова- 
нием, ассоциированным с 4; группа порядков Г, нормирова- 
ния Ὁ представляет собой подгруппу группы порядков Го нор- 
мирования UV’. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Индексом ветвления нормирования Ὁ’ отно- 
сительно нормирования Ὁ (или поля К) называется индекс 
[ΓΘ :Γο], который обозначается через e(v’/v) (а также через 
e(A’/A) или e (L/K)). 


Этот индекс есть или натуральное число, или + 00. Когда u, 


является нормированием, эквивалентным Ὁ’, TO e(v’/v) называют 
также индексом ветвления нормирования UV, относительно и. 


Еслие (v’/v) = 1, то говорят, что U’ не разветвлено относительно U, 

С другой стороны, поле вычетов к (А) нормирования Ὁ OTO- 
ждествляется с некоторым подполем в поле вычетов к (А’) нор- 
мирования VU’. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Степенью вычетов нормирования Ὁ’ относи- 
тельно нормирования Ὁ (относительно поля К) называется сте- 
пень [к (A): x (A)], которая обозначается через | (υ΄/υ) (а также 
через [(Α/Α) или f (L/R)). 


Эта степень есть или натуральное число, или + 00. 


Лемма 1. Пусть К, К’, К” — такие три поля, что ΚΟΚ’ ΣΚ”, 
0” — нормирование поля К”, av и Vv’ — ограничения на К и Κ’ 
нормирования 5”. Тогда 


e(v”/v) = e(v”/v’)e(w’/v), ἕ(υ”/υ) =f (v”/v’) | (υ’/ο). (1) 
Это очевидно. | 


JIEMMA 2. Пусть К — поле, L — расширение конечной степени п 
над К, v’ — некоторое нормирование‘ на L и v —eeo ограничение 
на К. Тогда имеет место неравенство 


e(v’/v) | (υ΄/υ) < η; о. 
в частности, числа e(v’/v) u f(v’/v) конечны. 


Действительно, возьмем любые натуральные числа г и $, 
не превосходящие e(v’/v) и f(v’/v) соответственно. Достаточно 
доказать, что 7$ < и. В силу определения г, ΗΝ эле- 
менты x; (1<i<r) из L, такие, что v’(x;) = о’ (χ}) (Γι) при 
ix |. В силу определения числа $, ‚существуют элементы и,» 


(1SR<S) из кольца А” нормирования о’, канонические образы Y, | 


которых в поле к (A’) линейно независимы над к (А). Очевидно, 
что 9’ (у,) =0 для любого К. Мы сейчас докажем, что rs эле- 
ментов х;/, линейно независимы над К; тем самым ‚ будет уста- 
новлено неравенство rs < и. 


Предположим, таким образом, что существует нетривиальное 
линейное соотношение вида 


2 AinxiY, = 0 (ав & K). | (3) 
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Выберем индексы j, т так, чтобы 
о’ (а т/х Ут) < 0” (ве) 


для любой пары (i, ^). Тогда аз» #0. Если i => |, то равенство 
Ὁ’ (авхь) = U (AjmXjYm) не может иметь места, так как из него 
следовало бы, что 


Ὁ’ (x;) — υ’ (xj) = ο’ (ат) — υ (aj) ET >, 
в противоречие с выбором элементов х;. Умножая (3) Ha 


--] 
(QjmXj) ‚ мы получаем соотношение вида 
ах} 


Ÿ bay +2=0, где. ры 
β 


= À, ze 

im“ | 

и 0’ (6,) >0, v’ (2) >0. Отсюда следует, что в x (A’) имеет место 
‘соотношение вида D b,i, =0. Поскольку by, = 1, это противо- 
k 


речит предположению, сделанному относительно уу. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть К — поле, L — некоторое алгебраиче- 
ское расширение поля К, 5’ — нормирование поля L, v—eeo 
ограничение на К u A, А’- кольца нормирований Ὁ u v’. Тогда 
Г./Г. является группой кручения, a x (A’) — алгебраическим pac- 
ширением поля к(А). 


Пусть, в самом деле, (L,) -- семейство всех подрасширений 
конечной степени расширения L; положим Г. =v’(L,). Группа Г, 
представляет собой объединение возрастающего фильтрую- 
щегося семейства, образованного группами I. Поскольку 
группы Го/Г, конечны (лемма 2), Гу/Г, является группой кру- 
чения. Аналогичными рассуждениями доказывается, что к (A’) 
является алгебраическим расширением поля вычетов к (A). 


CAEACTBHE 1. Высота нормирования 9’ равна высоте норми- 
рования 9. ` | 


В самом деле;-это вытекает из предложения [и из сле- 
дующей леммы: 


JIEMMA 3. Пусть @”’-— совершенно упорядоченная группа, 
G — подгруппа в С’ и ©’ (соответственно ©) — множество изоли- 
рованных подгрупп в 1’ (соответственно в G). Гогда отображе- 
ние Н’— Н’П С переводит множество © на множество ©. Это 
отображение биективно, если G’/G является группой кручения. 


Очевидно, что из включения Н’ = ©’ следует, что Н’П GES. 
Пусть теперь Н = ©; обозначим через FH’ множество таких 
х’ Е С’, для которых существует элемент AEH, удовлетво- 
ряющий условию — hx’ <A. Немедленно проверяется, что H’ 
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является изолированной подгруппой в G’. Поскольку Н — изо- 
лированная подгруппа, справедливо равенство Н” G =Н. Сле- 


довательно, отображение H’ > H’ (|G сюръективно. Предполо- 
жим теперь, что G’/G является группой кручения. Пусть Hi 
и Н>-— такие две изолированные подгруппы в С’, что Hi G= 
= Han G. Поскольку одна из этих подгрупп содержится в дру- 
гой, пусть Ai H2 (ср. $ 4, n°4). Тогда ΗΊ/ ΗΘ — совершенно 
упорядоченная группа, изоморфная факторгруппе Ни ‘1 G), 
которая в свою очередь отождествляется с подгруппой в G’/G. 
Следовательно, Hi/H2 есть группа кручения; значит, она 
равна 0. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Для того чтобы нормирование. 5’ было He- 
собственным (соответственно высоты 1), необходимо и доста- 
точно, чтобы несобственным (соответственно высоты 1) было 
‚нормирование Ὁ. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Предположим, что Ё является расширением 
конечной степени поля К. Для того чтобы нормирование Ὁ’ 
было дискретным, необходимо и достаточно, чтобы дискретным 
было нормирование Ὁ. | 


Если нормирование и’ дискретно, то группа Г, изоморфна 
ненулевой подгруппе группы целых чисел Й (следствие 2), 
а потому самой группе Ζ. Обратно, если нормирование Ὁ ди- 
скретно, группа Г, изоморфна Z и факторгруппа Г./Г, конечна 
(лемма 2). Следовательно, Г.’ является коммутативной группой 
конечного типа ранга | и без кручения. Таким образом, она 
изоморфна группе Ζ. 


2. Продолжение нормирования и пополнение 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть К -— поле, v — нормирование поля К 
и [. — расширение поля К. Полной системой продолжений Ὁ на L 
называется семейство (v/) _ , нормирований поля L, продолжаю- 


щих нормирование Ὁ, такое, что всякое нормирование поля L, 
продолжающее 9, эквивалентно одному и только одному из Ὁ’. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть К — поле, и — нормирование на К, 
К — пополнение поля К относительно Ὁ, Ὁ — непрерывное про- 
должение Ὁ Ha К u L -- некоторое расширение конечной степени п 


поля К. 
а) Пусть 5’ — произвольное нормирование поля Г, продол- 


жающее Ὁ; обозначим через Ly пополнение поля L относи- 
тельно Ὁ’ и через 0’ — непрерывное продолжение v’ на Ly; при 
отождествлении К с замыканием поля К в Ly получаются сле- 
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дующие соотношения: 


г (6716) =е(0’/о), F(818)=F(o/0), — (4) 
[Lo Кри, © (5) 
е (с’/о) f (0/0) <: К]. но (6) 


| 6) Любое семейство ‘попарно независимых нормирований 
поля L, продолжающих нормирование 9, конечно. Обозначим 
через v!, ...., U. такие попарно независимые нормирования 


поля L, продолжающие 9, что любое нормирование поля L, 
продолжающее Ὁ, зависимо от одного из v;. Пусть Ι., — поле L, 


наделенное топологией, которая определяется нормированием Ὁ}, 


а Г. — пополнение этого поля L;. Положим п; =[L;: KT]. Тогда 


$ 
каноническое отображение $: К @r L— Пи, [продолающее 
i=1 


$ 
по непрерывности диагональное отображение LT, сюрз- 
i=] I 


en 


ективно, его ядром служит радикал кольца K®xL u имеет 
место соотношение Ἢ 


Σ ni Ln. (7) 


Докажем сначала а). Можно предполагать, что 9 не является 
несобственным. Поскольку Ὁ и 9 (соответственно v’ и 9’) имеют 
одну и ту же группу порядков и одинаковые поля вычетов 
($ 5, n°3, предложение 56) и е)), равенства (4) справедливы. 
Ms них выводится соотношение (6) с помощью леммы 2. На- 
конец, векторное К-подпространство в Ly, порожденное полем L, 
‘замкнуто ($ 5, n°2, следствие предложения 4) и всюду плотно. 
Следовательно, оно равно Ly; это доказывает (5). | | 


Перейдем к 6). Опять-таки можно предполагать, что норми- 


рование Ὁ не является несобственным. Пусть (vj, ..., Ὁ/) — 


произвольное конечное семейство нормирований поля L, πο- 
парно независимых и продолжающих v. Образ поля L в кольце 
r 5 


TJ 2; относительно диагонального отображения всюду плотен 
i=] 


($ 7, n°2, теорема 1), a кольцо EEL плотно В [I Z.. Следо- 
1=1 


i=1 
3 fr r à 
вательно, канонический образ кольца К ®к[ в UZ, всюду 
i=1 


плотен. С другой. стороны, этот образ является векторным 
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Г Г 
К-подпространством в |] Z;; поскольку [| Z, имеет конечную 
i=! i=| 
размерность над К в силу (5), образ кольца К ® к[ замкнут 
г 
($5, n°2, следствие предложения 4), а потому и равен IIz.. 
Поскольку размерность epocrpancrna К © kL над К равна п, 


имеет место неравенство Σας п. Это,.в частности, доказы- 


вает, что целое число г meena числом n и доказывает 
первое утверждение из 0). 
Возьмем теперь такую систему (U), ..., Ὁ), как указано 


3 $ 
в формулировке. Сюръективность отображения ф: К ® к[.-> 1] L; 
i=1 
и соотношение (7) уже доказаны. Остается доказать, что ядро п 


отображения ф является радикалом 1 кольца К ® к[.. Поскольку 


кольцо ΣΙ L; полупросто, то TC. 


С А стороны, для любого максимального идеала M из 
К © k L факторкольцо L (πι) = (К ὦ κ L)/m является расширением, 


‚предетавляющим собой композит полей К и L Han К (Алгебра, 


гл. VIII, $ 8, предложение 1). Существует нормирование Ὁ 
поля [ (т), продолжающее д ($ 3, n°8, предложение 5); огра- 
ничение Ὁ’ нормирования w на L продолжает v. Поскольку 


степень [L (m): К] конечна, поле L(m) полно относительно w 
($ 5, n°2, предложение 4). Но замыкание поля Ё в Ё (м) 


является полем, содержащим К и L; следовательно, оно равно 
L (п). Поэтому L(m) отождествляется с пополнением ba и № 
является ядром канонического отображения ИЗ К @xL на Ly. 
Однако по условию существует такой индекс i, что v’ u UV; 


зависимы, откуда. Lo = Li ($ 7, n°2, предложение 3). Tanita 
образом, nm, что и доказывает включение nt. Доказа- 
тельство закончено. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Если поле К полно относительно нормирова- 
ния 9, не являющегося несобственным, то любые два нормиро- 
вания поля L, продолжающие VU, зависимы. 


Действительно, ведь К & к [= 1. 
СЛЕДСТВИЕ 2. Если поле К или поле L сепарабельно над К, 
то каноническое ORRENeNRE ф: К® cL> i [1 является изо- 


морфизмом. 
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Действительно, в этом случае радикал кольца К ®к L равен 
нулю (Алгебра, гл. VIII, 8 7, n°3, теорема 1). 

Замечание. Предложение 26) показывает, что любой 
композит полей К и Г над К (Алгебра, гл. VIII, $ 8) изо- 


морфен одному из пополнений [; и что последние являются 
попарно неизоморфными KOMIO3HTAMH |). 


3. Соотношение >) ει], <n 
? 


Пусть K—none, v —HopMnposanne на К и L— расширение 
конечной степени и поля К. Пусть (vj, ..., 9,) — попарно не- 


эквивалентные нормирования поля L, являющиеся продолже- 

ниями нормирования 9; если эти нормирования независимы 

{что всегда имеет место, если о является нормированием вы- 
г 


соты 1), то 2% e(v;/v) (о! |5) < п в силу предложения 1 (фор- 
=! 


мулы (6) и (7)). Мы увидим сейчас, что этот результат верен 
и в общем случае. Точнее, имеет место 


ТЕОРЕМА 1. Пусть К — поле, v — нормирование на Ки L — 
расширение конечной степени п поля К. Тогда: 
а) Любая полная система (Wie ‚ продолжений нормирова- 


ния Ὁ на L конечна. | 

6) Имеет место неравенство 2 ε(υἱ [υ) | (υ//υ) < п и тем более 
Сага (1) < п. 

в) Кольца нормирований 9, попарно несравнимы в смысле 
отношения включения. 

Теорема тривиальна, если нормирование Ὁ несобственно, 


так что будем считать, что о несобственным не является. Пусть 
(Uj, +++, 9.) — произвольное конечное семейство попарно He- 


эквивалентных нормирований поля L, продолжающих Ὁ. Мы 
. Γ . 
сначала докажем, что 2 ε(υ//υ)} (υ/|υ) < п. Этим будут уста- 
i=] 


новлены пункты a) и 6). 

Будем рассуждать индукцией по $ и, следовательно, пред- 
положим, что требуемое неравенство установлено для случая 
0, 1,..., 5—1 нормирований. Мы будем различать два случая. 


1) Имеется в виду, что не существует изоморфизма между L; и L; при 
i j, продолжающего канонические вложения L в L; и Lj соответственно; 


как расширения поля К они, однако, могут быть изоморфны (например, 
когда L — расширение Галуа поля К). — Прим. ред. 
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1) Предположим, что существуют по крайней — два He- 
зависимых нормирования v;. Тогда существует ($ 7, n°2, 3a- 
мечание 1) такое разбиение О, s)=1,U ... Ul; отрезка (1, $), 
что 

(1) для того чтобы о; и 9, были зависимыми, . необходимо 
и достаточно, чтобы i H j принадлежали одному и тому же 
множеству /,; 


(ii) Card (/,)<s для а К. 
Выберем в каждом множестве |. некоторый индекс i(k). 


Обозначим через Li (k) пополнение поля Г относительно норми- 
рования 9;„ и положим n(k)= μι (Е): : Χ]. Для любого ie], 
нормиронание v; определяет Ha L ту же топологию, что и о, 4 
($ 7, n°2, предложение 3); следовательно, это нормирование 

Af — ᾿ 
продолжается до некоторого нормирования 0; поля L; „„ огра- 


Le) a / 
ничение которого Ha К равно 9. Так как нормирования Vi при 
i=l; попарно неэквивалентны, то таковы же и нормирова- 


ния 0’. Предположение индукции применительно к (К, ane 

показывает, что, в силу предложения 2a), формулы (4), имеет 

место соотношение 2. е(и; |5) (о! |5) <п(®. — Поскольку 
Е, 


er | 
2") <n (предложение 26), формула (7)), мы получаем, что 


Хе (и) (1/0) < 

2) Перейдем к случаю, когда любые два нормирования о; 

/ 

зависимы. Пусть А; — кольцо нормирования о, (1 Sis); N 
значая через А кольцо нормирования Ὁ, мы можем записать, 
что ANK=A для любого i. Пусть В’ — подкольцо в L, no- 
рожденное кольцами ΑἹ, ..., А’. Положим B=B’NK; тогда 
B > À. В этом случае В является кольцом некоторого норми- 
рования w поля К, а В’ — кольцом некоторого, не являющегося 


несобственным нормирования w’ поля L, продолжающего w 
($ 7, n°2, предложение 4). Поле вычетов к(В’) является рас- 
ширением степени j (w’/w) поля к (В). Рассмотрим канонические 


образы Ар, А колец А; и Авк(В’); тогда А будет кольцом не- 
которого нормирования б поля к(В), a Aj кольцами некото- 
рых нормирований 9, поля к (В), продолжающих 9. Поскольку А; 


порождают кольцо В, кольца A; порождают поле к(В’ ); сле- 
довательно, нормирования VU’ не все являются зависимыми (8 7, 
Π 2, предложение 4). B силу первой части доказательства, мы 
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получаем 
Хе (81/5) (24/8) x (В) : (В) = На’; 
следов ательно, 


> е (w’/w) e(0;/5)F(5;/5) < e (w’/w)j (w’/w) <п (n°1, лемма 1). 


Доказательство пунктов а) и 6) будет окончено, если мы 
докажем, что 


Î (0’/0) = f (0; /0’), е (w’/w) e (0’/0) =e (v;/v). (8) 


Заметим для этого, UTO Ὁ H Ό (соответственно о, Ἡ (1) имеют 
одно и TO же поле вычетов ($ 4, n° Il, следствие предложения 2); 
это доказывает первое равенство. Для доказательства второго. 
заметим, что, согласно замечанию, сделанному в $ 4, n°3, 
имеет место следующая коммутативная диаграмма, в которой 
строки представляют собой точные последовательности, а верти- 
кальные стрелки означают канонические вложения 


0-»1- ΧΕΙ ee —> 0 


| | | 
у у у 


0—Г— med ен 0 


i 


Отсюда выводится, и это доказывает вторую формулу Β (8), 
что имеет место точная последовательность 


Vt Sis Se tt ol ER — 0, 


справедливая в силу предложения 2 гл. I, $ 1, n°4. 
Для доказательства теоремы 1 остается установить в). Если 
кольцо нормирования Ὁ; содержит кольцо нормирования о’, 


то группа Г’, ‚ отождествляется с некоторой факторгруппой Г, oft 


где Н — изолированная подгруппа ($ 4, n°3). Так как компо- 
зидия канонических отображений Pie, H=T,; инъек- 


Ϊ i 
тивна, то НП Г, = {0}, откуда Н = {0} (лемма 3, n°1). Но тогда 
о, и о, эквивалентны, откуда следует, что i=j. 


Замечание. Пересечение С колец A; нормирований и; 
(El) является целым замыканием кольца А в поле Г (8 1, 
n°3, следствие 3 теоремы 3); кроме того, из в) и из предло- 
жений | и 2 $7, n°1, следует, что С — полулокальное кольцо, 


RAGE Vars PER TAN LEURS RU С i nee Sac CE 
ee + de 
EE" PAGE 
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‘максимальными идеалами которого служат пересечения M, 
= СПм(А,); оттуда : же следуют равенства А; =С„ для оба 
t 


ἃ ΕΞ Г. 2 


4, Начальный индекс 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть С — совершенно упорядоченная KOM- 
мутативная группа и Н — подгруппа конечного индекса в G. 
Начальным индексом подгруппы Н в С (обозначение e(G, H)) 
называется число мажорных подмножеств в С, образованных 
строго положительными элементами и содержащих все поло- 
жительные элементы из M. 

Начальный индекс является натуральным числом ввиду 
следующего предложения: 


= 


IIPENJIOXEHHE 3. В тех же предложениях, что в определе- 
нии 4, если множество строго положительных элементов группы G 
не имеет наименьшего элемента, то (С, H)=1 для любой 
подгруппы Н. Если же существует наименьший строго положи- 
тельный элемент в Ц, то в(@, H)=(G’:(G’NH)), где С’ — nod- 
группа в G, порожденная этим элементом. 


В первом случае пусть X — произвольный положительный 
элемент из G. Множество тех y@G, для которых O<y<x, 
является бесконечным, а потому существуют два элемента 
в этом множестве, которые друг от друга отличаются, но 
сравнимы по модулю Н. Их разность = принадлежит H u 0 < 
<2<x. Следовательно, всякое мажорное подмножество, со- 
держащее все строго положительные элементы из Н, содержит 
ил, а потому и все элементы из G, большие нуля. 

Во втором случае пусть X — наименьший положительный 
элемент группы .С и п>0 — наименьшее целое число, удовлет- 
воряющее условию ихеН. Ясно, что n=(G’:!(G’NH)). С дру- 
гой стороны, обозначая через М (y) множество элементов ΖΕΞ G, 


для которых y < 2 (уе ΩΩ), мы видим, что мажорные множества 


‘из определения 4 —это в точности множества RR), М (2х), ... 
ss М (nx) 


СЛЕДСТВИЕ. НЫЙ da e(G, H) делит индекс (G : H) 
u равен ему, если G изоморфна группе Z. 


В частности, e(G, Н) < (@:Н). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть К — поле, L — расширение поля К ко- 


нечной степени, ш — нормирование на Г, Ὁ -- 66ο ограничение 


на К, Г» и Г. группы порядков указанных нормирований. 
Начальным. индексом ветвления нормирования &`относительно - 
нормирования v (или относительно поля К) называется начале- 
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‘ный индекс подгруппы Г, в группе Г»; это число обозначается. 


через в (w/v). 


_В силу только что указанного следствия, число e(w/v) делит 
e(w/v), а равенство между этими числами имеет место в слу- 
чае дискретного. нормирования. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. В тех же предпосылках, что в определе- 
нии D, пусть А u M (соответственно A’ u m’) — кольцо и идеал. 
нормирования Ὁ (соответственно нормирования τω). Тогда 


[A’/mA’ : A/m] = e (w/v) f (w/v). 


В самом деле, идеалы из A’, содержащие MA’ и отличные 


oT A’, соответствуют мажорным подмножествам группы Le, 


образованным положительными элементами и содержащим по- 
ложительные элементы из Г, ($ 3, n°5, следствие предложе- 
ния 7). Следовательно, число этих идеалов равно e(w/v) и, 
поскольку они образуют множество, совершенно упорядоченное 
по включению, это число равно длине факторкольца A’/mA’. 
Но произвольный модуль длины | над кольцом A’ является 


векторным пространством размерности | над полем A’/m’, сле- 


довательно, этот модуль представляет собой не”оторый модуль 
длины [(ω/υ) Hax А. Но так как A’/mA’ является модулем 


длины e(w/v) над A’, то над А соответствующая длина равна 


ε(ώ/υ) } (w/v); поэтому такова же эта длина и над A/m. 


δ. Соотношение Def, =n 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть К — поле, v — нормирование на К, A— 
кольцо этого нормирования, т— его идеал, L— расширение ко- 
нечной степени п над К, Вр- целое замыкание кольца А 


4 ο 
в поле L u ere — полная система продолжений нормирова- 


ния Ὁ на поле L. Тогда 
[B/mB : A/m] = 2 (и, |5) (о; |). 


Пусть А, — кольцо нормирования v’. Имеем A,=B,, где. 
: ' i 


M; пробегает семейство максимальных идеалов кольца В (n°3, 

замечание). Пусть ἢ]; — насыщение идеала mB относительно 

идеала m, (гл. II, $ 2, n° 4). В силу следствия 3 предложения. 1, 
$ 


гл. V, $2, n°1, канонический гомоморфизм B/mB— |] Β/η; 
i=] 


является изоморфизмом и M; представляет собой единственный 
идеал кольца В, содержащий 9;. Следовательно, В/1; канони- 


‘чески изоморфно (Big), (гл. II, $ 3, n°3, предложение 8), 
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т. €, кольцу By, /MBm, = A;/mA,. Следовательно, имеет место 


5 

канонический изоморфизм B/mB — II 4/mA,, откуда и получаем 
i=] 

нужный результат в силу предложения 4 n° 4. 


Следствие. При тех же предположениях и в тех же θθσαΝα- 
чениях имеет место соотношение 


[B/mB : A/m] = 2 ε(υζ/υ) | (υ//ο') < ΣΙ ε(υ]|υ) Hufe) <n 
Действительно, ведь известно, что ε(υ//υ) Ke (v;/v) (n° 4, 


следствие из предложения 3) и что D ε(υ//υ) о! 5) < п (HE 
i=] 
теорема 1). 


ТЕОРЕМА 2. В предположениях и обозначениях предложения 5 
следующие условия эквивалентны: 
а) кольцо В является А-модулем конечного типа; 
6) кольцо В является свободным А-модулем; 
в) имеет место равенство [B/mB: Ат] =n; 
n 


г) справедливо равенство 2 ε(υ//|υ)}(υ/}υ) -- и при любом i 
i= 
имеет место равенство e(uv;]v) =e(v;fv). 


а. условий a) и 6) следует из леммы 1, $ 3, 
n° 6. Ясно, что из 6) следует в) (Algébre, chap. HE: à éd., $ 1, 
n°5, formule (19)). `Эквивалентность условий в) и г) вытекает 
из следствия предложения 5. Остается показать, что из в) сле- 

дует 6). 

В общем случае, если М — некоторый А-модуль, мы будем 
обозначать через V (М) векторное пространство M/mM над πο-. 
лем A/m. Условие в) означает, что dim(V (В)) =п. Пусть 
х,..., Xn — элементы из В, канонические образы которых 
в V (В) образуют базис пространства У (В), и пусть LC В — по- 
рожденный этими элементами А-подмодуль. Поскольку L без” 
кручения и является модулем конечного типа, он свободен 
($ 3, n°6, лемма 1). Мы сейчас увидим, что B=L. Пусть 
уе В; положим M = L + Ay. Это свободный А-модуль. Канони- 
ческие вложения L—M— В дают канонические гомоморфизмы 
У (Г) >И (М) —У (В). Поскольку ранги модулей Г и M He πρε- 
восходят п, то же верно и в отношении размерностей про- 
странств V(L) и V(M). Однако, по условию, гомоморфизм 
У (2) >И (В) сюръективен и V (В) имеет размерность п. Следо- 
вательно, пространства V(L) и V (M) имеют размерность и и 
‚ томоморфизм V (Ё) >И (М) сюръективен. Tak как М является 
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модулем. конечного типа, гомоморфизм L—>M сюръективен 
(гл.. II, $ 3, n°2, следствие | предложения 4), откуда L=M, 
y=zL и B=L. Следовательно, модуль В свободен. 


Замечание 1. Когда нормирование. Ὁ дискретно, имеет 
место равенство e(v;/v) =e (v;/v) (n° 4) и условие г) сводится. 


5 
к соотношению 2 e(v;fv)f(v;/v)=n. 


СЛЕДСТВИЕ 1. При тех же предположениях и обозначениях 
допустим, что нормирование Ὁ дискретно, а расширение L сепа- 
рабельно. Тогда 


Ye (в/о) Це) =n. 


Действительно, целое замыкание В кольца А в поле Г, 
в этом случае является свободным А-модулем ранга и, так как 
А — кольцо главных идеалов (гл. V, $ 1, n° 6, следствие 2 пред- 
ложения 18). 


СлЕДСТВИЕ 2. Пусть К — поле, Ὁ — дискретное нормирование 
на К, относительно которого К полно, и L— некоторое расши- 
рение конечной степени п поля К. Тогда v допускает продол- 
жение v’ на L, которое единственно (с точностью до эквива- 
лентности); кольцо А’ нормирования Ὁ’ представляет собой сво- 
бодный А-модуль конечного типа, где А — кольцо нормирования V, 
u e(v’/v) f (v’/v) =n. 

Действительно, все продолжения Ὁ Ha L зависимы (n° 2, 
следствие предложения 2); так как эти продолжения дискретны: 
(n° 1, следствие 3 предложения 1), то, следовательно, они экви- 
валентны ($ 4, n°5, предложение 6в)). Этим доказана един- 
ственность продолжения Ὁ’. Целое замыкание кольца А в поле L 
равно, следовательно, A’ (8 1, n°3, следствие 3 теоремы 3). 
Поскольку 9 дискретно, топология, индуцированная на А то- 
пологией поля К, является т-адической (где т = m(A)). Кольцо А 
полно, ибо оно замкнуто в К. Отсюда мы заключаем, что A’ 
является А-модулем конечного типа, поскольку A’/mA’ пред- 
ставляет собой (n°4, предложение 4) векторное (A/m)-npo- 
странство конечной размерности (гл. III, $ 2, n° 9, следствие 3 
предложения 12). Следовательно, этот модуль свободен и 
e(v’/v)j (υ΄/υ) =n в силу теоремы 2. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Предположим, что нормирование Ὁ имеет вы- 
cory 1 и что выполнены эквивалентные условия теоремы 2. 


Если [— пополнение поля L относительно vi, то ‘степень 
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n,=|L,:K| равна e(v; ое) при любом i и канонический 


гомоморфизим 


ф: βϑκι.-»111, 


i=] 


(n° 2, предложение 2) биективен. Для любого x EL характери- 
стический многочлен Pe, ix (x; Х) равен произведению характе- 


ристических многочленов Pep ir (x; X)I<i<s). В частности, 
имеют место равенства 


Tr, x (x) = 2 Trp R (x), 
as Il Nz ik (x), (9) 


| 9 (Мк (x)) = Σ n,v; (x). 


(Последнее из соотношений (9) имеет смысл, так как, оче- 
видно, можно предполагать, что нормирования vj, имеющие 


высоту 1, в силу следствия 2 предложения | n° Ι, принимают 
значения, так же как и нормирование о, в некоторой подгруппе 


группы В.) 
Поскольку нормирования Ὁ} попарно неэквивалентны и 


имеют высоту 1, они независимы и предложение 2 n°2 пока- 
зывает, следовательно, что e(v;/v)/(v;/v) <n, при любом i и 


$ 
Ув, <п 
j=l 
Первое утверждение следует из этих неравенств и COOTHO- 
5 
шения D) e(v;/v)f(v;/v) = п. Посредством изоморфизма φ эндо- 
; {εἰ | 
морфизм z2—2(1@ x) кольца К @ XL (для x = L) превращается 
$ οἱ 


в эндоморфизм кольца ПГ, относительно которого устойчив 
isl 
каждый из сомножителей и который в каждом из сомножи- 


телей сводится к умножению Ha x (Г считается каноническим 
образом вложенным в свое пополнение L;). Отсюда следует 
утверждение о характеристическом многочлене элемента х и. 
первые две формулы (9). Наконец, пусть Е — расширение типа 
Галуа поля К конечной степени, содержащее L;. Поскольку К 
полно и Ö имеет высоту 1, существует лишь одно (с точностью 
до эквивалентности) нормирование w на Е, продолжающее Ὁ 


(n° 2, следствие 1 предложения 2). Для любого К-автомор- 
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физма с поля Е поэтому Ὡ(σ(χ)) = о, (х) '). Следовательно, 
(NZ IR (x)) = n,0; (x) (Алгебра, гл. VIII, $ 12, n° 2, формула (15)). 
Этим доказана третья из формул в (9). 

Следствие 4. В предположениях следствия ὃ если Г — сепа- 
рабельное расширение поля К, то каждое из полей L; является 
сепарабельным расширением поля К . Если, кроме того, [ является 
расширением Галуа поля К с группой Галуа ὅ и если 9, — 
группа разложения идеала нормирования Ὁ) в кольце В (гл. У, 
$ 2, n° 2, определение 2), то is представляет собой расширение 
Галуа поля К, гриппа Галуа которого изоморфна группе 9;,. 


Ясно, что L;=K (L). Следовательно, если L сепарабельно. 
над К, то L; сепарабельно над К (Алгебра, гл. У, 8 7, n° 6, 
предложение 10). Предположим теперь, что L является расши-. 
рением Галуа. Любой автоморфизм a=%; непрерывен на L 
в топологии, определяемой нормированием UV, и тот факт, что. 
идеалы нормирований` о, попарно несравнимы между собой 
относительно включения ($ 7, n°2, следствие | теоремы 1), вле- 
чет за собой, что 9, =0;о0 в силу определения группы F,. 
Следовательно, о можно продолжить по непрерывности до не- 
которого К-автоморфизма 6 поля Lj. Этим доказано, что число. 
К-автоморфизмов поля L; не меньше, чем Сага ($,). Но так как 
нормирования 9, попарно сопряжены относительно Я (гл. У, 
$ 2, n° 3, предложение 6), то $ = (9 : 9,), откуда 

Сага (G;) = n/s < ñ;, 


и, с другой стороны, n=sn; в силу следствия 3. Этим дока- 
зано, что L; есть расширение Галуа поля К и что продолжения 
по непрерывности автоморфизмов се; являются единствен- 


ными К-автоморфизмами поля [.;. 


Замечание 2. Часть предыдущих результатов имеет место. 
и в том случае, когда К является телом, не обязательно ком- 
мутативным (ср. $ 3, n° 1). Пусть Ё-— надтело тела К, и пусть. 
9’ — нормирование на L, v—ero ограничение на К, A’ x À — 
кольца нормирований Ὁ’ и Ὁ соответственно. В этой ситуации 
определяется индекс ветвления e(v’/v) так же, как ив n° |; 
с другой стороны, тело к(А) отождествляется с некоторым под- 


1} Тот факт, что  (σ (г)) = w (x), непосредственно вытекает. из следую+ 
щего легко проверяемого утверждения: всякий сохраняющий порядок авто- 
морфизм упорядоченной группы высоты 1, оставляющий неподвижным какой- 
либо ее элемент, отличный от нуля, является тождественным. — Прим. ред. 
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телом в K(A’), и рангом вычетов (слева) нормирования 9” от- 
носительно нормирования Ὁ называется число f(v’/v), равное 
размерности левого векторного к(А)-пространства к(.”), когда 
эта размерность конечна, и + 00 в противном случае. Если L 
является левым векторным К-пространством конечной размер- 
ности n, TO лемма 2 n° | u ee доказательство сохраняются без 
изменения. Кроме того; если тело К полно относительно 9, TO 
утверждения следствия 2 теоремы 2 n°9 (за исключением су- 
шествования ©’) опять-таки выполняются (п обозначает раз- 
мерность [, как левого векторного К-пространства) со следую- 
щим доказательством: 

В первую очередь топология, определенная нормированием у” 
на теле L, отделима и согласована со структурой левого век- 
торного К-пространства; следовательно, любые два продолже- 
ния нормирования Ὁ на L дают одну и ту же топологию ($ 5, 
n° 2, предложение 4). Это доказывает, что указанные продол- 
жения одинаковы с точностью до эквивалентности ($ 6, n° 2). 
Покажем, далее, что если m=m(A), то A’/mA’ является левым 
векторным (А/т)-пространством размерности e (v’/v) [ (v’/v). Дей- 
ствительно, положим e=e(v’/v); можно предполагать, что 
v(K’)=Z, v’(L*)=e7'!Z; пусть и’—такой элемент из L, что 
v’(wW)=er!, ир-—такой элемент из К, что v(u)=1. Следова- 
тельно, и=ги”, где ге [Г — такой элемент, что ο’ (2) = 0, Tlo- 
скольку M порождается элементом и (Как левый идеал или 


как правый идеал в À), то mA’ = и” А’ = А’о” и достаточно 
k k+1 
доказать, что при OM RGe— | множество A’u’ JA'u TT является 


левым векторным (A/M)-TpocTpaHCTBOM размерности j (v’/v). Но. 


— tu” является изоморфизмом левого А-модуля A’ на левый 
А-модуль А’и”, переводящим А’и’ в Au "ТТ. этот изоморфизм 
при переходе к фактормодулям дает (А/п)-изоморфизм про- 
странства A’/A’u’ на пространство Α΄ [Аг +т, откуда и сле- 
дует наше утверждение, в силу определения числа f (v’/v), 
ибо и’ порождает максимальный идеал в À’. Заканчивается 
доказательство так же, как и тогда, когда К и L являются 
полями (тот факт, что А-модуль без кручения свободен, дока- 
зывается так же, как и в лемме 1 $ ὃ, n°6). 


6. Кольца нормирования в алгебраическом расширении 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть К — поле, v— нормирование на К, 
A—eeo кольцо, [.— алгебраическое расширение поля К, A’ — 
целое замыкание А в L. Пусть B — множество колец нормиро- 
ваний поля L, продолжающих Ὁ, M’ — множество максимальных 
идеалов в A’. Тогда отображение У --» щ (У) (| A’ является биектив- 


che Er «| 
= 
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‘ным отображением множества B на множество M’ и т’ — А’, — 


обратным биективным отображением. 
Для любого максимального идеала м’ кольца А’ пересече- 
ние m/f} А представляет собой максимальный идеал M кольца A 


(гл. У, $ 2, n° 1, предложение 1) и Ay доминируется ‘некоторым 
кольцом нормирования У поля L (которое, следовательно, пред- 
ставляет собой кольцо некоторого нормирования поля L, про- 
должающего Ὁ) ($ 1, n° 2, следствие теоремы 2). Поле L является 
объединением фильтрующегося семейства подрасширений Κα 
поля L, имеющих конечную степень над К, и для того чтобы 
установить равенство V = Ajy, достаточно доказать, что V ПК. = 

= AN Ko для любого а. Но если положить Αά -Ξ А’ПКа, το 
Ас будет целым замыканием кольца А в поле Κα и, следова- 
тельно, пересечением колец нормирований поля К., продол- 
жающих 9, причем этих колец Ух имеется лишь конечное 


число и они являются локальными кольцами (Аа) ‚ кольца 
Ma 


Ai (I<i<hn), где m;,— различные максимальные идеалы в À, 
(n° 3, замечание); но ми А! совпадает с одним из идеалов M;, 


и, следовательно, пересечение УПК. равно соответствующему 
локальному кольцу (Аа) / „Am что и завершает доказатель- 


ство равенства V = Aww. Обратно, если VeB το AcV ($3, 
n° 3, предложение 6), и если т’ =ш (У) ПД”, To m’NA=m; сле- 
довательно, m’ является максимальным идеалом в A’ (гл. У, 
Sn |, предложение 1) и предыдущее рассуждение показы- 
вает, что V = Ди. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть К — поле, L — расширение типа Галуа 
поля К, [ u f’ - точки поля L со значениями в одном U том же 
поле Γ. Предположим, что ограничения точек ри [Г на К co 
впадают. Тогда существует такой К-автоморфизм $ поля L, что 


P=fes. 


Пусть, в самом деле, А есть кольцо точки поля К, являю- 
щейся общим значением ограничений | и [. Кольца точек f 
и |’ содержат целое замыкание A’ кольца А в поле Г, ($ 1, 
n° 3, следствие 3 теоремы 3); следовательно (гл. V, $ 2, n°3, 
следствие | предложения 6), существует такой К-автоморфизм 
$ поля [, что ограничения точек [и [es Ha A’ равны; если 
и’ — общее ядро этих ограничений, TO 11 ῃ А является макси- 
мальным идеалом в А; следовательно, M’ является максималь- 
ным идеалом в A’ и точки [и fos совпадают на кольце Am’. 
Но, в силу предложения 6, единственным кольцом нормирова» 
ния поля [, доминирующим над Аз’, является само кольцо Aw} 
следовательно, кольца точек | и fos совпадают. 


ar 2 Tee Se ас eee - i φαί κια. ' άν" Sails ” DE pd te | ns he I REKEN er en AT κ. Аббас he, re ТОЙ D Ἔχ. + a a SR № 
LS ар: = = Oe ИЯ : - A - = = Я ам + er ЗА 
à Е м ый Te NE 
$ я ς : > + . PR, RARES 
; y ‹ À - à RTS г 
. Pa 
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СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть К- поле, v — нормирование на К, L — 
расширение типа Галуа поля К u v’, v” — два продолжения Ὁ 
на L. Тогда существует такой К-автоморфизм $ поля L, что. 
vu” эквивалентно UV’ OS. 


Пусть Ги |’— точки поля К, ассоциированные с v’ u v”; 
заменяя их при необходимости на эквивалентные точки, можно 
предположить, что обе эти точки принимают значения в неко- 
тором алгебраическом замыкании поля вычетов нормирования Ὁ 
(n° 1, предложение 1). Тогда существует такой К-автомор- 
физм $ поля: £, что f*=f' os (предложение 7); таким образом, 
vo” эквивалентно нормированию Ὁ’ ο5 в силу соответствия между 
точками и нормированиями ($ 3, n° 3). 


ΟΠΕΧΟΤΒΜΕ 2. Пусть К — none, [| — некоторая точка (соответ- 
ственно U — некоторое нормирование) поля К и L — радикальное 
расширение поля К. Тогда все продолжения точки | (соответ- 
ственно нормирования Ὁ) на поле L эквивалентны. 


В самом деле, L является расширением типа Галуа и его 
единственный автоморфизм — тождественное отображение. След- 
ствие 2 вытекает поэтому из предложения 7 (соответственно 
из следствия 1). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть К — поле, э-— нормирование на К, 

`Ё-— расширение типа Галуа поля К конечной степени п u 

CAE — полная система продолжений нормирования 9 на 
1 < 


поле L. Tosda индекс е (о; /v) и степень f(v 9) имеют-значенияе 


и Ь не зависящие от i. Имеет место неравенство ejg < п. Если 
целое замыкание в L кольца А нормирования Ὁ является А-мо- 
дулем конечного' типа, то ев = п. 

Это немедленно следует из теорем 1 (n°3) и 2 (n° 5). 


7. Продолжение абсолютных значений 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть К — поле, L— алгебраическое расши- 
рение поля К и | — некоторое абсолютное значение на К. Тогда f 
продолжается до некоторого абсолютного значения на поле L. 


Предположим сначала, что существует такое нормирование Ὁ 
на К с вещественными значениями, что | (x) = e~°'*), Существует 
нормирование v’ на L, ограничение которого на К эквивалентно U 
($ 3, n°3, предложение 5). Тогда 9’ имеет высоту 0 или 1 
(n° 1, следствие 2 предложения 1); следовательно, можно пред- 
нолагать, что это продолжение имеет вещественные значения. 
Ограничение отображения х->е-”’“ на К является абсолют- 
ным значением, эквивалентным ]; следовательно, оно имеет 
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вид Р при некотором $>0 (Topologie génerale, chap. IX, $ 3, 
n° 2, proposition 5). Отсюда мы заключаем, что 


> e-v (x)/s 


представляет собой абсолютное значение Ha L, продолжающее [. 

Предположим теперь, что | не является ультраметрическим. 
Тогда К отождествляется с некоторым подполем в поле Си 
при этом [(х) =|х[Ё, где О<5<1 ($ 6, n° 4, теорема 2). По- 
скольку поле С алгебраически замкнуто, L- отождествляется 
с некоторым подполем в С и абсолютное значение х—|х[ προ- 
должает f. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть К — поле, | — некоторое. абсолютное 
значение на К, относительно которого К полно и не дискретно, 
и [. — алгебраическое расширение поля К. Тогда f продолжается 
единственным образом до абсолютного значения f’ на Г, и если 


L имеет конечную степень п, то |’ (x) = (Мик (х)))"" для лю- 
бого хе L. 


Существование абсолютного значения ]’ следует из предло- 
жения 9, а его единственность (на любом подрасширении ко- 
нечной степени расширения L, а потому и на всем L)—u3 
леммы 2, § 6, n° 4. Пусть /’ — единственное продолжение абсо- 
лютного значения | на алгебраическое замыкание поля К, и 

предположим, что L имеет конечную степень п. Известно, что 
п 


Nik (X) = Ц X;, где каждый множитель X; сопряжен с X над К 


(Алгебра, τ VIII, $ 12, n°2, предложение 4). В силу един- 
ственности /’, имеем ]” (x)=f" (х) для любого i, откуда и сле- 
дует требуемая формула. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть К- поле, Î — неультраметрическое 
абсолютное значение на К, К — пополнение поля К относительно |, 


Î — продолжение абсолютного значения f на К и L — расширение 
конечной степени п поля К. 


а) Пусть Г -— абсолютное значение на L, продолжающее |; 
обозначим через Ly пополнение Г относительно +. и отожде- 


ствим К с замыканием поля К в Ly; тогда [Ly : K] <n. 
6) Число абсолютных значений поля L, продолжающих Vi 


конечно. Если обозначить их через |, ..., I, а через τ, + RO 
полнение L относительно |, To каноническое отображение 


K @x L— Ц Г, будет изоморфизмом u 
i=l 


i=] 


У: п. | (10) ` 
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Доказательство здесь такое же, как и в случае аналогич- 
ных утверждений из предложения 2 (n°2). Надо лишь заме- 


нить ссылки „ $7, n° 2, теорема 1; $ 5, n° 2, следствие пред- 
ложения 4“ на следующие: „$ 7, n°3, теорема 2; Гопологиче- 


ские векторные пространства, гл. I, $ 2, n°3, следствие | тео-. 
ремы 2.“ Отметим, что любые два продолжения абсолютного. 
значения | Ha L, определяющие одну и ту же топологию, равны. 
(Topologie gènerale, chap. IX, $ 3, n° 2, proposition δ). Нако- 


Hell, поскольку | не является ультраметрическим, поле К имеет 


характеристику 0; следовательно, радикал кольца К ® к L равен 


нулю. 


Замечания. 1) Предложение 116) показывает, что любой 
ΚΟΜΠΟΘΗΤ расширений Ки Г над К изоморфен одному из по- 
полнений Г; и что эти композиты попарно неизоморфны ἢ. 


2) Мы знаем, что пополнения Kul, изоморфны В или С ($6, 


n° 4, теорема 9). Когда К изоморфно С, каждое из полей L; 
также изоморфно С и (10) показывает, что число продолже- 


ний I; равно п. Если К изоморфно В (например, когда К = Q), 
то обозначим через г, (соответственно через ry) число таких 


индексов i, для которых р Ben op πο R (соответственно С); 


тогда (10) перепишется в виде 
г, +2r,=n. | (11) 


ПрЕдложеЕНИЕ 12. Пусть К -— поле, Îf — абсолютное значение 


на К, [. — расширение типа Галуа поля К, [и j” — два продол- 


жения j Ha L. Гогда существует такой К-автоморфизм $ поля L, 


"τὰ ff os, 


Если абсолютное значение р ультраметрическое, то след- 
ствие | предложения 7 (n°6) показывает, что существует такой 


К-автоморфизм $ поля Г, что [и Йо являются эквивалент- 


ными абсолютными значениями. Но тогда существует такое 
вещественное число а>0, что f”(x)=(f"(s(xÿ)a для любого 


хе Г. Если. [ не является несобственным, то, взяв такой эле- 


мент хе К*, что j(x) #1, мы получим, что а=1. Если же ] 
является несобственным, то тем же свойством обладают и |} 
и [” (следствие 2. предложения 1 n°1), и мы можем взять 
в качестве 5 тождественный автоморфизм. 


Если абсолютное значение | не является ультраметрическим, 


то существуют О-изоморфизмы и’и и” поля L на некоторые 
подполя поля Си вещественные числа а '>0, а”>0, для кото- 


pr P (x) = (x) γ΄ a Te (x) =| 4" (x) |" при mo6om x*eL ($ 6, 


1) См. примечание на стр. ` 499. — Прил. ‚ред. | 


RER 
PES 
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n° 4, теорема 2). Полагая х=2, мы получаем, что a’ = a”. Orpa- 
ничения изоморфизмов и’ и u” на К продолжаются по непре- 


рывности до изоморфизмов и и Uy поля К на В (соответ- 
ственно С). Тогда и,° {Γ᾿ представляет собой автоморфизм нор- 


мированного поля R (οθόταετονήστεο С) и, следовательно, он 
тождествен (соответственно тождествен или равен автоморфизму 


с: ξ-»ζ). Заменяя при необходимости и’ на си’, мы обнаружи- 
ваем, что можно считать ограничения изоморфизмов u’ и u” 
на К совпадающими. Отождествляя К с некоторым подполем 
в С посредством указанного ограничения, мы получаем, что и” 
и и” являются К-изоморфизмами поля [ на некоторые под- 
поля в С. Поскольку L есть расширения типа Галуа поля К, 
существует такой К-автоморфизм $ поля Г, ЧТО uU”=u’os. Так 
как а’=а”, то отсюда немедленно следует, что |" =[о$. Ἢ 


Замечание 3. Когда поле К изоморфно В, предложение 12 


показывает, что все пополнения L; поля L (обозначения из предложе- 
ния 11) изоморфны друг другу. Таким. образом, в обозначениях заме- 
чания 2 мы имеем, что либо г! =n и г. =0, либо г! =0и 27. =п. 


Упражнения 


1) Пусть К — поле, A= „КП, У, ZI] — кольцо формальных рядов’от трех 
переменных над К; пусть v’ (соответственно vo”) — нормирование на À со зна- 
чениями в группе ZX Z, упорядоченной лексикографически, при котором 
5’ (Х) = (1, 0), э’(У) = (0, 1), о’(2) = (0, 0) (соответственно о” (Х) = (1, 0), 
5” (У) = (0, 0), v” (7) = (0, 1)). Пусть © — автоморфизм кольца A, оставляю- 
щий неподвижными элементы из К и Χ, для которого в (У) =2, σί2Ζ}-:Υ, 
Если В обозначает подкольцо в À, образованным инвариантными относи- 
тельно O элементами, а Е (соответственно F) — поле частных кольца А (εοοτ- 
ветственно В), то нормирования 9’и 9” (канонически продолженные Ha Ε) 
‘имеют одинаковое ограничение Ὁ на F; при этом F полно в топологии, 
определенной нормированием V, и Е представляет собой квадратичное рас- 
ширение поля F; два нормирования 9’, Ὁ” на Е зависимы, HO не эквива- 
лентны. 

2) Пусть Ко — поле, полученное присоединением к 9. адическому полю Q, 
корней всех многочленов XPD: пусть о— единственное нормирование 
Ha Ko, продолжающее 2-адическое нормирование, и пусть К — пополнение 
поля Ко относительно и. Показать, что многочлен ae 3 неприводим в К [xX]; 
пусть К’ — поле корней этого многочлена, и пусть 9” — продолжение Ὁ на K. 
Имеют место следующие соотношения: 


‹ п=[К’: К] = 2; . e(0'/o) =f (oo) =1.. | 
3) Пусть &-— поле рациональных дробей ν от бесконечного 
‘семейства переменных над простым полем Fp, и пусть K=k(U, И) — поле 


рациональных дробей, от двух ne a ec над Г. 


a) Показать, что элемент Р оу = Σ 20 sal поля формальных рядов ΥΠΟ 

7 n=0 
He является алгебраическим над полем k(U) ssc fiir ak дробей. Отобра- 
‚жение. BAU, V)>F(, P(U)) поля k[U, VI B k((U)) продолжается до изо- 


17 Н. Бурбаки 
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морфизма поля К на некоторое подполе в k((U)); ограничение на это под- 
поле нормирования поля А ((И)), равного порядку формальных рядов ($ 3, 
n° 3, пример 3), представляет собой дискретное нормирование v на К, поле 
вычетов которого равно A. 


6) Пусть К’-— алгебраическое расширение K(V!P) поля К, так что 
[К’: К] =p; если 9’ — то единственное нормирование на К”, которое продол- 
жает 9, то показать, что e(v’/v)=f(v/v)=1. Кольцо нормирования о’ не 
является, следовательно, модулем конечного типа над кольцом нормирова- 
HHA v. 

4) Пусть &— поле. К=й(Х, У) — поле рациональных дробей от двух 
переменных над À и о— такое нормирование на К со значениями в лексико- 
графически упорядоченной группе ZXZ, что v(X)=(0, 1), о(У) = (1, 0). 
Пусть K’— поле К (УХ). Показать, что о имеет единственное продолже- 
ние 9’ Ha К’и что e(v/v)=2, f(v'/v) =1, но кольцо нормирования и’ не 
является модулем конечного типа над кольцом нормирования v. 

5) Пусть К — поле, А — некоторое кольцо нормирования для К и L — алге- 
браическое расширение поля К конечной степени. Пусть A’ > А - второе 


’ . 
кольцо нормирования поля К; пусть А; (1 <i< т) — такие кольца норми- 
΄ [4 [4 
posannsı aaa L, что AANK=A, u пусть k; — соответствующие им поля вы- 


‚yeroB. Пусть k— поле вычетов кольца А’и A” — кольцо нормирования для À, 


7 


/ . 
являющееся каноническим образом. А; наконец, пусть A, (ISisn,) — 


; и ” 
такие кольца нормирования для À;, что А’ ПЕ=А ‚ И пусть А; — прооб- 
7 и . . 
разы в А; колец А;, (I|sism ISj<sa,). 
а) Показать, что кольца А;; являются кольцами нормирования для L, 
причем они попарно различны Α;} |К= À; показать, что любое кольцо нор- 


мирования В для L, удовлетворяющее равенству BNK=A, совпадает с 
одним из колец Ajj. 


6) Показать, что 
г (Аз/А) = ε(ΑΙ|Α)ε(Αἴ/ А") и F (Ail) =F (Az) Α΄) 


Ч 6) Пусть К — поле, v — нормирование на К и Α-- кольцо нормирова- 
HHA 9. 

а) Предположим, что кольцо А гензелево (гл. III, $ 4, упражнение 3); 
в этом случае, допуская некоторую нестрогость, говорят также, что поле К 
гензелево относительно Ὁ. Тогда для любого алгебраического расширения L 
поля К и любого нормирования 9’ на L, продолжающего v, кольцо А’ πορ- 
мирования 9’ гензелево (гл. Ш, $ 4, упражнение 4). 

6) Если К полно относительно Ὁ и Ὁ имеет высоту |, то А гензелево. 
Привести пример, когда К полно относительно Ὁ и Ὁ имеет высоту 2, но 
кольцо А гензелевым не является (ср. упражнение 1). 

в) Если К линейно компактно относительно 9, то показать, что К ген- 
зэлево. (В обозначениях условия (Н) гл. Ш, $ 4, упражнение 3, пусть 
$ - это множество простых идеалов кольца A, (совершенно) упорядоченное 
1d включению, а ®— это множество пар (%, φ), где Я — вполне упорядочен- 


Г 
ное подмножество в 9 (в смысле отношения >) и φ: р (©, Ως) — отобра- 
жение из # в множество A[X] x A[X], обладающее следующими свой- 
о / A" ar 
ствами: | Qy И Ч унитарны и имеют степени deg(Q) и deg (Q’) соответ- 
ственно; 2° если р} > 9— два элемента из B, то коэффициенты многочленов 
9-9. и Ωρ -Ω, принадлежат }; 3° коэффициенты многочлена P—Q,Q, 
принадлежат }; 4° F(Q) = Q, F(Q)= О’. Определим на © отношение по- 
рядка, положив (BR, ф) < (%', $’), когда BOF ug продолжает p на #", 


Упр. ПРОДОЛЖЕНИЯ НОРМИРОВАНИЯ 515 


Доказать, что X обладает максимальным элементом (Bo, фо) и что % имеет 
последний элемент, равный (0); для этого надо рассуждать от противного, 
рассматривая два случая соответственно тому, имеет % последний элемент 
или нет; в первом случае, если })— этот последний элемент, рассмотреть. 
такой элемент CE À, что 9(с) является наименьшим значением, принимае- 


’ 
мым нормированием Ὁ на множестве коэффициентов многочлена Ρ- Ωνῶν, 


а также наименьший простой идеал p’ кольца A, содержащий с; когда γ΄ =), 
воспользоваться упражнением 24) $ A и тем фактом, что фактормодуль 
линейно компактного модуля по замкнутому подмодулю линейно компактен, 
а потому полон. Если же, напротив, @) не имеет последнего элемента, TO 
ee se непосредственно предложением о TOM, что А линейно KOM- 
пактно. 


г) В обозначениях упражнения 5 показать ‘следующее: для того чтобы А 
было гензелевым, необходимо и достаточно, чтобы A’ u А” также были ген- 
зелевыми. (Заметить, что если Ре A’[X], то существует такой элемент 
a = À, что а”Р(Х/а) Е А[Х] (где п есть степень многочлена P); для про- 
верки аксиомы (Н) из упражнения 3 гл. III, $ 4, применительно к A’ можно, 
следовательно, ограничиться многочленами из А[Х]; воспользоваться тем 
фактом, что А’=А,, где P— некоторый простой идеал в À, содержащийся 


в максимальном идеале и, и заметить, что если два многочлена из (4/}) [X] 
сильно взаимно просты, то таковы же и их образы в (Α/πι) [Х].) 

д) Предположим, что кольцо А гензелево; тогда для любого расшире- 
ния L поля К существует (с точностью до эквивалентности) лишь одно 
нормирование на L, продолжающее Ὁ. (Если Pe A[X] — унитарный непри- 
водимый многочлен, x, (SiS т) — различные корни многочлена Р в его 


поле корней N, то показать, что для любого нормирования 9’ Ha N, προ- 
должающего v, все Ὁ’ (х;) равны при 1<i<m.) Обратно, если кольцо 


нормирования А обладает этим свойством, то оно гензелево (заметить, что 
в целом замыкании A’ кольца А в поле L может существовать лишь один 
максимальный идеал, лежащий над m (гл. У, $ 1, упражнение 13), и заклю- 
чить отсюда, что если РеЕА[Х] — унитарный неприводимый многочлен, TO 
его образ в (A/nt)[X] не может быть равен произведению двух взаимно 
простых многочленов). 

7) Пусть К — поле, Ὁ — нормирование на К, A— кольцо нормирования Ὁ 
и m — идеал нормирования Ὁ. Предположим, что А гензелево. Пусть L — рас- 
ширение поля К степени п; пусть ©’ — единственное нормирование на L, 
которое продолжает Ὁ (упражнение 6д)), А’Ь— его кольцо и иг’ — его идеал. 
Пусть X — произвольный элемент из А’. Показать, что степень над полем Али 
класса X элемента x в A’/m’ является делителем числа n и что порядок 
класса элемента v(x) в Г„//Г, является делителем n (рассмотреть мини- 
мальный многочлен элемента х над К). 

«a 8) Пусть K’— поле, В — кольцо нормирования о на К”, Я — конечная 
группа автоморфизмов поля Κ΄, а К — подполе в К”, образованное инвариант- 
ными относительно Я элементами. Положим А=КЛ В, это кольцо норми- 
рования для К, соответствующее нормированию ὦ = Ὁ | К. 

a) Нормирования на Κ΄, продолжающие W,— это нормирования V°O, где 
o=% (n°6, следствие | предложения 6), и целое замыкание A’ кольца A 
в К’ является пересечением колец σ: Β, где с пробегает группу Я. Если 
p (В) — пересечение кольца А’ и максимального идеала ш (В), то ©. } (В) = 
=} (с. В). Показать, что группа разложения gr (p (B)) (гл. У, $2, n°2) 
является подгруппой в Я, образованной такими σ, что о. В = В. Положим 
92 = 92 (p (B)) и обозначим через ΚΖ подполе в К’, образованное инвариант- 


ными относительно Я2 элементами, а через Βΐ — кольцо нормирования, ин- 
дуцированного на ΚΖ нормированием 0; это последнее кольцо равно BQ K*. 


17* 


516 —  ἩΟΡΜΗΡΟΒΑΗΗΗ-- ^^” JL М8 


Напомним, что поля вычетов колец ΒΖ uA совпадают и что максимальный 
идеал т (Β΄) совпадает с идеалом lit (А) RE (гл. V, $ 2, n° 2, предложение 4). 

6) Обозначим через 7 ограничение нормирования Ὁ на поле КА, через 
Ги TZ — группы порядков нормирований w u v?. Показать, что Г = ГА. 


(Пусть 9 >9 —nonrpyuna в Я, образованная такими в ©@ 9, что кольцо 
с: В зависит от кольца В ($7, n°2). Рассуждать с помощью индукции по 


порядку группы ‘9. Если (9:92)>1, то пусть К”-— поле инвариантов 


группы 92, А” = K” (|B; показать, что группа порядков нормирования v | К” 
равна Г; для этого, используя теорему об аппроксимации ($7, n°2, Teo- 


рема 1), доказать, что для любого x =.К” существует такой элемент y <= К”, 
что о (у) =5(х) u v (у;) =0 для всех элементов у, сопряженных с у OTHO- 
сительно К и отличных от у; после этого можно‘заменить Я Ha GP и восполь- 
зоваться предположением индукции. Если 92 = 9, το пусть Во — кольцо нор- 
мирования поля К’, порожденное кольцами © + В, где o=9,; пусть К’=к (Bo) — 
его поле вычетов, It: Bo — К’ — канонический гомоморфизм, B=n ‚ (В) — кольцо 
нормирования поля К’, ὅ — соответствующее нормирование на К’, для кото- 
poro v=üon в Bo, так что группа порядков А нормирования 0 является 


подгруппой группы порядков А нормирования 9; если А, =А/А и если 
tm: À —> А, —канонический гомоморфизм, TO Vo = © OV есть нормирование на Κ΄, 
соответствующее Bo и инвариантное относительно Я. С помощью перехода 


к факторкольцу группа 9 определяет группу автоморфизмов 9 поля К; пусть. 
Л? — ядро канонического гомоморфизма Я -» Y. Показать, что W < 9%, и вы- 


вести отсюда, что когда AN ~ {e}, то можно заменить Я на Y/N и приме- 
нить предположение индукции. Наконец, предположим, что SV = {е}. Пусть 
А, = КП Bo, Wo — ограничение нормирования vo на К; показать, что группа 


порядков нормирования шо равна Ay и что л (До) = К есть поле инвариантов 
группы $ (ср. n° 1, лемма 2); если à — ограничение нормирования 9 Ha К 
и Г-— его группа порядков, то Ao, следовательно, канонически изоморфна 
группе Г/Г. С другой стороны, группа ad (p (B)) является каноническим 
образом группы 92 (p(B)) в 9; заметить, что GP = 9 и что можно поэтому 
применить предположение индукции для доказательства того, что Г равна 
группе порядков TZ ограничения нормирования Ὁ на а 

в) Пусть ФГ = Gg! (р (В)) — группа инерции идеала p(B) (гл. У, $ 2, n°2); 
обозначим через К’ подполе в Κ΄, образованное инвариантами относи- 
тельно 97, через ВТ — кольцо нормирования на Kr индуцированного нор- 
мированием 9; это кольцо равно ВПКГ. Напомним, что если k и Ё’— поля 
вычетов колец Ди В, To поле вычетов RT кольца BT равно наибольшему 
сепарабельному расширению поля À, содержащемуся в расширении типа 
Галуа А’ поля k, и что группа 92 [9Т канонически изоморфна группе k-aBTo- 
морфизмов поля k (или ЕГ) (гл. V, $ 2, теорема 2 и предложение 5). Пусть 
0] — ограничение нормирования Ὁ на КТ. Показать, что группа порядков 
нормирования UV снова равна группе Г (применить лемму 2 n° 1 к расши- 
рению КТ поля Κά). | | Ä 

9) Пусть К — поле, L— алгебраическое расширение конечной степени 
поля К, ο’ — нормирование поля L, А’—его кольцо, о — ограничение на К 
нормирования 9’и A=A’NK-ero кольцо. 

а) Предположим, что кольцо А--гензелево (упражнение 6). Показать, 
что произведение e(v/v)f(v’/v) делит п=[Ё:К], а частное n/e (v’/v) [(v’/v) 


‘ния о и Г— группа его порядков. 
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представляет собой ‘степень характеристической экспоненты поля выче- 
тов Ё нормирования 9. (Свести доказательство к случаю, когда L 
является расширением Галуа поля К; воспользоваться упражнениями 61) и7, 
а также теоремой 2 и предложением 5 гл. V, $ 2.) 

6) Предположим, кроме того, что N не делится на характеристическую 
экспоненту поля вычетов А нормирования Ὁ и что [(vV’/v)= |. Показать, что 
для каждого целого числа m, равного порядку ‘некоторого элемента \ из 
труппы Г.//Г., существует такой элемент хер, что класс v’ (x) (mod Гу) 
равен у их" = К. 

Ч 10) Пусть w есть 2-адическое нормирование Ha 2-адическом поле Qo; 
на поле рациональных дробей Q, (X) рассмотрим дискретное нормирование у, 
продолжающее W и такое, что 


о (ao +aiX + ... an”) = inf (w (а;)) 
1 


{$ 10, п°1, лемма 1); пусть К — пополнение поля 9.(Х) относительно этого 
нормирования; обозначим снова через о нормирование этого поля. Пусть 
[, — поле корней многочлена (Y?— Х?)? —2 из К [У], и пусть v’ — единствен- 
ное нормирование на L, продолжающее Ὁ. Показать, что [L: К] = 8, ο(ο'/υ) = 4, 
Î(v'’/v) =2; если k (соответственно k’) — поле вычетов нормирования Ὁ (COOT- 
ветственно UV’), то А является радикальным расширением поля А степени 2. 
Показать, что не существует никакого подрасширения E в Г, для которого 
[E:K]=2 и поле вычетов ограничения нормирования v Ha E равно Г’. 


(В противном случае обязательно Е = K(V a ), где a = К He является квад- 
ратом в К, но a=X (mod 2); выразить Уа через подходящий базис поля Ё 


над полем K(V2) и заметить, что в K(V2) не существует элемента, 
квадрат которого был бы сравним с X (mod 2).) 

4] 11) Пусть К — поле, L—ero расширение Галуа конечной степени и 
$ — группа Taya этого расширения. Пусть Ὁ — нормирование на L с полем 
вычетов k и группой порядков Г. Предположим, что UV инвариантно OTHOCH- 
тельно Я и что ограничение Ὁ | К имеет то же поле вычетов À, что и Ὁ, так 


что 9 = 97 = GT (обозначения взяты из упржнения 8). 

а) Пусть хе L*, сеЯ. Показать, что элемент х-16(х) является еди- 
ницей относительно о, что его образ &с (х) в k* зависит от нормирования V(x) 
и класса о по модулю коммутанта 9’ группы Y и что тем самым опреде- 
ляется 7-билинейное отображение (обозначаемое снова через €) (9/9’) Χ 
X Г- А*, равное 1 на (9/9”) X v (K*). 

6) Для любого в = Я пусть ф (0) —гомоморфизм T/v (K*) > k*, сопоста- 
вляющий €g (X) элементу Ὁ (x) для всякого x € L*. Таким образом опреде- 
ляется гомоморфизм $: Я > Hom, (T/v (K*), k*). Показать, что если р — ха- 


рактеристическая экспонента поля À, то ядро Л гомоморфизма ф имеет по- 
рядок, равный некоторой степени числа р. (В противном случае существо- 
вал бы элемент Oe B A и простое число gp, такие, что Of =e; для 
любого целого x из L — К имеет место равенство O (x) = x + у, гдеу (и) >9(х); 
после этого надо вычислить O7 (х), чтобы получить противоречие.) Вывести 
отсюда, что Я является разрешимой группой. | 

в) Предположим, что п = [Ё: К], и пусть это число He делится на р. Пока- 
зать, что гомоморфизм @ биективен, что е (L/K)=n и что если у обозначает 
наименьшее общее кратное порядков элементов в Я, то k* содержит: ко- 
рни v-Ä степени из единицы. (Воспользоваться пунктом 6) и леммой 2 из n° |.) 

Ч 12) Пусть К -— поле, Ὁ -- нормирование на К, А-— кольцо нормирова- 


а) Пусть F(X)= aoX" + аХ" 1+... +аи- многочлен из А [X], для κο- 
торого v (ao) =0 и все корни которого принадлежат К; пусть x, (1<1<г)— 
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все эти различные корни, и пусть À; — кратность корня х, (1 KL ir). Пусть. 


ᾳ(Χ) = bX" }-διΧ΄-!}- ... + bn = bo (X — y) ... μος | 
— второй многочлен из A[X], для которого v(bu)=0 и корни у, которого. 


принадлежат К. Показать, что существует элемент À = Г, удовлетворяю- 
щий следующим условиям: Ὁ (x; — х,) <№ для любой пары различных индек- 


сов i, j и для любого ASA, существует такой элемент μ > À, что из соот- 
ношений © (а, -b)>2u для всех i следует, что при 1Si<Sr имеется 


точно À; индексов h, для которых υ (Χ;-- ὑῃ) > À. (Сначала подсчитать. 
двумя способами U (7 (Y,) ), чтобы показать, что UV (x; -~ y,) 2A хотя бы для 
Er 212) 
f(z) σ(α) 


z=K.) Если, кроме того, b, =а,, за исключением i=n-—1, то показать, 
что когда Ag достаточно велико, все элементы у, различны (подсчитать. 
f’ (4,)/f (y,), предполагая, что у, He является простым корнем многочлена 2). 


6) В дальнейшем предполагается, что К является алгебраическим замы- 
канием такого подполя Ко, что кольцо А, = Af) Ko гензелево. Предположим, 
что многочлен | принадлежит кольцу Αρ [X] и является неприводимым и 
сепарабельным над Ко. Пусть г € К — такой элемент, что о (2 —х,) > 9 (2—х,) 


для любого ji. Показать, что тогда Ко (х;) pee K, (2). (Показать, что 2—х, 
равен всем элементам, сопряженным с ним над К, (х,).) 
в) ‚ Ирелоодожам, что многочлен FE A, [X] сепарабелен, и пусть 


одного индекса 1; затем вычислить o | | в подходящих точках. 


Î=a, ПЕ — разложение многочлена | на унитарные неприводимые много- 
i=] 

члены в Ky [Ä] (которые принадлежат Ау [X]; ср. гл. У, $ 1, n°3, предложе- 

ние 11). Показать (в обозначениях из пункта 4)), что если и достаточно 

велико, то разложение многочлена & на упитерные неприводимые MHOXKH- 


тели в Ky [X] может быть записано в виде by II g,, где для любого i MHOTO- 
ἰ--] 

член g, имеет ту же степень, что и.[, (0 таком разложении говорят, что 

OHO „Того же типа“, что и разложение ἢ), и, кроме того, поля корней много- 

членов |, и g, совпадают при каждом i. (Показать сначала, что многочлен g 


сепарабелен; после этого рассмотреть расширение Галуа конечной степени 
поля Ко, содержащее корни многочленов {и g и проанализировать способ, 
‚которым группа Галуа рассматриваемого расширения переставляет эти 
корни. После этого воспользоваться пунктом 6).) 

г) Привести пример, когда { неприводим, но несепарабелен и когда для 
любого и > А, существует многочлен 


g (Х) = boX" + bX +, + ще Ay [X], 


у которого о (a; — b) > U при любом i H который не является неприводи- 


мым (взять такое Ко, что KA Ко и К есть радикальное расширение поля Κρ). 
Ч 13) а) Пусть К — поле, v — нормирование на К, не являющееся не- 


‘собственным. Пусть Е — множество, фильтрующееся по ультрафильтру U, 
И > χε, 6 > Ye — два отображения из Е в поле К, наделенное тополо- 


гией 7%. Показать, что если отображение & -> ху; сходится к 0 в X πο 


фильтру Ц, то таково же и одно из отображений & > χε, δ-» Ye. (Заметить,, 


‚что если § > Xe не имеет предельного значения по Ц, то отображение Ζ-» χε . 


ограничено на некотором множестве фильтра Ц.) 


Упр. ПРОДОЛЖЕНИЯ НОРМИРОВАНИЯ 519 


6) Пусть ᾗ -- непостоянный многочлен из К[Х]. Показать, что если 
$7 (χε) сходится k в К по фильтру U, το $ > χε сходится в К (разло- 
жить f на множители в алгебраическом расширении поля К и применить 
упражнение а). 

в) Предположим, что К алгебраически замкнуто в К. Тогда отобра- 
жение x—>f(x) поля К в себя замкнуто (воспользоваться el 6) ). 
Вывести отсюда, что если & — рациональная дробь из K(X) и B — замкну- 
Toe и ограниченное подмножество в К, то g(B—P) (где P — множество 
полюсов функции © в В) замкнуто в К 

г) Предположим, что алгебраическое замыкание поля К является ради- 
кальным расширением поля К. Показать, что тогда К алгебраически зам- 
кнуто. (Применить 6) к алгебраическому замыканию поля Ки многочлену 


fe К [X]; воспользоваться также упражнением 12a).) 
Ч 14) а) Для того чтобы поле К было гензелевым относительно норми- 
рования 9, необходимо и достаточно, чтобы К было наибольшим сепара- 


бельным алгебраическим расширением поля К, содержащимся в К, и чтобы 


гензелевым было само К. (Для доказательства необходимости условия вос- 
пользоваться упражнением 126); для доказательства достаточности заме- 
тить, что для проверки условия (Н) из упражнения 3 гл. Ш, $ 4, можно 
ограничиться случаем, когда P сепарабелен над К, учитывая при этом, что 


если О — неприводимый множитель многочлена Р в кольце К [X], степень QP° 
которого принадлежит_ Κ[Χ], то О представляет собой наибольший общий 


делитель Ри QP° B К[Х].) Рассмотреть случай, когда Ὁ является норми- 
‘рованием высоты | (ср. упражнение 66)). : 
6) Вывести из пункта а), что в р-адическом поле Ωρ содержится счет- 
ное подполе, которое гензелево относительно р-адического нормирования. 
в) Привести пример поля К, гензелева относительно некоторого ди- 


скретного нормирования, не полного и такого, что К является радикальным 
расширением конечной степени поля К (ср. гл. V, $ 1, упражнение 20). 

4 15) a) Пусть К — поле, 91, vo — два независимых нормирования ($ 7, п °2) 
на К u Κι, К. — пополнения поля К относительно 9; и V2 соответственно. 
Пусть [1, [2— такие два поля, что KC [< Ky, К@ [2 < Ky, и предполо- 
жим, что эти два поля являются гензелевыми (относительно продолжен ий 
по непрерывности нормирований Vv; и 92 соответственно). Пусть g, € L, [4], 
go Е [.[Х] — два сепарабельных многочлена одной и той же степени п. 
Показать, что существует многочлен À = К [X], который в L;[X] имеет тот 
же тип разложения (упражнение 12 B)), что ng, (1 =1, 2). (Свести к слу- 


чаю, когда £1 и go лежат в К[Х] и унитарны; рассмотреть многочлен 
ag, (X/a) +b"g,(X/b)—- X”, где v;(a)<0, о›(а)>0 произвольно велико и 
Ὅι (6)>0 произвольно велико.) 

6) Вывести из пункта а), что если К гензелево относительно Uy, то 
алгебраическое замыкание поля Ly радикально над Lo и Ко алгебраически 
замкнуто (взять Qo неприводимым и gı = K(X) равным произведению п 
различных множителей первой степени). 

в) Вывести из пункта 6), что если К гензелево относительно у; и Uo, 
то алгебраическое замыкание поля К радикально над К. 

г) Показать, что если К гензелево относительно дискретного нормиро- 
вания 9, то алгебраическое замыкание поля К не может быть радикальным 
над К и, следовательно, К не может быть гензелевым относительно какого 
бы то ни было нормирования, независимого от о (воспользоваться упраж- 
нением 12 из Алгебры, гл. У, $ 11). 

16) Пусть К — поле, гензелево относительно некоторого нормирования U 
высоты 1. Если L — сепарабельное алгебраическое расширение поля К 
бесконечной степени, то показать, что, L не может быть полным OTHOCH- 
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тельно нормирования, продолжающего Ὁ (и снова обозначаемого через Ὁ). 
(Построить такую последовательность (хр) элементов из L, что степень Np 
элемента хр относительно К стремится к + и при этом значение 
U(Xp+1 — Χρ) строго больше нормирований разностей элемента Xp и сопря- 


женных с ним над К; используя упражнение 126), показать, что последова- 
тельность (хр) является последовательностью Коши, не сходящейся в E.) 


ᾳ 17) Пусть К — поле, гензелево относительно некоторого нормирова- 
ния Ὁ и являющееся алгебраически замкнутым, а L — такое подполе в К, 
что степень [К : L] конечна. Показать, что при этих условиях L является 
гензелевым относительно ограничения нормирования 9. (В противном 
случае существовали бы два продолжения 91, Vo нормирования v|L на 
алгебраическое замыкание Q поля К, ограничения которых на некоторое 
алгебраическое расширение L’ поля L конечной степени были бы неэквива- 
лентными. Отсюда можно вывести, что тогда на надлежаще выбранном 
расширении типа Галуа К” поля L, содержащем К и имеющем конечную степень. 
над [, существовали бы два неэквивалентных нормирования 91, Us, отно- 


сительно которых К” было бы гензелевым. Используя упражнение 15B), по- 


казать, что если Е = LP” (p— характеристическая экспонента поля ©), то 
E~Q, но ® — расширение конечной степени поля Е; закончить доказатель- 
ство с помошью упражнения 31 из Алегебры, гл. VI, $ 2). 

Ч 18) Пусть К — гензелево поле относительно некоторого нормиро- 
вания UV, А^ — поле вычетов нормирования 9, и пусть всякое алгебраическое 
расширение конечной степени поля А циклично над k (это так, например, 
когда поле k конечно). Пусть А — кольцо нормирования vo mn f = А[Х| —та- 
кой унитарный многочлен, что если f(X)=(X—a@,)... (X — 4), где a, при- 


надлежит алгебраическому замыканию поля К, то элемент D = (a, —a;)? 
| i<j 

из A („дискриминант“ многочлена f) удовлетворяет равенству о (D) =0. Пусть 

fj (1 <i<s) — неприводимые множители канонического образа многочлена f 


в кольце k[X], и пусть г, — степень многочлена Ty Показать, что группа 


Галуа поля корней многочлена | над полем К, рассматриваемая как группа 
перестановок элементов G,, порождена единственной перестановкой о, ко- 


торая разлагается в ЦИКЛЫ ДЛИНЫ ΤΊ, Го, ..., ls соответственно (заметить, 
что существует единственное с точностью до Е-изоморфизма расширение 
поля К заданной степени). Вывести отсюда такое утверждение: для того 
чтобы. элемент D был квадратом в А, необходимо и достаточно, чтобы 
число n—s было четным (теорема Штикельбергера; выяснить, при каких 


условиях элемент V D инвариантен относительно σ). 

° 19) Пусть К — поле, гензелево относительно некоторого нормирования д. 
Пусть Е — векторное пространство конечной размерности над К, О -— неко- 
торая невырожденная квадратичная форма на Ε, для которой равенство 
О (х) =0 влечет за собой х=0. Пусть Ф (х, у) = Q(x+y)—Q(x)-Q Q (y) — 
ассоциированная билинейная форма. Показать, что 2v (Ф (x, у) ) 2v(Q (x) )+ 
7 v(Q (y) ); вывести отсюда, что 


v(Q(x+y)) > ἰπῖ (ο (Ω (x)), о (9 (y))). 


ᾳ 20) Пусть К — поле характеристики = 2, гензелево относительно He- 
которого нормирования 9; пусть & —>Ë — такой инволютивный автоморфизм 
поля К, что о (8) =v (ЕЁ), и пусть Ф — невырожденная эрмитова форма на век- 
торном. пространстве E конечной размерности над К. 

a) Пусть 0 = (а;;) — матрица формы Ф относительно некоторого ба- 


зиса (е;} пространства Е. Доказать существование такого элемента À группы 
порядков нормирования Ὁ, что если Ф’-— вторая эрмитова форма на Ε, 


| 
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© 4 / 
матрица которой И =(a;;) относительно (е;) удовлетворяет условиям 


v(a;;— a; ,)>A при любой паре (i, j), то Фи Ф’ эквивалентны. (Рассуждать 


так же, как в упражнении 6 Алгебры, гл. IX, $ 6, используя приведенное 
выше упражнение 14а).) 

’ 6) Предположим, что отображение &-> ЕЁ тождественное (следовательно, 
форма Ф симметрическая) и что нормирование Ὁ дискретно. нормировано и 
Ὁ (9) =0; пусть л-— униформизирующая для 9. Показать, что Ф характери- 
зуется с точностью до эквивалентности своим индексом ν и двумя сим- 
метрическими билинейными формами Ч, W, индекса 0 на векторных про- 
странствах А’ и k$ соответственно, где А — поле вычетов нормирования Ὁ и 
r+s=n-—2. (С помощью разложения Витта свести доказательство к слу- 
чаю, когда Ф имеет индекс 0; с помощью упражнения 19 показать, что для 
любого i>0 множество М; таких x EE, что v(D(x, x) ) Si, является мо- 
дулем над кольцом А нормирования 9. Показать, что если x = М; y М; +1, 
το υ(Φ(χ, у) ) >Е-+Ь и с помощью перехода к фактормодулям получить 


из Ф симметрические билинейные формы на векторных КР-пространствах 
Mo/M, u M,/Ma. Воспользоваться далее упражнением 6B) из $ 3 и тем 
фактом, что уравнение Е? = а имеет решение в А при а == 1 (то4л).) Pac- 
смотреть случай, когда А конечно (ср. Алгебра, гл. IX, $ 6, упражнение 4). 

21) Пусть К-— поле, о-— дискретное нормирование на К, A— кольцо 
нормирования ©, W— униформизирующая для Ὁ и & — поле вычетов норми- 
рования 9. 

а) Пусть Р, Ю— два многочлена из A[X], причем Р унитарен; предпо- 
ложим, что l°deg(R)<h-deg(P), где AS1—HeKkoTopoe целое число; 


2° канонический образ Р многочлена Р в кольце А [Χ] неприводим. Пока- 
зать, что если многочлен О = ΡΤ {. лю приводим в K [X], το h>1u Р делит 


канонический образ Ю многочлена Ю в кольце k[X]. Вывести отсюда, что 
для любого заданного унитарного неприводимого многочлена г(Х) = А [X] 
и любого заданного целого числа h > | существует такой неприводимый и 


сепарабельный многочлен О = A[X], что его канонический образ О равен rt. 


6) Пусть β΄ -- (а) — алгебраическое расширение поля Ё степени т и 
й — целое число > 1. Показать, что существует алгебраическое расширение L 
поля К степени hm, на котором имеется только одно (с точностью до экви- 
валентности) нормирование UV, продолжающее Ὁ, причем e(v’/v)=h, 
f(v’/v) = т и поле вычетов нормирования 9’ изоморфно А’ (воспользоваться 
пунктом а)). 

22) а) Показать, что если на поле К существует дискретное нормиро- 
вание, то алгебраическое замыкание поля К имеет над К бесконечную сте- 
пень. 

6) Пусть К — расширение. конечного типа некоторого поля Ко. Пока- 
зать, что если К не алгебраично над Ку, то существует такое дискретное 
нормирование Ὁ на К, что о (х) =0 в Ko. 


$ 9. Приложение: локально компактные тела 


1. Функция модуля на локально компактном теле 


Пусть К — локально компактное тело. Напомним, что мы 
определили (Интегрирование, гл. УП, $ 1, n° 10, определение 6) 
функцию mod (или то4к) на К следующим образом: mod, (0) = 0 
и для x0 из К число mody (x) равно модулю автоморфизма 
y—xy аддитивной группы тела К. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Если К — локально компактное тело, το функ- 
ция mod, принадлежит множеству 7 (К) ($ 6, n° 1). Кроме того, 
_ ϱ если $>0- такое число, что (mod) = в является абсо- 
лютным значением, TO g определяет топологию тела К; 

(ii) если тело К недискретно и если ток является ультра- 
метрическим абсюлютным значением, то существует нормиро- 
ванное дискретное нормирование Ὁ на К, кольцо которого KOM- 
пактно, а поле вычетов конечно и состоит из 49 элементов, 
так что ток = 49`°. Топология тела К определяется нормиро- 
ванием Ὁ. | 


Это следует из предложения 1, $ 6, n° 1, и предложения 2” 
$5, n°1, и из предложений 12 и 13 в Интегрировании, гл. УП” 
$ 1, n°10. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть К, K’— два локально компактных 
тела, причем К является топологическим подтелом в Ки К 
недискретно. Тогда: 

(i) Тело К’ представляет собой левое (соответственно правое} 
векторное пространство конечной размерности над К. 

_ (1) Если К содержится в центре тела К’, το для любого: 
xe Κ’ | 


mod (x) = modx (Nx (x) ). (1) 


Действительно, поскольку К представляет собой недискрет- 
ное полное нормированное тело, утверждение (i) следует 
из теоремы Зв) в Гопологических векторных пространствах, гл. I, 
$2, n°4, а утверждение (ii) представляет собой не что иное, как 
предложение 17 из Интегрирования, гл. УП, $ 1, n°11. 


ΟΠΕΠΟΤΒΜΕ 1. Всякое локально компактное тело, центр кото- 
рого недискретен, имеет конечный ранг над своим центром. 


Действительно, центр Ζ локально компактного тела К замк- 
нут в К, а потому локально компактен. 


ΟΠΕΠΟΤΒΜῈ 2. Пусть К’Ь— локально компактное тело и 
К — замкнутое подтело в К’. Если К’ является левым (соответ- 
ственно превым) векторным пространством конечной размер- 
ности п над К, то 


modx: (x) = (mod x (х))" для любого x = K. (2) 


Действительно, в общем случае известно, что в векторном 
пространстве (левом или правом) конечной размерности n над К 
гомотетия умножения на хеК имеет модуль, равный числу 
(mod, (x) )"; достаточно применить это к Κ΄’. 
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2. Существование представителей 


ПрЕдложеЕНИЕ. 3. Пусть К — недискретное локально компакт- 
ное тело, топология на котором определена некоторым дискрет- 
ным нормированием 9. Пусть А ee и m — udean нормиро- 


вания Ὁ; положим Card (Alm)=qg=p’ (p—npocroe число). 

Тогда существует система представителей $ поля вычетов Ат 

в кольце А и униформизирующая и для о, такие, что DES, 

причем 5*=5 ПК” является циклической подгруппой в К” u 

u!Su=S. Кроме того, любой элемент из А единственным об- 
O0 


разом записывается в виде aa, ЗВ. 
i=0 


Мы воспользуемся следующей леммой: 


JIEMMA 1. Пусть x, y — два таких коммутирующих элемента 


из A, что x—-yem (15: 1). Тогда xP" ye = m+" nou любом 
целом nV. 


Индукцией по n доказательство сводится к случаю п=[. 
"Тогда x? — у? = (х- и) (ЖРО ху . . + yP=1); второй сомно - 
житель является суммой р членов, попарно сравнимых mod m; 
поскольку поле A/m имеет характеристику р, в кольце A спра- 
ведливо включение р. 1 Gm; следовательно, XP + х?-?у- ... 

+ у? + м, откуда x? — у? e mi. 

Известно, что мультипликативная группа (А/т)” является 
циклической и состоит из 9—1 элементов (Алгебра, гл. I, $ 11, 
n° 1, теорема 1). Пусть x — представитель в кольце A образую- 
щей этой группы; следовательно, хЧ— хе, откуда, в силу 


1 
леммы 1, Хх" — x9" = mit", так как x7 n x перестановочны. 
Этим доказано, что’ (х9" является последовательностью 
n>0 


Коши в кольце А. Так как A компактно, оно полно, и эта по- 
следовательность имеет в А некоторый предел $, для которого, 
очевидно, имеет место сравнение $==х (то M) и равенство 


s1=s. Так как $520, то $4! = 1; точнее говоря, $ является 
примитивным корнем (g— 1)-ü степени из единицы в А. Ясно, 
что множество $, образованное элементом 0 и степенями 
$7 (0<]1<9-2), является системой представителей классов 
кольца А mod и что эта система А ate относительно 
умножения. 

Пусть теперь а — униформизирующая для нормирования о, 
и рассмотрим внутренний автоморфизм у—>а`‘уа тела К; он ото- 
бражает на себя кольцо А и идеал M, а поэтому при переходе 
к факторкольцам он определяет автоморфизм поля A/m; из- 
вестно (Алгебра, гл. V, $ 11, n°4, предложение 5), что любой 


+ r 
такой автоморфизм имеет вид Ζ-»2Ρ , где 0 <г=<]-—1. Следо- 


524 | НОРМИРОВАНИЯ | ΑΕ МЕ Ὁ 


Е à . 
вательно, a~'s/a==s!/? (mod m) при 0 <] <q — 2;-*поскольку aeın 
ΤΉΝ ;; 
и SM, из этого следует, что $—/а$ =a (mod n°). 


Положим 
4—2 : 
u= >) s-lasi’, 
j=0 
Имеем u=(g —1)a=—a(modm?’), ибо p-leEm; отсюда мы 


заключаем, что и также является униформизирующей для о; 
кроме того, 


$152" =u, _ (3) 


откуда получается, что и Зи = δ. 
Наконец, для любого элемента x @ А существует, и притом 
единственная, последовательность (5;) (i М), в которой $; = $ 
п 


при любом in х== > s;ui (mod ш"+!) при любом n>0. Это πο- 
i=0 


лучается непосредственно индукцией по п, так как любой эле- 
мент { из m”t! удовлетворяет некоторому соотношению вида 
t=t'u"tl (mod 1" +?), где Ё — некоторый элемент из $, опре- 


OO 
деляемый единственным образом. Следовательно, x= >) su! 
$=0 


и семейство (s;), удовлетворяющее этому соотношению, таково, 
что $; +5 при любом i определяется однозначно. 


3. Структура локально компактных тел 


Пополнения В и Q, поля Q относительно абсолютных зна- 
чений на Ω, не являющихся несобственными (р — простое число), 
локально компактны. С другой стороны, для любой степени 
д= р! простого числа р поле Е. ((Т)) формальных рядов над 
конечным полем F,, наделенное нормированием, которое было 
определено в примере 9 $3, n°4, локально компактно: дей- 
ствительно, максимальный идеал в кольце нормирования 
Е, [[Т]] порождается элементом Т; известно, что это кольцо 
полно относительно (Т)-адической топологии (гл. III, $ 2, n°6, 
предложение 6) и, поскольку поле вычетов Е, конечно, пред- 


ложение 2, 8 5, n° 1, доказывает наше утверждение. Обратно, 


ТЕОРЕМА 1. Пусть К — недискретное локально компактное 


тело. 
(i) Если К имеет характеристику 0 и если mod, не является 
ультраметрическим абсолютным значением, то К изоморфно 


одному из тел В, С или H. 
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(11) Если К имеет характеристику 0 и если то4к является 
ультраметрическим абсолютным значением, то К представляет 
собой алгебру конечного ранга над р-адическим полем Q,. 

_ (1) Если К имеет характеристику р Æ 0, то оно изоморфно 
телу, имеющему своим центром поле формальных рядов F,((T)) 


(где д— некоторая степень числа р) и ране которого над этим 
центром конечен. 


(i) Из теоремы Островского ($ 6, n° 4, теорема 2) следует, 
что К является топологическим телом, изоморфным всюду 
плотному подтелу в В, С или в H; поскольку К полно, оно 
изоморфно КВ, С или Н. 

(ii) Пусть À — кольцо абсолютного значения modx и т — его 
максимальный идеал. Известно, что A/m является конечным 
полем (§ 5, n°1, предложение 2); следовательно, абсолютное 
значение, индуцированное значением mod, на ©, имеет конеч- 
ное поле вычетов, а это может быть лишь тогда, когда ука- 
занное абсолютное значение эквивалентно р-адическому абсо- 
лютному значению ($ 6, n° 3, предложение 4); замыкание поля Q 
в теле К, следовательно, изоморфно полю Ωρ и содержится 
в центре тела К, ибо центр этот в К замкнут. Доказательство 
заканчивает предложение 2 ΠΠ]. 

(iii) Второе утверждение вытекает из первого и из следствия 
предложения 2 n°2. Для доказательства же первого утвержде- 
ния заметим, что то4к обязательно является ультраметриче- 
ским абсолютным значением ($ 6, n°2, следствие предложе- 
ния 3); в обозначениях доказательства предложения 3 n°2 
центр Z тела К образован элементами, перестановочными одно- 
временно с $ и си; но, в силу ss (3), 


sul = sap" = $, 


так что U7 ΕΞ Z и, следовательно, центр Ζ недискретен. Поскольку 
поле Z локально компактно, наше доказательство свелось 
к случаю, когда К коммутативно. В этом случае Е „-подалгебра 


Е, [$] в К является конечным полем, так как $4-!=1|, и, оче- 
ВИДНО, y?=y для любого элемента этого поля, которое, следо- 
вательно, совпадает с $ и изоморфно полю Ε,, так как $ < Е, [$] 
имеет 4 элементов. Поскольку сумма двух. ‘любых элементов 
из S принадлежит $, отображение, сопоставляющее каждому 

OO со 


формальному ряду 2 ST =F, [[Т]] элемент 2 Ш, является 


биективным aan кольца F,[[7]] на en А. Отсюда 
следует требуемое утверждение. 


Следствие 1. Всякое недискретное локально компактное тело 
имеет конечный ранге над своим центром. 
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СЛЕДСТВИЕ 2. Всякое локально компактное тело связно или 
вполне несвязно. Если оно связно, TO оно изоморфно В, С или Η. 


Действительно, если топология на К определена ультра- 
метрическим абсолютным значением, то К в этой топологии 
вполне несвязно. 


Замечание. Пусть $ — целое число > 0. Подполе Fy ( (Т*)) = Ё 


поля К = Р. ( (Т)) замкнуто в К и e(K/L)=s, f(K/L)=1. Мы, сле- 
довательно, видим, что существуют недискретные замкнутые под- 
поля L поля К для которых e(K/L) (и тем более степень [К : L]) 
является сколь угодно большим числом (в отличие от случая, когда 
поле локально компактно и имеет характеристику 0: здесь всякое ло- 
кально компактное подполе L в таком поле К обязательно содер- 
жит В или Q,, так что в этом случае степень [К :[] оказывается 
ограниченной). 


Упражнения 


1) а) Пусть К — тело, J — топология локально компактного пространства, 
на К, согласованная со структурой кольца на К. Показать, что J согласо- 
вана и со структурой тела на К. (Воспользоваться теоремой Эллиса из 
Topologie génerale, chap. Χ, $ 3, exercice 25, или провести непосредственные 
рассуждения, обратившись к доказательствам из Интегрирования, гл. УП, 
$ 1, n° 10, и доказательству предложения | из настоящего параграфа.) 

6) Привести пример локально компактной топологии на каком-либо 
поле К, которая согласована со структурой аддитивной группы на К, но не 
согласована со структурой кольца на К. (Взять в качестве К поле частных 
компактного целостного кольца А (например, А — кольцо формальных рядов 
Е [Х, У], где Е -— конечное поле), а в качестве фундаментальной системы 
окрестностей нуля в К — окрестности нуля в кольце А.) 

di 2) a) В пространстве В” (n>2) пусть U — непустое открытое мно- 
жество, дополнение к которому также непусто; показать, что граница мно- 
жества U содержит непустое совершенное множество (ср. Общая тополо- 
eus, 1968, гл. 1, $ 9, упражнение 17). 

6) Вывести из упражнения а), что если А — всюду плотное подмножество 
в В", пересекающее всякое совершенное множество в В", то множество А 
CBA3HO. 

в) Показать, что в С существует всюду плотное подполе К, связное и 
локально связное и представляющее собой чисто трасцендентное расширение 
поля Q (воспользоваться Topologie génerale, chap. IX, 2° ed., $ 5, exercice 
188) et c)); построение поля К проводится с помощью трансфинитной 
индукции, причем используется пункт 6) и метод, описанный в Theorie 
des ensembles, chap. II, 2° ed., $ 6, exercice 24). Вывести отсюда, что суще- 
ствует подполе К’ > К поля С, изоморфное (алгебраически) полю В, связное 
и локально связное. 

г) Показать, используя упражнение в), что на С существует топология 
связного и локально связного пространства, согласованная со структурой 
поля, для которой пополнение поля С является алгеброй над С, предста- 
вляющей собой прямой комлозит двух полей, изоморфных С. 

3) Пусть К — вполне несвязное недискретное локально компактное поле; 
пусть А-— кольцо абсолютного значения mod, на К, и пусть И — группа 


единиц кольца А. Для любого целого п>0 обозначим через „U подгруппу 
корней и-й степени из единицы в К, а через И” — подгруппу в U, образо 


ag 
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ванную Π-ΜΗ степенями элементов из U. Показать, что если п не делится 
на характеристику поля К, то U” является открытой подгруппой в И и 


Сага (U/U") = mod, (п). Card (,U) 


(использовать упражнение 14 из Интегрирования, гл. УП, $ 2, упражнение 14) 
и следствие | теоремы 2 Коммутативной алгебры, гл. III, $ 4, n°6, для того 
чтобы показать, что если и! — максимальный идеал в A, то образ при οτ-. 


ображении x— x” множества | + nı? есть 1 + п: ША, если k достаточно велико). 

4) а) Пусть К — поле, Ὁ — нормирование на К, причем К гензелево OTHO- 
сительно Ὁ ($ 8, упражнение 6). Предположим, кроме того, что К и поле 
вычетов À нормирования о имеют характеристику 0. Показать, что сущест- 
вует такое подполе Ko кольца А нормирования Ὁ, что каноническое отобра- 
жение À -> À, ограниченное на Ко, является изоморфизмом K Ha Rk. (Пусть H— 
некоторое подполе в Аи E —ero образ при каноническом отображении в k; 
показать, что если E Ak, то существует такой элемент à 62 Н в А, что под- 
поле Н (а) в К содержится в А и канонически изоморфно подполю E (a), 
где ᾱ — класс элемента A в А; рассмотреть два случая соответственно тому, 
будет & алгебраическим или трансцендентным над Ε.) 

6) Предположим, кроме того, что Ὁ является дискретным нормированием 
и что К полно относительно 9; вывести из пункта а), что К изоморфно полю 
формальных рядов А ((Τ}). 

5) а) Пусть К — поле, Ὁ — нормирование высоты | на К, относительно ко- 
торого К полно, и А— кольцо нормирования dv. Предположим, кроме того, 
что поле вычетов À нормирования Ὁ совершенно и имеет характеристику р > 0. 
Для любого элемента & = k* и любого целого числа n обозначим через хи 


ni n 
элемент из класса ξ в А; показать, что последовательность (x? ) является 
подпоследовательностью Коши в À, предел которой не зависит от выбора 


элементов хи в классах EP ”. Если этот предел обозначить через ф (E), то 
показать, что ф является единственным изоморфизмом и мультипликативной 
группы А” в мультипликативную группу Κ΄, при котором для любого — = k* 
элемент и (Ë) содержится в А и принадлежит классу ξ. 

6) Если К имеет характеристику р, то показать, что ф, продолженный Hak 
с помощью формулы ф (0) =0, является изоморфизмом поля А на некоторое 
подполе в К. Вывести отсюда новое доказательство теоремы | (iii) из n°3. 

в) Предположим, что Ё конечно. Показать, что если г взаимно просто 
с р, то группа (K*)’ г-х степеней элементов из К* имеет конечный индекс 
в К” (воспользоваться леммой Гензеля). Показать, что если, кроме того, 9 
дискретно и К имеет характеристику 0, то тот же результат выполняется 
без ограничения Ha г (заметить, что любой элемент из 1+ р?А является 
р-й степенью). 


$ 10. Продолжения нормирования на трансцендентное 
расширение 


1. Случай моногенного трансцендентного расширения 


JIEMMA. 1. Пусть К — поле, Ὁ — нормирование на K, Г — группа 
порядков этого нормирования, 1’ -- совершенно упорядоченная 
группа, содержащая Г, и &— некоторый элемент из Г’. Тогда 
существует, и притом единственное, нормирование w поля К (Х), 
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при котором для любого многочлена Р= Ха! (a; = K) вы- 
полняется равенство w (Ρ) = ini (υ (a;) + jé). 
; j 

B силу предложения 4 $ 3, n°2, достаточно доказать, что 

формула 
ζω (2 a;X") = inf (о (a) +7) 
J J 

определяет некоторое нормирование кольца K[X]. Поскольку 
v (a; В) + 15 Sint (о (a;), υ (ὁ) + 7§ = int (9 (aj) +, 96) + jé), 


имеет место неравенство 


ὦ (Ρ 1-0) > ini (w (Ρ), w (Q)) (2) 
для Р, О из K[X], причем если w (Р) = w (0), το справедливо 
равенство. 

Докажем, что 
ὦ (Ρ 1- ϱ) 5» ini (w (Р), w (Q)) (9) 


для Р= Зах! и Q = 2b;X1. Пусть i (соответственно À) — наи- 
j Er 

меньшее из целых чисел |, для которых Ὁ (a;) + jE (COOTBETCT- 

венно о (b;) + |=) принимает минимальное значение. Обозначим 


через a (соответственно через В) это минимальное значение. 
Для |, Г из М имеем 


w(ajbyX!*") = о (a) + jE+0(b;)+jE>a+p, 


откуда W (РО) а- В в силу формулы (2). Рассмотрим теперь 
+R ᾿ 
член cX’"” степени i+k в РО; имеем с = disn0p-ns-B CHAY 
nez 
выбора чисел [и К, элемент 


w(airnbe-nX = 0 (а) От ME + (bpp) + (R—N)E 


принимает ровно один раз — при n=O—cBoe наименьшее 3Ha- 
i+k 
чение а - В; следовательно, w (cX'* )=a+B, откуда, в силу (1), 


Ὁ (PQ) =а +В =з (P) + w (Q). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть К — поле, v — нормирование на К, 
Г — группа порядков этого нормирования, Г’ — некоторая совер- 
шенно упорядоченная группа, содержащая Г и E — такой элемент 
из Г’, что из соотношений ПЕЕГ, n=Z, следует, что п=0. 
Toeda существует, и притом единственное, нормирование w поля 
К(Х) со значениями в Г’, продолжающее υ, для которого 
Ὁ (Х) =Е. Поле вычетов нормирования W равно полю вычетов 


+ ПРОДОЛЖЕНИЯ НОРМИРОВАНИЯ 529 


нормирования UV и его группой порядков служит ορ ἄρ. 
Г-+ Е в Г". 

Докажем сначала единственность нормирования w. Пусть 
P= Ха,Х! — произвольный элемент из K[X]. Тогда w(a;X/)=— 


J ; 
=v (αῃ) + j&; это показывает, что одночлены A;X’, для которых 
a; # 0, имеют различные значения относительно w. Отсюда 
получается, что Ὁ (Р) = in! (о (a;) + j&), а это одновременно дока- 


зывает единственность нормирования w на K[X] (следова- 
тельно, и на К (X)) и тот факт, что группа порядков нормиро- 
вания w равна Г- 7Е. Кроме того, видно, что если P =2 0, το 
можно записать Р=аХ" (1+ п), где ae К*, пе М, ueK(X) и 

τω (и) >0; любой элемент RO из К (X) можно, следовательно, 
записать в виде ЮВ =ЬХ” (1 + и’), где DEK’, пЕЙ, w EK(X) 

το (и’)>0; имеем w(R)=v(b)+n£ Следовательно, w (R) = 
тогда и только тогда, когда о (5) =0 и п=0. Таким образом, 
когда w(R)=0, R u b сравнимы по модулю идеала нормиро- 
вания W, а это показывает, что поле вычетов нормирования W 
равно полю вычетов нормирования UV. 

Наконец, существование нормирования W следует из леммы |. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть К — поле, Ὁ — нормирование на К, Г- 
группа порядков этого нормирования и k—eeo поле вычетов. 
Тогда существует, и притом единственное, нормирование W поля 
K(X), продолжающее υ, для которого w (Χ) =0 и образ Ё эле- 
мента X в поле вычетов Е’ нормирования в трансцендентен 
над К. Группа порядков нормирования w равна группе порядков 
нормирования Ὁ и поле вычетов для есть kt). 


Для доказательства единственности & достаточно показать, 
что если Р = Z ayX! — ненулевой элемент из K[X], το 


w (P) = inf (о (a;)). 
j 


Умножая P на некоторый элемент из К”, можно добиться 
того, что о (а;) 0 при всех |, причем один из элементов v (а;) 


в точности равен нулю. Поскольку Ὁ (Χ) =0, Р принадлежит 
кольцу нормирования W; обозначая через A; канонический 
образ элемента а; в поле À, мы получим, что образ элемента P 


в k’ имеет вид Хан. Так как { трансцендентен над À и один 
j 
из элементов G; не равен нулю, TO указанный образ отличен 
от нуля, откуда | 
w (Ρ) -- 0 = ini (о (a;)). 
j 
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Докажем теперь существование нормирования w. Формула 
w (P) = inf (v (a,)) (при Ρ-- δ) a;X'\ определяет некоторое норми- 
: 


| J 
рование w поля K(X), в силу леммы 1, и, очевидно, это w 
имеет ту же группу порядков, что u v. Тогда  (Х) = 0. Покажем, 
что канонический образ { элемента À в поле вычетов А’ норми- 


рования W трансцендентен над À. Действительно, если > ἂμ! =0, 


J 
где aj; =k для любого |, то, обозначив через а; какой-либо 
представитель класса а; в кольце нормирования 9, получим 


w (> a,X')>0, откуда v(a;)>0 для каждого j; следовательно, 
j 


a; =0 для любого |. Наконец, покажем, что Е’ =k (f). Действи- 
тельно, всякий элемент Ю из К(Х) можно записать в виде 


Кс [З ах (вх), где с, a, 6, лежит в К, v(a) >0и 


v(b;) >0 для любого | и один из элементов у (а;), а также 
один из элементов U(b;) отличен от нуля. Имеем в (ВЮ) >20 


тогда и только тогда, когда Ὁ (ο) >20. Обозначая через [ кано- 
нический гомоморфизм кольца нормирования w на поле À’, 
получаем, что 


F(R) =F (9 (Рад!) (1); 


это и доказывает наше утверждение. 


Замечание. Не следует полагать, что теми двумя типами 
продолжений нормирования Ὁ Ha поле К(Х), с которыми мы 
встретились, исчерпываются все продолжения: может существо- 
вать еще и третий тип продолжения, при котором Г”/Г является 
группой кручения, а Rk’ — алгебраическим расширением (He обя- 
зательно имеющим конечную степень) поля À. К этому третьему 
типу не всегда можно прийти с помощью процесса, описанного 
леммой 1 (ср. $ 3, упражнение |). 


2. Рациональный ранг коммутативной группы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Рациональным рангом коммутативной 
группы G называется размерность векторного Q-npocrpancrea 
G @z Q. 


Эта размерность может быть также определена как верхняя 
граница (конечная или бесконечная) таких кардинальных чисел г, 
что существует г элементов из G, линейно независимых над Z 
(Algébre, chap. II, 3° éd., 8 7, n° 10, proposition 26). Рациональ- 
ный ранг группы С равен нулю тогда и только тогда, когда @ 
является группой кручения. Для произвольной подгруппы адди- 


2 ПРОДОЛЖЕНИЯ НОРМИРОВАНИЯ 531 


тивной группы В” значение рационального ранга совпадает со 
значением, определенным в Общей топологии, гл. УП, 8 1. 

На протяжении этого параграфа мы будем обозначать 
через r(G) рациональный ранг коммутативной группы G. Если © 
С’ — подгруппа в G, то (ввиду того что Ω — плоский 7-модуль) 
выполняется формула сложения 


r(G)=r(G’)+r(G/G’). (4) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть G — совершенно упорядоченная KOM- 
мутативная группа и Н - подгруппа в ней. Если h(G) и h(H) 
обозначают высоты групп G и Н ($ 4, n° 4), то имеет место 
неравенство 

й (С) < в (Η) + г (СИН). (5) 


Пусть, в самом деле, GG... < С, - строго возра- 
стающая последовательность изолированных подгрупп в С. 
Требуется установить неравенство 


п<й(Н) + г(С/Н). (6) 


Оно очевидно при п=0. Предположим, что и > 1, и будем 
рассуждать индукцией по rn. Применяя предположение индукции 
к группе G,_,; и ее подгруппе H {|} G,-,, мы получаем 


n—1<h(ANG,-1) +r(Gr-1/(HN Gi). (7) 
Будем различать два случая: 
а) Имеет место равенство Н [Г] G,_,=H; другими словами, 
H << G,„-ı. Неравенство (7) записывается так: 
n<h(H)+r(G,„-/H)+1. (8) 


Ho G/G,„-ı является совершенно упорядоченной группой, He 
равной нулю; следовательно, эта группа не является группой 
кручения и r(G/G,_,) > 1. Отсюда, в силу формулы (4), следует, 
что r(G/H)>r(G,„-,/H) +1. Подставляя это в (8), получим иско- 
мое неравенство (6). 

6) Имеет место соотношение H [| G„-, 7 H. Поскольку AN G,_, 
является изолированной подгруппой в Н, мы получаем, что 
h(H)>h(HNG,-)+1. С другой стороны, очевидно, что 
r(G/H)Zr(G,-/(HNG,-,)). Подставляя это в (7), получаем 
снова (6). 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ. Для любой совершенно упорядоченной коммута- 
тивной группы G имеет место неравенство h(G)<r(G). 


Для доказательства надо положить Н = {0} в предложении 3.. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть G — совершенно ‘упорядоченная ком- 
мутативная группа. Предположим, что›@ имеет конечный тип. 


и что h(G)=r(G). Тогда группа @ изоморфна группе LEE uno 
рядоченной СО A 


Положим r=r(G)=h(G). Если.г=0, то С = {0}: Если ;--]- 
то структура коммутативных групп конечного типа показывает, 
что существует изоморфизм [ группы G на Z (Алгебра, гл. УП, 
$ 4, n°6, теорема 3). Однако Z обладает только двумя струк- 
турами совершенного порядка, согласованными со структурой 
группы, а именно обычной структурой и противоположной к ней. 
Следовательно, | или —J представляет собой изоморфизм упо- 
рядоченной группы G на группу Z, наделенную обычным 
порядком. ; 

Предположим теперь, что r>2 и будем рассуждать индук- 
цией по г. Пусть À — изолированная подгруппа BG высоты г — 1. 
Имеют место равенство r(H)+r(G/H)=r (формула (4)), нера- 
венство r(H)>h(H)=r—1 и неравенство r(G/H)>h(G/H)=1 
(следствие из предложения 3), откуда г(Н) =г-— Г иг(@/Н) = 1. 
Предположение индукции показывает, что À изоморфна 
группе το упорядоченной лексикографически, и случай г= 1 
показывает, что группа G/H изоморфна Z. Так как Z является 
свободным #1-модулем, TO À является прямым слагаемым 
группы G (Algébre, chap. II, 3° éd., $ 1, n° 11, proposition 21). 
Следующая лемма показывает, что группа G изоморфна; 
(не канонически) лексикографически упорядоченному прямому 
произведению H Χ (С/Н), а это завершает доказательство. 


ЛЕММА 2. Пусть H - изолированная подгруппа совершенно: 
упорядоченной коммутативной группы а. Если Н является пря- 
мым слагаемым в G, то упорядоченная группа G изоморфна 
группе (G/H) X H, упорядоченной лексикографически. 


Пусть | — изоморфизм группы С (Н) Χ Н на С, при котором 
7 (0, х)=х для любого x = H и элемент j(y, x) является пред- 
ставителем класса у группы G по модулю Н. Так как группа 
(G/H) X H совершенно упорядоченна, то остается показать, что 
отображение ] является возрастающим (Théorie des ensembles, 
chap. III, 2° éd., $ 1, n° 12, proposition 11). Пусть (y, x) — произ- 
вольный элемент >0 из группы (G/H) X ΗΠ), упорядоченной 
лексикографически. Если y>0, то класс элемента j (y, x) πο 
модулю FH положителен, откуда следует, что j (и, x) > 0, ибо 
в противном случае имело бы место неравенство y 0 ($ 4, n°2, 
предложение 3). Если y=O их > 0, то | (у, х) =х20. Следова- 
тельно, изоморфизм | — возрастающий. 
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3. Случай произвольного трансцендентного расширения 


В этом n° мы будем использовать следующие обозначения: 
К — поле, K’— расширение поля К, ч— нормирование на К, 
9’ — некоторое продолжение Ὁ на К”, Ги К (соответственно Г” 
и ^’) —группа порядков и поле вычетов нормирования о (соот- 
ветственно 9’). Положим 

d(K’/K)= dim aly К’ = степень трансцендентности поля К” 

над К; 

s(v’/v)=dim а1, k’ = степень трансцендентности поля к’ над К; 

r(v’/v) = г (Г”/Г) = рациональный ранг группы Г”/Г; 
при этом предполагается, что правые части конечны. Если xe 
это не так, то положим d (K’/K) = + со (соответственно $ (v’/v) = 
= + 00; Г /0)= {568}. 

ТЕОРЕМА 1. /IycTb X, ..., X; — элементы кольца нормирова- 
ния 9’, канонические образы X; которых в Е’ алгебраически неза- 
висимы над k, U Yı, ..., у, — такие элементы из К’, что канони- 
ческие образы элементов v’(y,) в факторгруппе I’ линейно- 
независимы над 2. Тогда г-+ $ элементов X, ..., Xs, Yi, ...» Yr 
поля К’ алгебраически независимы над К. Ограничение норми- 
рования 0’ Ha поле К, г... 85:01 + +05 Ur) meen Они... Ἐν) 
в качестве поля вычетов ul +Zv’ (y;)+ ... + Zu’ (y,) в качестве: 
группы порядков. 

Наше утверждение очевидно, если г+$=0. Будем paccy- 
ждать индукцией по r+s. Если r’ <r, s’ LSAO<r'+s Lr+s, 
то предположение индукции показывает, что условия теоремы 1 


будут выполнены, если заменить К на K(X), ..., Χ., У» ..., y,,) 
и семейство, x) (Ире. y) на (rss sx) 
(Уи es 9,). Мы пришли, таким образом, к необходимости 


рассмотреть два следующих случая: 

а) Имеется такой элемент X кольца нормирования V’, что x 
трансцендентен над À; надо доказать, что X трансцендентен 
над К и что ограничение нормирования 9’ на К (x) имеет R (x) 
в качестве поля вычетов и Г в качестве группы порядков. 

6) Имеется такой элемент у из К”, что из соотношений 
по’ (у) ET и ne&Z вытекает, что n=0. Надо доказать, что у 
трансцендентен над К и что ограничение нормирования о’ на К (y) 
имеет А в качестве поля вычетов иГ-+ Ζ τ’ (y) в качестве группы. 
порядков. 

Но предложение | $ 8, n° 1, показывает, что x (соответ- 
ственно y) не может быть алгебраичным над К. Прочие же 
утверждения из а) (соответственно из 6)) немедленно устанав- 
ливаются с помощью предложения 2 (соответственно предло- 
‚жения 1) n°1. 
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СлЕеДСТВИЕ |. Имеет место неравенство 


s(v’/v) + г (υ΄/υ) < d (КУК). (9) 


Кроме того, если К’ является расширением конечного типа 
поля К и если в (9) имеет место равенство, то Г’/Г представляет 
собой 7-модуль конечного типа, а Е’ является расширением 
конечного типа поля К. | 


Пусть г и $— такие натуральные числа, что r<r(v’/v) и 
s<s(v’/v). Покажем, и этим будет установлено (9), что г + $ < а. 
По условию существуют элементы χι, ...» Xs, И» ..., Yr ПОЛЯ Κ΄, 
удовлетворяющие предположениям теоремы 1. Они, следова- 
тельно, алгебраически независимы над К, что и доказывает 
неравенство г + $ <а(К’/К). 

Если К’ является расширением конечного типа поля К, то 
число d(K’/K) конечно; следовательно, конечны также и числа 
s(v’/v) и r(v’/v). Обозначим их через $ и г. Существуют эле- 
менты х,,..., Xs. Yi, cs Ur Поля К’, удовлетворяющие пред- 
положениям теоремы 1. Если r+s=d(K’/K), то эти элементы 
образуют базис трансцендентности поля К’ над К и, следова- 
тельно, К’ является алгебраическим расширением конечной сте- 
пени поля К” =К (x, ..., y,). Пусть Г” и Е” — группа порядков 
и поле вычетов ограничения нормирования 9’ на К”. В силу 
теоремы 1, группа Г”/Г представляет собой 7-модуль конечного 
типа и Rk” является чистым расширением конечного типа поля К. 
С другой стороны, поскольку К’ является алгебраическим рас- 
ширением конечной степени поля К”, группа Г”/Г” конечна, 
а поле k’ есть алгебраическое расширение конечной степени 
поля К” ($ 8, n° 1, лемма 2). Этим доказано следствие |. 


_ CuEucTBHE 2. Пусть h u h’— высоты нормирований Ὁ u v’. 
Тогда имеет место неравенство 


ϑ(ο΄/υ) +в < а (КК) +h. (10) 


Действительно, в силу предложения 3, имеет место нера- 
венство h’ <r(v’/v) +h. | 


СледствиЕ 3. Предположим, что К’ является расширением 


конечного типа поля К, что группа Г изоморфна группе 7 
(упорядоченной лексикографически) и что в (10) имеет место 


равенство. Тогда группа Г’ изоморфна группе 2° (упорядочен- 


ной лексикографически) u поле Е’ является расширением конеч- 
ного типа поля k. 


Если в (10) имеет место равенство, то имеет место равенство 
ив (9), откуда следует, что β΄ есть расширение конечного типа 
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поля k, a I’ представляет собой 7-модуль конечного типа. 
Далее, сравнивая (9) и (10), мы видим, что h’—h=r (l/l), 
откуда h’=r(l’) и предложение 4 (n° 2) показывает теперь, 
что Г’ изоморфна группе 7”, упорядоченной лексикографически. 


СЛЕДСТВИЕ 4. Предположим, что нормирование Ὁ является 
несобственным (так что Е =К). Тогда 


h (07) + d(R’/K) < г (10 +d (Rk’/K) Sd (K'/K). (11) 
Если, в частности, нормирование Ὁ’ имеет высоту |, TO 
а (k’/K) <d(K’/K) — 1. (12) 


Кроме того, если К’ является расширением конечного типа 
поля К и если в (12) имеет место равенство, TO 5’ пргдставляет 
собой дискретное нормирование и К’ является расширением 
конечного типа поля К. 


Все эти утверждения представляют собой серию частных 
случаев следствий |, 2, 3. 


Упражнения 


1) Пусть К — поле, Р — простое подполе в К. Абсолютной размерностью 
поля К называется число dim al, K, если Р имеет характеристику р > 0, 


и число dim al, К+1, если Р имеет характеристику 0. Пусть о — норми- 
рование К, À — его высота, г — его рациональный ранг и kÀ — его поле вычетов. 

а) Предположим, что абсолютная размерность п поля К конечна. Тогда 
если $ — абсолютная размерность поля А, TO r+s<n. 

6) Предположим, кроме того, что К является расширением конечного 
типа поля Р. Тогда, если r+s=n, то А представляет собой расширение 
конечного типа своего простого подполя и группа порядков нормирования Ὁ 
изоморфна группе Z’; если A+s=n, то Ё является расширением конечного 
типа своего простого подполя и группа порядков нормирования Ὁ изоморфна © 
группе Ζ΄, упорядоченной лексикографически. Наконец, если s=n—1, то v 
является дискретным нормированием и À является расширением типа своего 
простого подполя. | 

Ч 2) Пусть К -— поле, Ὁ — нормирование на К, L— расширение поля К, 
vu’ — нормирование на L, продолжающее v; говорят, что L является непо- 
средственным (относительно 9’) расширением, если e(v’/v)=f(v'/v) = 1. 


Пополнение К поля К является непосредственным расширением поля К. 

a) Для того чтобы L было непосредственным расширением поля К, He- 
обходимо и достаточно, чтобы для любого x = L — К существовал такой 
элемент уе К, что v’(x—y)>v (κ). 

6) Показать, что для любого поля К существует максимальное непо- 
средственное расширение L поля К, т. е. такое расширение, которое не 
имеет никакого непосредственного расширения, кроме самого себя (восполь- 
зоваться упражнением 36) $ 3). 

в) Показать, что если К линейно компактно относительно топологии, 
определенной нормированием 9, то оно не имеет непосредственных расши- 
рений, отличных от самого себя (воспользоваться пунктом а), заметив, что 
в обозначениях из этого пункта множество значений 9’ (х — и), где уе К, 
не имеет наибольшего элемента в группе значений нормирования у’). 


536 Mie ar НОРМИРОВАНИЯ _ ГЛ. У, § 10 


г) Предположим, что К не является линейно компактным; пусть 
В- вполне упорядоченное подмножество группы порядков нормирования Ὁ 
и (ав)в=в` Такое семейство элементов из К, что при A<u<v 


υ (a, — a) oo (a, —a,), 


HO при этом He существует такого x = К, что v(x—a,)=v (a, — a т для 
‚любой пары (A, u) с условием À < u. Для любого расширения Е nome K 
и любого продолжения W нормирования 9 на Е обозначим через D; (A) 
‘`множество таких 2€ Е, что 9 (z—a,) => Yy где YA — общее значение HOPMH- 
рований Ὁ (a, — αμ) при À < u; предположение, следовательно, заключается 


в том, что N) Dz (6) = @ ($ 5, упражнение 5a) ). Пусть Q — алгебраическое 
B=B 

замыкание поля К, и пусть Up — некоторое продолжение нормирования Ὁ 

‘на ©. Показать, что если Р— многочлен из К [X], то для существования 

‘такого элемента Ле В, что v(P (а,)) =v(P(a,)) для любого À < μ, необхо- 


ΠΗ͂ΜΟ H достаточно, чтобы ни один из нулей многочлена P, лежащих в Q, 

не принадлежал множеству N D, (В). Если Р обладает этим свойством 
BEB 

и если Е и W имеют TOT же смысл, что и выше, то показать, что для лю- 

-бого г = П Di. (В) имеет место соотношение w (P (2) — P (ay))>w (P (z))= 


= ka. как только и достаточно велико (разложить P(X) на множи- 
тели в кольце © [Х]). Вывести отсюда, что имеет место одна из следующих 
ситуаций: 
1° Или Г Ро (В) == ©, и если 0 — какой-нибудь элемент из этого пере- 
BEB 
сечения, степень которого над К является наименьшей из всех возможных, 
то К (0) есть непосредственное расширение поля К, отличное от К. 


2° Или N Ро (В) = ©); в этом случае имеется такое нормирование ζ΄ 
BEB 

поля K(X), продолжающее v, что v’ (P (X)) = v (P (ay)) при достаточно боль- 
ших u u K(X), наделенное нормированием Ὁ’, является непосредственным 
‘расширением поля К (воспользоваться критерием пункта а)). 

д) Вывести из пункта в) и г), что для линейной компактности К необ- 
ходимо и достаточно, чтобы поле К не имело непосредственных расширений, 
-OTJIHYHbIX от него самого. 


ГЛАВА.-УЦП 
ДИВИЗОРЫ 


Предполагается, что все кольца, рассматриваемые в этой 
главе, коммутативны и обладают единичным элементом, а также 
что все гомоморфизмы колец переводят единичный элемент 
в единичный. Кроме того, предполагается, что любое подкольцо 
кольца А содержит единичный элемент из А. 


$ 1. Кольца Крулля 


1. Дивизориальные идеалы целостного кольца 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. /Iycre А- целостное кольцо, К —его поле 
частных. Дробным идеалом кольца А (или поля К, если допу- 
скать некоторую вольность речи) называется любой А-под- 
модуль я поля К, для которого существует такой элемент AOD 
из À, что di € À. 


Любой А-подмодуль A конечного типа в К представляет 
собой дробный идеал; в самом деле, если (а;), <; <„-— система 
образующих модуля A, то можно записать a; = b;/d;, где В; А, 
dA и: 4:0; если d=edi:...+d, Το: ясно, что da € A, 
В частности, моногенные А-подмодули в К являются дробными 
идеалами (напомним, что в Алгебре, гл. VI, $ 1, n°5, они Ha- 
зывались дробными главными идеалами). Если À — нётерово 
кольцо, то любой дробный идеал есть А-модуль конечного типа. 
Любой А-подмодуль дробного идеала кольца А является 
дробным идеалом. Любой идеал в А является дробным идеалом. 
Чтобы избежать путаницы, в этом случае говорят также, что 
указанные идеалы являются целыми идеалами кольца А. 

Мы будем обозначать через / (À) множество ненулевых дроб- 
ных идеалов кольца À. Если заданы два элемента à, В из [(А), 
то через а< В (или через b >a) будет обозначаться отношение 
„любой дробный главный идеал, содержащий а, содержит также 
и b“. Ясно, что это отношение является отношением предпорядка 
на множестве / (А). Обозначим через Ю ассоциированное отно- 


538 ДИВИЗОРЫ ГЛ. УИ, § 1 


шение эквивалентности „а < b Ἡ b « a“ (Теория множеств, гл. III, 
$ 1, n°2) и через О (А) — фактормножество /(A)/R; мы будем 
называть элементы из D(A) дивизорами кольца À и для вся- 
кого дробного идеала a =/(À) будем обозначать через diva 
(или через div,a) канонический образ элемента à в множестве 
D(A); элемент diva мы будем называть дивизором идеала а. 
Если a= Ах — дробный главный идеал, TO мы будем писать 
div(x) вместо ἀῑν (Ах); элемент div(x) называется дивизором 
элемента х; элементы множества D (À) вида div (x) называются 
главными дивизорами. При переходе к фактормножеству от- 
ношение предпорядка < Ha [(А) определяет на D(A) отноше- 
ние порядка, которое мы будем обозначать через <. 

По условию для всякого а=[(А) существует такой эле- 


| 
мент 45=0 из À, что ас Ad ; следовательно, пересечение а 
главных дробных идеалов, содержащих A, является элементом 
из / (А). Ясно, что отношение à < В эквивалентно отношению 


а D Ὁ; в частности, соотношение A >В влечет за собой а < b. 
Для того чтобы два элемента a, В из /(A) были эквивалентны 


по модулю R, необходимо и достаточно, чтобы à = δ. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Дивизориальным дробным идеалом кольца А 
называется всякий элемент a из [(Α), для которого а=а. 


Иначе говоря, дивизориальный идеал — это ненулевое пере- 
сечение непустого семейства главных дробных идеалов. Всякое 
ненулевое пересечение дивизориальных идеалов является диви- 
зориальным идеалом. Если &— дивизориальный идеал, TO 
таким же будет и любой идеал ax, где хе Κ᾿, так как ото- 
бражение b—bx представляет собой биективное отображение 
множества дробных главных идеалов на. себя. Для всякого 


ael(A) дробный идеал а является наименьшим дивизориаль- 
ным идеалом, содержащим а, и он эквивалентен а по модулю R. 
При этом если b — некоторый дивизориальный идеал, эквива- 


лентный ἃ по модулю К, TO a = D = b. Следовательно, à является 
единственным дивизориальным идеалом В, для которого diva= 

=divb (другими словами, ограничение отображения A —> diva 
на множество дивизориальных идеалов инъективно). 

Пусть a u В— два дробных идеала в К. Напомним (гл. I, 
$ 2, n°10), что через b: a обозначается множество таких эле- 
ментов хе К, для которых ха <b. Очевидно, это множество 
является А-модулем; если Ве (А) и ace 1 (A), то В: acl (А); 
действительно, если 4 — ненулевой элемент из À, для которого 
dbc Au daca, и если a — какой-нибудь ненулевой элемент 
из а, то da(b: a) < A; с другой ie если b 0 πρβμοκλόκετς, 
ΤΟ ῥάα < В, так что бдЕВ: аи bias. 
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Определение множества В:а может быть также записано 


в виде: 
N Br”, (1) 
A0 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. а) Если b— дивизориальный идеал и если 
ae@el(A), то bia является дивизориальным идеалом. 

6) Пусть a, ὃ принадлежат I (À). Для того чтобы div я = div b, 
необходимо и достаточно, чтобы À :a = À : b. 

в) Для любого a = (А) имеет место равенство à = А: (A : 4). 


Утверждение а) немедленно вытекает из формулы (1), так 
как если В — дивизориальный идеал, то дивизориальным будет 
и bx~! для любого x = 0. 

Для доказательства утверждения 6) обозначим через Р (а) 
множество дробных главных идеалов, содержащих а; соотно- 
шение Axe P(a) эквивалентно соотношению ха < А и, сле- 
довательно, соотношению хе А:а. Поскольку diva=divb, 
по определению, эквивалентно соотношению Р (a) =Р (5), оно 
эквивалентно и соотношению А:а= А: Dd. 

Наконец, ввиду того что A (À : a) C À, имеет место включение 
ас А: (А:а). Заменяя в этой формуле а на Αα, мы видим, 
что А:ас А: (А: (А: а)); с другой стороны, из acA:(A:a) 
следует, что 


А: «> А: (А: (А: я)). 


Следовательно, А: а=А:(А:(А:а)) и из утверждения 6) выте- 
кает, что Ч1у а = 41 (А: (А: а)). Поскольку А:(А: a) есть AHBH- 
зориальный идеал в силу a), имеет место равенство я = А: (А: а); 
тем самым утверждение в) доказано. 


Замечание. В процессе предыдущего доказательства мы 
получили, что А:а=А:(А:(А:а)) для идеала а= (А); это 
является частным случаем предложения 2 из Théorie des епзет- 
bles, chap. III, 3° ἐά., $ 1, n°5, proposition 2. 


IIPENNOXKEHHE 2. (i) В D(A) всякое ограниченное сверху не- 
пустое множество имеет верхнюю границу. Точнее говоря, если 
(αι) — непустое ограниченное сверху семейство элементов из | (A), 


ΤΟ 
sup (diva,) = div Fl A, | : 
: ι 


(ii).B D(A) всякое ограниченное снизу непустое множество 
имеет нижнюю границу. Точнее говоря, если (αι) — непустое огра- 
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ниченное снизу семейство элементов из I(A), το 
inf (div αἱ) = div (2 αι] 
L L 


(111) Множество Ὦ (Α) решеточно-упорядочено. 


Пусть (αι) — ограниченное сверху непустое семейство элемен- 
тов из 1[(А). Утверждение, что некоторый дивизориальный 
идеал. ὃ ограничивает сверху это семейство, равносильно тому, 
что он содержится во всех A, т. 6. В содержится в N. Сле- 


ι 


довательно, N а, 52 (0) u N A, представляет собой дивизориаль- 
L L 
ный идеал; тем самым утверждение (i) доказано. 
Пусть теперь (αὶ) — непустое ограниченное снизу семейство 
элементов из / (А). Утверждение, что некоторый дивизориаль- 
ный идеал Ὁ ограничивает снизу это семейство, равносильно 


тому, что OH содержит все-а,, т. 6. (поскольку идеал b дивизо- 


риальный) что он содержит все а,, а это означает, что В > = a; 
L 


Таким образом, доказано (ii). 

Наконец, для доказательства утверждения (111) достаточно, 
в силу (i) и (iii), доказать, что если a, В принадлежат / (À), To 
множество {а, 5} является одновременно ограниченным сверху 
и снизу. Ho оно ограничено сверху элементом Af)b (который 
отличен OT (0)) и ограничено снизу элементом A +6, так как 
а+Бе/ (А): в самом деле, если 4 и 4’— ненулевые элементы 
из À, для которых da € Аи d'bE А, To dd’(a+b)e À. 


СледствиЕ. Если x, y и x+y лежат в K*, то div (x + y) > 
> inf (div (x), div (и). 


Действительно, À (x+y) € Ax+ Ау; следовательно, div (x+y)> 
> div (Ax + Ay). 


2. Структура моноида na D(A) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть a, a’, В, Б’— некоторые элементы 
из Г(А). Соотношения a>w ἡ Ὁ» влекут за собой ab > α’θ'. 


Можно ограничиться случаем В=!. Пусть Ax — дробный 
главный идеал, содержащий a’b; для любого ненулевого эле- 
мента y из Ὁ имеет место включение Ах Day; следовательно, 
Аху' > a, откуда Аху Dau Ах > ау. Варьируя и, мы видим, 
что Ах > ab, откуда ab > a’b. 


Us предложения 3 следует, что умножение в / (А) при пере- 
ходе к фактормножеству определяет некоторый закон компози- 
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ции на D (À), который, очевидно, ассоциативен и коммутативен. 
Будем записывать его аддитивно, так что 


div (ab) = div (a) + div (6) | (3) 


для любых а, b из /(A). Ясно, что ἀῑν (1) является нейтраль- 
ным элементом относительно этого сложения; будем обозначать 
его символом 0. Предложение 3 показывает, кроме того, что 
структура порядка Ha D(A) согласована с этим сложением 
{Алгебра, гл. VI, $ 1, n° 1); точнее говоря, имеют место COOT- 
ношения (n° 1, предложение 2 (ii)): 


inf (diva+divb, ἀῑν α - ἀῑν 9 = inf (div (ab), div (ac)) = 
= div (ab + ας) = div (а (6+ c)) = div a + div (b+ 9 = 
= diva +ini (div b, div c). 


Для Toro чтобы дробный идеал à = 0 был таким, что diva >0 
в D(A), необходимо и достаточно, чтобы Ὡς À (иначе говоря, 
чтобы я был целым идеалом кольца À). 

Для любых двух элементов х, y из К” соотношение div (x) = 
= div (y) эквивалентно соотношению AX = Ау; множество глав- 
ных дивизоров кольца À, наделенное отношением порядка и 
законом композиции моноида, индуцируемыми соответствую- 
щими структурами множества D(A), является упорядоченной 
группой, канонически изоморфной мультипликативной группе 
дробных идеалов главных идеалов, упорядоченной отношением 
порядка, обратным включению (Алгебра, гл. IV, ἃ 1, n° 5). По- 
этому отношение $ 


„существует такой хе К”, что P=Q+div(x),“ 


между двумя элементами Р, О из D(A) является отношением 
эквивалентности, так как соотношение Р= 0 + 4 (х) эквива- 
лентно соотношению Q=P+div(x—!); если Р и О сравнимы по 
модулю $, то говорят, что они являются эквивалентными диви- 
зорами кольца А. Кроме того, ясно, что отношение $ согла- 
совано с законом композиции моноида D(A); следовательно, 
последний закон композиции определяет при переходе к фактор- 
множеству структуру моноида на D(A)/S; этот моноид назы- 
вается моноидом классов дивизоров кольца А. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть a, b— два дивизориальных дробных 
udeara кольца А. Следующие свойства эквивалентны: 

a) div(a) и ἀῑν (6) являются эквивалентными дивизорами; 

6) существует такой элемент x = К", что В = ха. 


Действительно, если ἀῑν (5) = ἀῑν (а) + ἀῑν (х) при некотором 
xeK”", то ах (5) = м (ха) и, поскольку В и xa — дивизориаль- 
ные идеалы, имеет место равенство В = ха, что и доказывает 
предложение. 
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Пусть а — обратимый дробный идеал (гл. II, $ 5, n° 6); тогда 
а=Д: (А: я) (loc. cit, предложение 10); следовательно, а является 
дивизориальным идеалом (n° |, предложение |). Группа J (A) 
обратимых дробных идеалов отождествляется, следовательно, 
с некоторой подгруппой моноида D(A) и канонический образ: 
группы 7 (А) в О (А)/$ отождествляется с группой классов проек- 
тивных А-модулей ранга 1 (ra. Il, $5, n°7, следствие 2 пред- 
ложения 12 и замечание 1). 


ТЕОРЕМА 1. Пусть A-— целостное кольцо. Для того чтобы 
моноид D(A) дивизоров кольца А был группой, необходимо и 
достаточно, чтобы А было вполне целозамкнуто. 


Предположим, что D(A) является группой. Пусть x E K; 
допустим, что А[х] содержится в некотором А-подмодуле конеч- 
ного типа поля К. Тогда, как мы видели (n° 1), а = А[х] является 
элементом из [(А). Имеет место включение XA GA; следова- 
тельно, div(x) + ἀῑν (а) > ἀῑν (а). Так как D (А) — упорядоченная 
группа, то мы заключаем, что div (x) > 0, откуда хе A. Таким 
образом, кольцо А вполне целозамкнуто (гл. V, $ 1, n° 4, опре- 
деление 5). | 

Обратно, предположим, что кольцо А вполне целозамкнуто. 
Пусть я— произвольный дивизориальный идеал. Мы сейчас no- 
кажем, что Чу я - 41 (А: а) =0; тем самым и будет доказано, 
что D (А) является группой. Поскольку а (А: а) < À, достаточно 
(n° 1) показать, что любой дробный главный идеал Axt, co- 
держащий a(A:a), содержит также и А. Ho для уеК” соот- 
ношение Ay = а означает, что у! Е А:а, откудау ас а(А:а)<= 
< Ах-!; следовательно, ха © Ау. Поскольку а является дивизо- 
риальным идеалом, отсюда вытекает включение ха CA, откуда 
x'aca при любом NEN. Существуют такие элементы Χρ, X 
из К”, что Ажсас Ах;; следовательно, х”х, € Αχι, так что 
x" & Αχ,χτ'. Поскольку А вполне целозамкнуто, то x E À, τ. е. 


Ах! > А; доказательство закончено. 

Следует отметить, что если А вполне целозамкнуто (и даже 
нётерово), то дивизориальный идеал кольца А не обязательно 
обратим; другими словами, в общем случае J (А) == D (А) (упраж- 
нение 2 и 8 3, n° 2, предложение |). 


CuEncTBHE. Пусть А р— вполне целозамкнутое кольцо ца-— 
дивизориальный дробный идеал кольца А. Тогда для любого 
‘дробного идеала В -==0 кольца А имеет место равенство 
div (a : b) = div (a) — div (5). 


В силу формулы (1) из n° ] и принимая во внимание пред- 
ложение 2 и тот факт, что дробные идеалы {1 дивизориальны, 
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имеем 
div (а: 5) = ant N} Le = ue div (у la). 


ET Ио 
Но так как D(A) является упорядоченной группой, то (Алгебра, 
УЕ В 


sup ἀἰν(υτία)-- sup (diva—div(y)) = 
yeb,y #0 yeb,y #0 
=diva— inf div(y)=diva—divb. 
yeb,y #0 


3. Кольца Крулля 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Кольцо А называется кольцом Крулля, если 
оно целостное и если существует семейство (ο), =; — нормиро- 


ваний поля частных К кольца À, обладающее следующими 
свойствами: 

(АК;) нормирования v, дискретны; 

(АКи) пересечение колец нормирований у, равно A; 

(AKım) для любого x & K* множество таких индексов 1E Г, 
что v, (x) Æ 0, конечно. 


Очевидно, условие (АКи!) достаточно проверять для элемен- 
тов х из А- (0). 


Примеры. 1) Любое кольцо дискретного нормирования 
является кольцом Крулля. 

2) Более общб, всякое кольцо главных идеалов А является 
кольцом Крулля. Действительно, пусть (p,), _,— система пред- 


ставителей экстремальных элементов кольца А, и пусть 9, — 
нормирование поля частных кольца À, определенное элемен- 
том р, (гл. VI, $3, n°3, пример 4). Немедленно устанавли- 
вается, что семейство (9,) =; удовлетворяет условиям (AK)), 


(АКи) и (АКи). 


3) Пусть Р- некоторое поле и (Rj), <, <„-— конечное семей- 
ство подколец BRRB; Е, являющихся кольцами Крулля. Тогда 


их пересечение $ = NR, является кольцом Крулля. Действи- 
j=l 

тельно, для |<] < и обозначим через (ύυῃ)ι =, семейство нор- 
j 

мирований поля частных кольца R;, удовлетворяющее усло- 

виям (AKı), (АКи), (АК) (где А заменено на Κη). Обозначим 

через w;, ограничение 9; на поле частных кольца $. Тогда 

семейство (Wi) <j<nıe 1, Удовлетворяет, очевидно, усло- 
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вию (АКи) (где А заменено на 5), а также условию (АК), так 
как множество индексов / конечно. Нормирования W;, являются 
или дискретными, или несобственными. Рассматривая лишь Te 
из полученных нормирований, которые являются дискретными, 
MEL получаем, очевидно, семейство, удовлетворяющее условиям 
(АК), (АКи) и (АК) (где А заменено на 9). Следовательно, 
$ — кольцо Крулля. 

4) В частности, если À — кольцо re и K’ — подполе 
в поле частных К кольца A, то K’N А является кольцом Крулля. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть А — целостное кольцо. Для. того чтобы А 
было кольцом Крулля, необходимо и достаточно, чтобы выпол- 
нялись следующие два условия: 

а) кольцо А вполне целозамкниуто; 

6) любое непустое семейство дивизориальных целых идеалов 
кольца А обладает максимальным элементом (относительно 
включения <). 

Кроме того, если P(A)— множество экстремальных элемен- 
тов из D(A), то P(A) является базисом 7-модуля D (А) u поло- 
жительные элементы из D (А) представляют собой линейные KOM- 
бинации элементов из P(A) с коэффициентами > 0. 


Пусть А — кольцо Крулля. Оно вполне целозамкнуто (гл. VI, 
$ 4, n°9, следствие предложения 9). Пусть (v,), κ; — семейство 
нормирований поля частных К кольца À, удовлетворяющее 
условиям (AK1), (АКи) и (АК). Можно считать, что нормиро- 
вания ©, нормированы (гл. VI, $ 3, n°6, определение 3). Для 
любого a&/(A) положим 


v, (а) = sup (о, (x); (3) 


справедливо включение vV,(A) = Z, так как если а — ненулевой 
элемент из A, то соотношение Ах > Аа влечет за собой v, (x) < 
< о, (а) (в силу AKy), а это показывает, что семейство элемен- 
тов v, (x) (ας Ах) ограничено. Установим следующие свойства: 

1) Пусть à — дивизориальный дробный идеал; для того чтобы 
уса, необходимо и достаточно, чтобы υ, (у) > v, (а) для любого 
el. 

Действительно, поскольку À дивизориален, соотношение YE & 
эквивалентно следующему: „из ас Ах следует, что уе Ах“. 
Эднако, в силу свойства (АКи), соотношение уе Ах эквива- 
лентно утверждению: „о, (и) > v, (x) для любого и = Ге Отсюда 
вытекает 1). 


2) Пусть а и b—dOea TR ‘дробных идеала 
кольца А; для включения ACD необходимо 1 u ‘достаточно, норы 


9, (a) > и, (5) для любого vel. 
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Это немедленно следует из свойства 1). 
3) Если хе К", то υ, (Ах) =и, (x). 


Действительно, если Ay > Ax, то у, (у) < v, (x), в силу (AKy), 
и максимальное значение величины о; (у) достигается при y = Xx. 


4) Для любого cel (А) те индексы VET, при которых 
v, (a) == 0, образуют конечное множество. 


В самом деле, существуют такие x, y в поле К”, что Ах с: 
сас Ay. В силу свойств 2) и 3), имеют место соотношения 
о, (х) > о, (а) > а, (у) при любом tel. Теперь достаточно при- 
менить (ΑΚ). 

Мы доказали, таким образом, следующую лемму: 


JIEMMA 1. Если А — кольцо Крулля и (v,), _‚— семейство нор- 
мированных нормирований поля К, удовлетворяющее условиям 
(AK), (АКи) и (АКш), то отображение a—> (о, (а)), =; является 
убывающим инъективным отображением множества дивизо- 
риальных целых идеалов кольца А (упорядоченного отноше- 
нием ©) в множество положительных элементов упорядоченной 


группы, являющейся прямой суммой ZI. 
Но всякое непустое множество положительных элементов, 


группы ZI) обладает минимальным элементом (Алгебра, гл. VI 
$ 1, n°13, теорема 2). Следовательно, А обладает сформули- 
рованным выше свойством б). | 
Обратно, пусть А — целостное кольцо, удовлетворяющее 
сформулированным выше свойствам а) и 6). Так как А вполне 
целозамкнуто, множество D (À) является упорядоченной груп- 
пой (n°2, теорема 1). Это решеточно-упорядоченная группа 
(n° 1, предложение 2). В силу условия 6), сформулированного 
выше, любое непустое семейство положительных элементов 
из D(A) обладает минимальным элементом. Пусть P(A) — мно- 
жество экстремальных элементов из D(A). Тогда (Алгебра, 
гл. VI, $ 1, n° 13, теорема 2) P(A) служит базисом й-модуля D (A) 
и положительные элементы из D (À) — это линейные комбинаций 
с целыми положительными коэффициентами элементов из Р (А). 
Таким образом, для x = Κ᾿ определены целые рациональные 
числа Up(x), где PE P (À): 


div (x) = By UP (x): P. (4) 


Положим также ур (0) = + oo. Из соотношений 


div (ху) = div (x) + div (и) 
à div (x + y) > inf (div (x), div@)), 


18 H. Бурбаки 
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выполняющихся для x, у и x+y из Κ᾿, следует,. что отобра- 
жения Up являются дискретными нормированиями на поле К. 
Для того чтобы x ΕΞ A, необходимо и достаточно, чтобы div (x)>0, 
т. е. чтобы Up(x) 0 для любого РеЕР(А). Таким образом, . 
нормирования Up удовлетворяют условиям (АК!) и(АКи), атакже, 

очевидно, и условию (AK). 


СлЕДСТВИЕ. Для того чтобы нётерово кольцо было кольцом 
Крулля, необходимо и достаточно, чтобы оно было целозамк- 
нутым. | | 


о целозамкнутое нётерово кольцо вполне це. 
лозамкнуто (гл. V, 8 1, n° 4). 


Существуют кольца Крулля, не являющиеся нётеровыми, напри- 
мер кольцо многочленов К [Хи|„емнад полем К от бесконечного мно- 


жества переменных (ср. упражнение 8). 


4. Существенные нормирования кольца Крулля 


Пусть А — кольцо Крулля и К —его поле частных. Сущест-. 
венными`нормированиями поля К (или кольца А) называются 
нормирования Up, определенные формулой (4) из n° 3 (для 
xe kK’). 

В процессе доказательства теоремы 2 было замечено, что 
‘нормирования Up удовлетворяют убловиям (AKı), (АКп) и (АК!) 
определения 3. Кроме того, эти дискретные нормирования Up 
нормированы: действительно, для Любого экстремального ди- 
визора РеЕР(А) справедливо неравенство P<2P; следова- 
тельно, если A u b — дивизориальные идеалы, соответствующие Р 
и 2Р, το а> и ab; для хеяр-—В имеем div(x) >P u 
div (x)  2P, откуда Up(X)= 1; тем самым наше утверждение 
доказано. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть |A — кольцо Крулля, K —eeo поле 
частных и (Up)pep(4— Семейство его существенных нормирований. 
Пусть (Пр)рер( д, — С@мейство целых рациональных чисел, в KOTO- 
ром отлично от нуля лишь конечное число элементов. Тогда 
множество таких KEK, что vp(x) 2 пр для любого P= P(A), 
является дивизориальным Ноев a кольца A, для которого 
diva= >) npP. 

РЕР (A) . 

Пусть а-— дивизориальный идеал, для которого diva= 

é 
=D np, и пусть хе À‘. Для того чтобы xE A, необходимо 
и достаточно, чтобы Axca, т. 6. чтобы div (x) > ἀῑν (а) и, сле- 
довательно, в силу (4), чтобы ор (X) пр для любого P & P(A). 
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ПрРЕдложЕНИЕ 6. Пусть А- кольцо Крулля, K —eeo поле 
частных и (9,)_‚ — семейство нормировачий поля К, обладаю- 
щее свойствами из определения 3. Обозначим через À, кольцо 
нормирования v,. Пусть $ — мультипликативная система кольца А, 


_не содержащая нуля, и J — множество таких индексов LET, 


что v, равно нулю на 5. Тогда $7 А=ПА,; @ частности, $-ТА 
4 
является кольцом Крулля. 


Положим В = (A, . Тогда SC В и Ас В. Обратно, пусть 
tes 
xeB. Обозначим через J’ конечное множество тех индексов ц, 
для которых v, (х)<0. Если te J’ то x À; следовательно, 
LÉ J; поэтому существует такой элемент $, ΕΞ δ, что о, ($,) > 0. 
Пусть n(t) —такое целое число 0, что v (st x) > 0; положим 
s= |] s?®. Тогда и, (sx) >0 для всякого ке /; следовательно, 
ves’ 


sxe Au ΧΕ 5ΓΊΙΑ͂. Таким образом, B=S-!A. 


СЛЕДСТВИЕ |. Пусть P— экстремальный дивизор кольца A 
и р— соответствующий дивизориальный идеал. Тогда идеал Ὁ 
прост, кольцом нормирования Vp служит кольцо частных Ay, 
а поле вычетов нормирования Vp отождествляется с полем част- 
ных кольца Α]9. 


Пусть $ =А-р. В силу предложения 5 нормирование эр 
равно нулю на S и больше нуля на р. Следовательно, } 
является пересечением кольца А и идеала нормирования Up; 
поэтому идеал р прост. С другой стороны, для любого экстре- 
мального дивизора @О==Р имеет место соотношение QP; 
следовательно, дивизориальный идеал 4, соответствующий Q, 
не содержится в }; таким образом, 9[]$==@); значит, в силу 
предложения 5, нормирование Vg не равно нулю на всем мно- 


жестве 5. А теперь данное следствие вытекает из предложе- 
ния 6 и предложения 9 гл. II, $ 3, n° I. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть А-— кольцо Крулля, K—eeo поле част- 
ных u (0,),_, — семейство нормирований, обладающее свойствами 


из определения 3. Тогда всякое существенное нормирование 
кольца А эквивалентно одному из нормирований и.. 


Пусть Р — какой-нибудь экстремальный дивизор кольца. А 
и P— соответствующий дивизориальный идеал. В силу следст- 
вия | предложения D, леммы 1 и утверждения 1) из доказа- 
тельства теоремы 2 в n° 3, существует такой индекс ı@/, что 
кольцо А, нормирования V, содержит кольцо Ay нормирования ур. 
Поскольку О, И Up имеют высоту. 1, они эквивалентны (гл. VI, 
$ 4, n°5, предложение 6). | 


18* 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть А-— кольцо Крулля, (Up)pep (A ee 
мейство его существенных нормирований и а=Г(А). Тогда 
коэффициент при P в diva pane) inf (up (y)). Если Ὁ — простой ди- 


визориальный идеал, ἠρυσασποαησοὟἴἲ экстремальному диви- 
зору P, το aA, =аА,. 
Поскольку (= 2 AX, из предложения 26) (n° 1) вытекает, 


что diy ¢=int (div (Ax), откуда и следует наше первое утвер- 


ждение. Второе же отсюда выводится немедленно, так как 
diva=diva и Ay является кольцом дискретного нормирова- 
НИЯ Up. 


ПрЕдложЖЕениЕ 8. Пусть À — целозамкниутое нётерово кольцо. 
а) Пусть Р-— некоторый экстремальный дивизор кольца А 
и 9 — соответствующий дивизориальный простой идеал; для 
nEN положим p™ = "А, ῃ A. Тогда p™ есть множество таких 
x GA, что ур (х) >n, и представляет собой РОЯ идеал. 
6) Пусть a — дивизориальный целый идеал, nP, + ...n,P,— 
дивизор идеала a (где P; — различные экстремальные дивизо- 
риальные идеалы) и р: — простой дивизориальный идеал, со- 


ответствующий Ρ,. Thot we Пи есть единственное при- 
i=] 

марное разложение идеала а и идеалы Ὁ; не являются вложен- 

ными. 


_ В силу следствия 1 предложения 6, соотношение xey"A, = 

= (pAy)” эквивалентно неравенству Up (x) > и. С другой стороны, 

поскольку Αν —кольцо дискретного нормирования, (рАь)" является 

(»A,)-npuMmapHbIm идеалом (гл. IV, $ 2, n° 1, пример 4); следова- 

тельно pP” является }-примарным идеалом (гл. IV, $ 2, n° 1, 

предложение 3); тем самым доказано утверждение а). Пред- 
Г 


ложение 5 показывает, что а = [Г] р". Так как р, «ΕΦ, при 
i=] 
ἱπε], TO 9TO примарное разложение редуцировано; действи- 


тельно, если бы pl" p= N = Il pi, то P, содержал бы один 
из р, при |πεὶ (гл. Il, § ТЕ ΤῈ Они IDE Единственность 
разложения следует из предложения Etre iv; 8-82 23: 

5. Аппроксимация для существенных нормирований 


Поскольку существенные нормирования кольца Крулля 
дискретны и нормированы, они попарно неэквивалентны, а по- 
тому независимы (гл. VI, 8 7, n°2). Следовательно, к ним 
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можно применить следствие | теоремы об аппроксимации 
(loc. cit., теорема 1): если заданы числа п; ЕЙ и конечное 
число попарно различных существенных нормирований V;, TO 
существует такой элемент x = К, что 9;(х) =п; для любого i. 
Однако в этом случае имеет место и более точный результат. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть 0), ..., Ὁ, — попарно различные суще- 
ственные нормирования кольца Крулля A un, ..., N, — некото- 
рые целые рациональные числа. Тогда существует такой эле- 


мент х поля частных К кольца А, что v,(x)=n, для 1<1<г 
u v(x) >0 для любого существенного нормирования Ὁ кольца À, 
отличного OT V1, ..., Ὅς. 


Действительно, пусть Dj, ..., ὃν — дивизориальные идеалы 
кольца A, соответствующие нормированиям JW, ..., %,. Суще- 
ствует такой элемент уеК, что v,(yJ)=n, при 1<isr 
(гл. УГ, $ 7, n° 2, следствие | теоремы 1). Существенные норми- 
рования W,,..., W, кольца A, отличные от V;, для которых 
целое число w,(y)= —т, отрицательно, образуют конечное 


множество; пусть ἦι, ..., ἧς — соответствующие дивизориальные 
идеалы. Между идеалами δι, ..., Pr, 9, ..., ἧς не существует 
никакого соотношения включения, так как они соответствуют 


экстремальным дивизорам и притом являются простыми 
(следствие | предложения 6). Следовательно, целый идеал 


a= qi) seg qos не содержится ни в одном из идеалов р; (гл. II, 


$ 1, n° 1, предложение 1) и потому не содержится в их объеди- 
нении (loc. cit., предложение 2). Значит, существует такой эле- 
мент Z@a, что 269, для 1<i<r; тогда 9,(2) =... = 
=, (2) =0 и w;(z)>m; при 1< j<s. Следовательно, эле- 
мент х = yz обладает требуемыми свойствами. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть А-— кольцо Крулля, К —его поле част- 
ных, à, b u с —три дивизориальных дробных идеала кольца А, 


причем a CB. Тогда существует такой элемент x = К, "το à = 
= ff xe. 


Действительно, пусть (0,) _, — семейство существенных HOP- 


мирований кольца А, и пусть (m;) (соответственно (п;), (p;)) — 
семейство целых рациональных чисел (среди которых лишь 
конечное множество отлично от нуля), такое, что A (COOTBETCT- 
венно В, ὁ) является множеством элементов х К, для KOTO- 
рых v, (x) > т, (соответственно 7,, p,) при любом 1= (пред- 
ложение 5, n° 4). Множество J тех индексов ı € 1, для которых 
т, > п,, конечно. Так как р, = т, =0 для всех, кроме конечного 
числа, индексов, то предложение 5 показывает, что сущест- 


м 
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вует такой элемент хе К”, что v,(x-!)+m =p, длялЕеГТи 
v(x )+mS>p, для vel—)J. Следовательно, имеем т, = 
= зир (п, о, (х) + p,) для любого 1= /, откуда и следует равен- 
ство a=bf} xc. 

СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть А- кольцо Крулля. Для того чтобы не- 
который дробный идеал я кольца А был дивизориальным, 
необходимо. и достаточно, чтобы он представлял собой nepe- 
сечение двух дробных главных идеалов. 

Достаточность этого условия очевидна (n° 1, определение 2). 
Необходимость же выводится из следствия 1: надо взять Вис 
главными и такими, что ba. 


6. Простые идеалы высоты 1 в кольце Крулля 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Шусть А - целостное кольцо. Говорят, что 
простой идеал Ὁ в А имеет высоту |, если он минимален среди 
ненулевых простых идеалов кольца А. 


Мы будем говорить также, что идеал (0) в А имеет высоти 0; 
следовательно, простой идеал высоты ΞΘ] равен по определе- 
нию идеалу (0) или идеалу высоты 1. 


В дальнейшем мы определим в общем случае высоту простого 
идеала. 


~ 


ТЕОРЕМА 3. Пусть А- кольцо Крулля и р- какой-нибудь 
целый идеал в À. Для того чтобы ὃ был дивизориальным идеа- 
лом, соответствующим экстремальному дивизору, необходимо 
и достаточно, чтобы Ὁ был простым идеалом высоты 1. 

Если P — дивизориальный идеал, соответствующий экстре- 
‘мальному дивизору, то известно (n° 4, следствие | предложе- 
ния 6), что р прост и что А, — кольцо дискретного нормирова- 
ния. Поскольку А, не имеет простых идеалов, за исключением (0} 
и PAy, идеалы (0) и P являются единственными простыми идеа- 
лами в À, содержащимися в bp (гл. II, $ 3, n° 1, лемма 3); сле- 
довательно, р имеет высоту 1. Обратно, докажем сначала, 
что любой простой идеал ps4(0) кольца А содержит простой 
дивизориальный идеал J, соответствующий некоторому экстре- 
мальному дивизору. Действительно, поскольку А›5=К, кольцо Ay 
представляет собой пересечение непустого семейства (Αι) колец, 
существенных нормирований (n° 4, предложение 6); каждое 
кольцо À, имеет вид Aa, (n° 4, следствие | предложения 6) и 


из AA, следует, что 4, Cp. Тем самым если р имеет вы- 


соту 1, το P=q; тем самым доказано, что р является диви- 
зориальным идеалом, соответствующим экстремальному ди- 
визору. 
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СЛЕДСТВИЕ 1. В кольце Крулля любой ненулевой простой 
идеал т содержит простой идеал высоты 1. Если m не имеет 
высоту 1, το divm=0 u A:m= A. 


Первое утверждение было установлено в процессе доказа- 
тельства теоремы 3. Если M не имеет высоту 1, и если p— 
простой идеал высоты 1, содержащийся в M, то ра тир=Ет; 
поскольку div) — экстремальный дивизор, мы обязательно по- 
лучаем, что 41у т = Шут = 0. Следовательно, Чу (А: №) =0 и, 
так как А: m— дивизориальный идеал (n° l, предложение |), 
Alm = À, | | 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть А -— кольцо Криулля, К —его поле част- 
ных, U — некоторое нормирование на К, положительное на А, и 
D — множество таких x = À, что v(x)>0. Если простой идеал у 
имеет высоту 1, то нормирование Ὁ эквивалентно некоторому 
существенному нормированию кольца А. 


Пусть В — кольцо нормирования Ὁ и M—ero идеал. Имеет 
место равенство M] А=}; следовательно, А, € В. Однако Ay 
является кольцом дискретного нормирования (теорема 9 и 
следствие | предложения 6). Поскольку p=£(0), справедливо 
неравенство BK; следовательно, B=Ay (гл. VI, $ 4, n°5, 
предложение 6). 


ТЕОРЕМА 4. Пусть А -— целостное кольцо и M — множество 
его простых идеалов высоты 1. Для того чтобы А было коль- 
цом Крулля, необходимо и достаточно, чтобы оно обладало 
следующими свойствами: 


(i) для любого ре M кольцо Ay является кольцом дискрет- 
ного нормирования; 
(11) кольцо А представляет собой пересечение колец Ay для 
te M; 

(iii) для любого x0 из кольца А существует лишь конеч- 
ное число таких b = M, что хе». 

Кроме того, нормирования, соответствующие кольцам Ay при 
фе М, являются существенными нормированиями кольца А. 


Очевидно, что эти условия достаточны. Их необходимость 
вытекает сразу же из теоремы 3 n° 4, следствия 1 из предло- 
жения 6 и того факта, что существенные нормирования кольца А 
удовлетворяют условиям определения 9 n° 9. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть А целозамкнутое нётерово кольцо 
и а— какой-нибудь целый идеал из А. Следующие условия экви- 
валентны: 


а) идеал à дивизориальный; 


LETTER ЕКА ee τ 5 = zy x — 
RR τ ΕΦΕΕ ee dE À RG PRE TRE ET ig 
; : AT rs 7% 3 
- ' = + 7 ” 


559 | ДИВИЗОРЫ | гл. VII, § 3 


6) простые идеалы, ассоциированные с кольцом A/a, имеют 
высоту 1. 


п 
Напомним, что если a=f) 9; — редуцированное примарное 
i=] 
разложение идеала a и р; — простой идеал, соответствующий 
идеалу 9;, то простые идеалы, ассоциированные с A/a, — это 
не что иное, как идеалы р; (гл. IV, $ 2, n° 3, предложение 4). 
Тот факт, что из а) следует 6), вытекает поэтому из пред- 
ложения 8 n° 4. Обратно, если в предыдущих обозначениях LV; 
имеет высоту 1, то Ay, является кольцом ето нормиро- 
вания (теорема 4), но qu = As, ПА (гл. IV, $2, n° 1, предложе- 
ние 3); обозначим через 9; существенное нормирование, со- 
ответствующее идеалу δι; значит, существует такое целое 
число f;, что 9; представляет собой множество элементов ΧΕΞΑ͂, 
для которых у; (х) >п;. Тем самым доказано, что 9; — дивизо- 
риальные идеалы (n° 4, предложение 5); поэтому A тоже диви- 
зориален. 


7. Приложение: новые характеризации колец дискретного 
нормирования 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть А- локальное кольцо Крулля 
(в частности, целозамкнутое локальное нётерово кольцо) и M— 
его максимальный идеал. Следующие условия эквивалентны: 

а) кольцо А является кольцом дискретного нормирования; 

6) идеал m обратим; 

в) А: ш=>ЕД; 

г) идеал πι дивизориальный; 

д) M является единственным ненулевым простым идеалом 
кольца А. | 


Так как всякий ненулевой идеал кольца дискретного нор- 
мирования является главным (гл. УТ, $3, n° 6, предложение 9), 
то он обратим; следовательно, из а) следует 6). Если ш обра- 
тим, обратным к нему будет А: м (гл. II, $5, n°6, предложе- 
ние 10); следовательно, A:m=4A; таким обвазом, из 0) сле- 
дует в). Если A:m=>4A, то A:(A:m)#A, но MCA:(A: Mm). 
Следовательно, м = A:(A:m), поскольку идеал M максимален, 
так что идеал M дивизориальный (n° 1, предложение | Β)); та- 
ким образом, из в) следует г). Тот факт, что г) влечет за со- 
_бой д), следует из теоремы 3 n° 6. Наконец, если M — единст- 
венный простой идеал в А, отличный от нуля, то он имеет 
высоту 1; значит, Am является кольцом дискретного нормиро- 
вания (n°6, теорема 4). Так как кольцо А локально, Απ = А; 
импликация JA) a) доказана. 
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8. Целое замыкание кольца Крулля в конечном ‘расширении 
его поля частных 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть А- кольцо Крулля, K —eeo поле 
частных, К’р— расширение конечной степени поля К u A’ — целое 
замыкание кольца А в К’. Тогда А’ является кольцом Крулля. 
Существенные нормирования кольца Α΄ --9το нормированные 
дискретные нормирования поля К’, которые эквивалентны про- 
должениям существеных нормирований кольца À. 

Пусть (v,), =; — семейство продолжений на К” существенных 


нормирований кольца А. Так как степень n=[K’: K] конечна, 
нормирования UV, являются дискретными нормированиями поля К” 
(гл. VI, $ 8, n°1, следствие 3 предложения 1). Пусть В, — 


кольцо нормирования 9; тогда À € N} В. (гл. VL ἃ 508, 
tel 


теорема 3). Обратно, всякий элемент х из Г В, является целым 
rel 

над a из колец существенных нормирований кольца А 

(rn. УГ, $ 1, n°3, следствие 3 теоремы 3). Значит, коэффи- 

циенты минимального многочлена х над полем К принадле- 

жат À (гл. V, $ 1, n°3, следствие предложения 11), гак что 


хе A’. Мы получили, что А’= [] B,. Пусть теперь x — произ- 


vey 
вольный ненулевой элемент из A’. Он удовлетворяет некото- 
рому уравнению вида X +a,_)xS-'+ ... +a,=0, где aj EA 


FI; если υι(χ) > 0, то v,(a)>0. Но существенные норми- 
рования Ὁ кольца А, для которых о (ao) >0, образуют конечное 
множество, и нормирования поля К”, продолжающие какое-либо 
заданное нормирование поля К, также составляют о 
множество (гл. VI, $ 8, n° 3, теорема 1). Следовательно, о, (x) = 
для всех, кроме конечного числа, индексов ь = /. Таким ASS. 
мы доказали, что А’—кольцо Крулля (n°3, определение 3). 

Остается доказать, что нормирования VY, эквивалентны су- 
щественным нормированиям кольца A’ (n°4, следствие 2 πρεπ- 
ложения 6), т. е. (n°6, следствие 2 теоремы 3) что простой 
идеал );, образованный такими элементами X & A’, что 9; (x) > 0, 
имеет высоту |. Если бы это было не так, то существовал бы 
такой простой идеал q кольца A’, отличный OT (0) иот δι, что 
{0) асе р,. Но в таком случае мы должны были. бы иметь, 
что (0) AAC, À, и идеал 9ПА не совпадал бы ни с (0), 
ни с pb, ПА (гл. V, $2, n°1, следствие | предложения -1). 3Ha- 
чит, простой идеал р, | А не имел бы высоту 1, а это противо- 
речит тому факту, что он соответствует некоторому существен- 
ному нормированию кольца А. 


СледствиЕ. Пусть Ὁ (соответственно bp’) — простой идеал вы- 
соты | в кольце А (соответственно А”) и Ὁ (соответственно UV’) — 
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существенное нормирование кольца А (соответственно A’), кото- 
poe этому идеалу соответствует. Для того чтобы }’ лежал над ὃ, 
необходимо и достаточно, чтобы ограничение нормирования Ὁ” 
на К было эквивалентно у. | 

_ Нормирование 9’ эквивалентно ‘продолжению некоторого су-- 
щественного нормирования & кольца А (предложение 12). Пусть. 
qg=p’f|A; это простой идеал высоты 1 кольца A. Для Toro: 
чтобы ограничение нормирования Ὁ’ на К было эквивалентно 9, | 
необходимо и достаточно, чтобы W = UV, т. €. чтобы =}. 


9. Кольца многочленов над кольцом Крулля 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть А — кольцо Криулля, X, Xo, ..., Χι-- 
переменные. Кольцо A[X,, ..., Χι] является кольцом Крулля. 


Поскольку легко провести индукцию по п, достаточно дока- 
зать, что если À — некоторая переменная, то А[Х]- кольцо- 
Крулля. Пусть К — поле частных кольца А. Поле частных 
кольца А[Х] совпадает с полем K(X). Пусть J — множество: 
унитарных многочленов кольца Κ[Χ], неприводимых над К; 
для каждого [= пусть Ός-- нормирование поля K(X), опре- 
деленное многочленом f (гл. VI, $ 3, n°3, пример 4). С другой 
стороны, для любого существенного нормирования W кольца А 
пусть @ обозначает продолжение w на К(Х), определенное 


равенством W (2 α/ΧῚ = Au (м (a;)) для Σ a;X! = K[X] (гл. VI, 
[ j 


$ 10, n°1, лемма 1). Ясно, что vs и W дискретны, нормированы 


и что для каждого u= K[X] имеет место равенство v; (и) =0 
(соответственно Ὁ (и) =0) для всех, кроме конечного числа, 
нормирований Vs (соответственно ζῶ). | qe 
Для доказательства предложения поэтому достаточно уста- 
новить, что A[X] является пересечением колец нормирований Yr 
и W. Но пересечение колец нормирований vs равно К[Х]. 


С другой стороны, для Зах! = К [X] соотношение © (2 α/ΧῚ >0 
Ϊ 


эквивалентно тому, что ,,w(aj;)>0 для любого |“; следова- 
тельно, утверждение „W (2 a;X'\>0 для всякого нормирова- 
ния ©“ эквивалентно тому, что „№ (а;) >0 для любого [ 


и любого существенного нормирования W кольца А“. Этим 
и доказано наше утверждение. 


Замечание. Нормирования 9; и W, введенные в доказа- 
тельстве предложения 13, являются существенными нормиро- 
ваниями кольца A[X]. Достаточно доказать, что если У — мно- 
жество нормирований. 9; (f— неприводимый многочлен) и ὦ 
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{и — существенное нормирование для A), то для любого о’ EV 
существует такой элемент ` ge K(X), не принадлежащий А[Х] 
что Ὁ” (ο) 20 для всех нормирований 9” = VV, отличных от и’; 
тем самым будет доказано, что У — {v’} не удовлетворяет усло- 
вию (АКи), и потому утверждение будет вытекать из следствия 9 
предложения 6 n°4. Предположим сначала, что Ὁ’ имеет вид Ÿ: 
тогда можно взять в качестве g такой элемент В К, что 
w(b)<0, ш’ (5) >0 для всех существенных нормирований w’ 
кольца A, отличающихся от W, так как в этом случае и; (5) =0 


для любого неприводимого унитарного многочлена | из K[X|; 
существование элемента D, удовлетворяющего этим ‘условиям, 
вытекает из предложения 9 n°5. Предположим далее, что v’ 
имеет вид 9; для некоторого неприводимого унитарного мно- 


гочлена j = K[X] степени m; тогда можно взять g = a/f при 
a = À. Действительно, тогда 9, (8) 0 для любого неприводи- 
мого унитарного многочлена й == | из K[X]; остается выбрать 
ae À так, чтобы для любого существенного нормирования W 
кольца А значение w (а) было не меньше нижней границы эле- 
ментов Ὁ (с;), где с; — коэффициенты многочлена | (1<1< т); 
но существование такого элемента ae À вытекает из (AK 111) 
и предложения 9 n°5. 

Можно теперь утверждать (n°6, reopema 4), что простыми 
идеалами высоты 1 кольца А[Х| являются: 

1) простые идеалы вида pA [X], где p—npocrot идеал вы- 
соты | в À; | 

2) простые идеалы вида πιῇ A[X], где т — какой-либо про- 
стой идеал (обязательно главный) кольца К [Х]. 

Идеалы второго типа характеризуются тем, что их пересе- 
чение с А равно 0. 


_ 10. Классы дивизоров в кольцах Крулля 


Пусть А-—кольцо Крулля. Напомним, что группа D(A) 
дивизоров А является свободной коммутативной группой, по- 
рожденной’ множеством P(A) своих экстремальных элементов 
(n°3, теорема 2) и что Р(А) отождествляется с множеством 

простых идеалов высоты 1 кольца À (n°6). Для pS P(A) мы 
будем обозначать через Uy нормированное существенное норми- 
рование, соответствующее идеалу P (n°4); напомним, что коль- 
ΠΟΜ нормирования Vy является кольцо Ay (n°4, следствие | 
предложения 6). Будем обозначать через F (А) подгруппу группы 
D (A), образованную главными дивизорами, и через С (A) — 
группу D(A)/F(A), т. е. группу классов дивизоров кольца А 
iii 2). 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Пусть А-— кольцо Крулля и В- кольцо 
Крулля, содержащее А. Предположим, что выполнено следую- 
щее условие: 

(PDE) для любого простого идеала PB высоты 1 кольца В 
простой идеал ВПА либо равен 0, либо имеет высоту 1. 

Для любого реЕР(А) те идеалы % = Р(В), для которых 
$M A=p, образуют конечное множество; положим 


i (p) = ἘΝ e(B/p) В, 


ВеР(В), ВПА=Ъ 


где e(}/p) обозначает индекс ветвления нормирования оз OTHO- 
сительно нормирования vy (гл. VI, $ 8, n°11). Тогда i onpede- 
ляет по линейности возрастающий гомоморфизм группы D (A) 
в группу О (В), который обладает следующими свойствами: 

а) для любого ненулевого элемента х поля частных кольца А 
справедливо равенство 


i (div (x)) = div, (x); 
6) каковы бы ни были D, О’ из D(A), имеет место равенство 
i (sup (D, 0’)) = sup (G (D), i(D’)). 


Пусть, в самом деле, pe P(A). Рассмотрим какой-нибудь 
ненулевой элемент а из ὃ; идеалы Зе Р(В), содержащие a, 
образуют конечное множество (n°6, теорема 4). 

Докажем теперь утверждение а). В силу аддитивности можно 
предполагать, что хе À" = А- {0}. По определению div, (x) = 
nee In оз (x) $B. Для любого Pe P(B), удовлетворяющего. 
условию оз (x) > 0, идеал PNA отличен от нуля (так как x = %) 
и, следовательно, имеет высоту | в силу условия (PDE). По- 
лагая р = ПА, мы получаем из определения индекса ветвле- 
ния, что оз (x) =е (30/9) Vy (x) (поскольку Vy и Ug нормированы)- 


Так как div, (х) = = vy(x)p и i(q) =0 для BcakorogeP(A), 
peP(A 


не имеющего вида aANA, ЗеР(В), то из предыдущего сле- 
дует утверждение а). 
Для доказательства утверждения 6) положим 


D= № nf): и gee À, LAURE: 
pe P (4) 
коэффициент при р в выражении для sup(D, D’) равен 
sup tr (2), п’ (p)). Пусть 3) — произвольный элемент из Р (В). Если 
ЗПА = (0), то коэффициенты при YF в выражениях для i (D) 
и i(D’), а следовательно, и в sup(i(D), i(D’)), равны нулю; 
далее, коэффициент при % в выражении i (sup (D, D’)) также 
равен нулю. Если же идеал ЗПА==0, то он представляет 
собой некоторый простой идеал р высоты 1 (в силу условия 


ТУДА 
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(PDE)); полагая e =e($/p), мы видим, что коэффициенты при P 
в выражениях i(D), i(D’) и 1(зир (О, D’)) равны соответсвенно 
еп (р), еп’ (p) ие- sup (n (p), п’ (р)); соответствующий коэффициент 
в выражении sup(i(D), i(D’)) равен зир(е-п (р), е-п’ (κ)) = 
=е. зир (и (р), п’ (р)). Этим доказано утверждение 6). AS 

В условиях предложения 14 из утверждения а) следует, 


что i определяет при переходе к факторгруппам гомоморфизм i, 
называемый каноническим, из группы С(А) в группу С(В), 
который мы будем, допуская некоторую неаккуратность, обо- 
значать иногда той же буквой 1. 


Условие (PDE) выполняется в следующих двух случаях: 

1) Кольцо В является целым над А; в этом случае, для 
того чтобы простой идеал 3 кольца В имел высоту 1, необхо- 
димо и’достаточно, чтобы идеал p = $ ПА имел высоту 1. Дей- 
ствительно, (0) является единственным простым идеалом в В, 
лежащим над идеалом (0) кольца À (гл. V, 8 2, n°1, след- 
ствие | предложения 1). Если Ф имеет высоту 1, то р =2 0; 
если бы идеал р не имел высоту 1, то существовал бы простой 
идеал pP’ кольца A, отличный от 0 и отри такой, что OC 
CC)’ Copy; но тогда, поскольку кольцо В целостное и А цело- 
замкнуто, существовал бы простой идеал BY’ кольца В, такой, 
что $’ПА=}’ и PES (ru. У, $ 2, π74, теорема 3), что проти- 
воречит условию. Обратно, если р—идеал высоты 1, то не 
может существовать простой идеал YY’ кольца В, отличный 
от 0 x or Bu такой, что OCP’ CH, так как иначе 0< PN 
ПАсри YA отличен от 0 и от р в силу следствия 1 пред- 
ложения 1 гл. V, $ 2, n° I. | 

2) Кольцо В является плоским А-модулем. Точнее, имеет 
место 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 15. Пусть А и В — такие кольца Крулля, что В 
содержит А и является плоским А-модулем. Тогда 

а) выполняется условие (PDE) из предложения 14; 

6) для любого дивизориального идеала я кольца А идеал Ba 
является дивизориальным идеалом кольца В, соответствующим 
Cueusopy i (div, (а)). 


Для доказательства пункта a) предположим, что существует 
простой идеал % высоты 1 в кольце В, для которого идеал 
PNA отличен от нуля и не имеет высоту 1. Выберем произ- 
вольный элемент x 56 0 из ПА. Идеалы ὃ; высоты 1 кольца À, 
содержащие х, образуют конечное множество, и ни один из 
них не содержит ПН. Значит, существует такой элемент и 
из PNA, что y Ay; ни для какого i (ra. II, $ 2, n°1, предло- 
жение 2). Таким образом, дивизоры div,(x) и div,y являются 
взаимно простыми элементами упорядоченной группы D(A), 


Е a и eg 
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так что sup (div, (x), div, (y)) = diva (x) + diva(y) =div, (xy). По- 
скольку идеалы Ах[]Ау и Axy дивизориальные, отсюда сле- 
дует, что Ах[]Ау= Аху. Так как В — плоский А-модуль, TO 
BxNBy=Bxy (гл. 1, $2, n°6, предложение 6). Отсюда сле- 
дует, что sup (9% (x), оз(у)) = оз (ху) = оз (х) + чз (и), а это проти- 
воречит неравенствам оз (х)>0 и vp(y)>0 (которые справед- 
ливы, поскольку X H y лежат в P). Таким образом, а) доказано 
от противного. 

Докажем 6). Если я— дивизориальный идеал кольца A, то 
он представляет собой пересечение двух дробных главных 
идеалов (n°5, следствие 9 предложения 9); пусть а=4 (Aa П Ab), 
где a, 6, 4 принадлежат A”. Поскольку В является плоским 
над A, το Ba=d”'(BaNnBb) (гл. 1, 8 2, n°6, предложение 6); 
тем самым доказано, что Ва -- дивизориальиый идеал и что 
div, (Ba) = sup (div, (a), div, (b)) — div, (а). Используя предложе- 
ние 14, a) и 0), мы видим, что 


diva (Ba) = зар ((diva(a)), à (diva (b))) — à (div α(4))-- 
= ji (sup (div, (a), div, (b))) —i (div, (d)) =i(div:(Aaf PTE — 
—i(div,(d)) =i (div, (d~' (Aan Ab))) = i (div, (a)). 


СлЕДСТВИЕ. Пусть А — локальное кольцо Крулля и В — кольцо 
дискретного нормирования, причем В доминирует над А; пред- 
положим, что В — плоский А-модуль. Тогда А является либо 
полем, либо кольцом дискретного нормирования. 


Действительно, пусть 5% — максимальный идеал BB. В силу 
условия (PDE), идеал Mf) А равен нулю или имеет высоту |. 
Так как, по предположению, это максимальный идеал кольца А, 
наше утверждение вытекает из предложения 11 n°7. 


Замечание. В первом из двух предшествующих случаев 
отображение i: D(A) > О (В) инзективно: поскольку элементы 
из Р(В) образуют базис группы D(B) и любые два различных 
идеала из Р(А) не могут быть следами на А одного идеала 
из Р (В), достаточно показать, что #(}) =0 для любого y =. P(A); 
но это следует из теоремы | гл. V, $ 2, n°1. Аналогичным 
образом можно убедиться в том, что когда В является строго 
плоским А-модулем; отображение i инъективно (гл. II, $ 2, n°5, 
следствие 4 из предложения 11). 

Теперь мы займемея изучением канонического гомомор- 


физма i группы С (А) в группу С (В) для некоторых пар колец 
Крулля Α, В. 


ΠΡΕΠΠΟΧΕΗΗΕ 16. Пусть А— кольцо Зарисского, пополнение А 
которого является кольцом Крулля. Тогда A ‘является кольцом 


Крулля и канонический гомоморфизм i группы С (А) в C (À) 


10 ROUSE КРУЛЛЯ 559 


(который определен, ибо re плоский A- -модуль; > “ra I, § 3, 
n°4, теорема 3) инъективен. 


Так как А целостное и ACA, то. кольцо А целостное, 


Le] 


Пусть L—none частных. кольца А и KCL-—none частных 


кольца A. Поскольку А = АПК (гл. III, 5 3, n°5, следствие 4 
предложения 9), кольцо А является кольцом Крулля (n°3, при- 


мер 4). Инъективность отображения i: С (A) >С (A) следует из 
предложения 156) и того факта, что если 6А —главный идеал, 
то и —главный идеал (гл. III, $ 3, n°5, следствие 3 предло- 
жения 9). 


_ Пусть теперь À — кольцо Крулля и $ = мультипликативная 
система кольца A, не содержащая 0. Группа D(A) (соответ- 


—] e es e 
ственно D(S А)) является свободной коммутативной группой, 
базисом которой служит множество элементов div (р) (соответ- 


ственно div Se 1), где р пробегает множество простых идеа- 
лов высоты | кольца А (соответственно множество простых 
идеалов высоты 1 из À, для которых 21$ = GS) (n° 4, предло- 


жение 6), и если ψῃ8--Φ, To i(div(p)) =@м ($7 'ν) Таким 


—1 
образом, р ($ А) отождествляется с прямым слагаемым 
группы D(A) (порожденным такими элементами div(p), что 


PNS= ©), дополнение к которому является свободной комму- 
тативной подгруппой группы D(A), имеющей в качестве базиса 
множество тех div(p), для которых PS ©; обозначим это 


дополнение через G. Поскольку отображение i: D (А) => D(S ΤΑ] 


à —] 
сюръективно, отображение. i: Ο(Α) --Ο(5- А) также является 
сюръективным; кроме того, имеем 


G/(G ῃ F (A)) =(G + F(A) )/F (А) = Ker (i). (5) 


u | —1 
В самом деле, если некоторый элемент из р ($ А) равен 
divs-11 (x/s), ге x= An ses, то он является образом OTHO- 


сительно i главного дивизора div, (x) (предложение 14). 
Предположим теперь, что система S порождена таким се- 
мейством элементов (p,) =, кольца А, что главные идеалы Ap, 


просты. Тогда, если р— простой идеал высоты | в кольце А, 
для которого PS = ©, то он содержит некоторое произведе- 
ние степеней элементов р, и, следовательно, один из элемен- 
тов P,, скажем элемент ро. Поскольку Ap, — ненулевой простой 
идеал и } имеет высоту 1, из сказанного вытекает равенство 
р = Ара. Следовательно, в предыдущих обозначениях GE F (A), 


а формула (5) показывает, что ядро отображения i равно нулю. 
Таким образом, установлен следующий результат: 
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_ ПрЕедложЕниЕ 17. Пусть А- кольцо Крулля и $ — мульти- 
пликативная система в À, не содержащая нуля. Тогда канони- 


À om ie 
ческий гомоморфизм i группы C(A) в С ($ `А) сюръективен. 
Если, кроме того, $ порождается семейством таких элемен- 


тов P,, что главные идеалы Ар, просты, то гомоморфизм i 
биективен. 


В качестве другого приложения формулы (5) рассмотрим 
следующую ситуацию. Пусть К — кольцо Крулля: возьмем 
в качестве А кольцо многочленов A=R[X] (n° 9, предложе- 
ние 13), а в качестве $ — множество. ЛА — (0) постоянных нену- 
левых многочленов из А. Простыми идеалами р высоты 1 
в кольце À, для которых PS OH, являются идеалы вида 14, 
‘где ο — простой идеал высоты 1 из R (n° 9, замечание). Сле- 
довательно, в обозначениях, которые были введены выше, 
С отождествляется с D (R) посредством отождествления div, (24) 
и dive(v). С другой стороны, Gf) F(A) отождествляется с F (Ю): 
в самом деле, если идеал A, из К порождает главный идеал 
104 =[Р(Х) А в A=R[X], то [(0) ΕΕ αρά,. так как WA является 
градуированным идеалом кольца А (градуированного с помо- 
шью обычной степени многочлена). Значит, ] (0) Е αρ; кроме 
того, для à ΕΞ M) имеет место равенство а={(Х) g (X) при g (Х)ЕЕА, 
откуда, сравнивая члены степени 0, получаем: а =] (0) g (0). 
Отсюда немедленно следует, что я — главный идеал в КЮ, по- 
рожденный элементом [ (0). Наконец, обозначая через К поле 


—1 
частных кольца R, мы можем отождествить S А с кольцом 
многочленов K[X], которое является кольцом главных идеалов; 


следовательно, С ($ _'А)= (0). Таким образом, в силу формулы (5), 


С (4) = Кег (i) отождествляется с С (В), и мы доказали следую- 
щий результат: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 18. Пусть Ю — кольцо Крулля и А- кольцо 
многочленов Ю[Х|. Канонический гомоморфизм группы С (R) 
в C(R[X]) биективен. 


Упражнения 


1) Пусть K— поле и А-— подкольцо кольца формальных рядов К [ [Т] ], 
образованное рядами, в которых коэффициент при Т равен 0; тогда А есть 
целостное нётерово локальное кольцо, не являющееся целозамкнутым. 

а) Показать, что любой главный идеал кольца À, отличный от нуля и 
от 4, порождается единственным элементом вида To parte где AK, 
n>2. Кроме того, этот идеал содержит все степени 7” при m>n+2. Вы- 
вести отсюда, что неглавные идеалы в А-— это идеалы вида АТ"-+ ATT! 
при п > 2. 

6) Показать, что любой дробный идеал кольца А дивизориален (дока- 
- зать, что любой неглавный идеал является пересечением двух главных). 
Описать структуру моноида D (À). 
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Единственными простыми идеалами кольца А являются максимальный 
идеал и! = АТ? + AT? и (0). 
- 9) а) В факториальном !) кольце К [Х, У] многочленов от ‘двух пере- 
менных над полем К построить пример двух таких главных идеалов 4, b, 
что идеал 4-0 не является дивизориальным. © 

6) Пусть К — квадратичное расширение поля Q(X) рациональных функ- 
ций от одной переменной над Q, полученное присоединением к Q (X) корня y 
многочлена У? —2Х = © (Х) [7]. Пусть Ар-— подкольцо в К, порожденное 
кольцом Ζ, элементами Х иу. Кольцо А является целозамкнутым нётеро- 
вым кольцом. Показать, что f= АХ + Ау — простой идеал высоты 1, но }? 


не является дивизориальным идеалом (показать, что xy есть простой 
идеал, строго содержащий идеал pP). Кроме того, p- (Ар) Æ А. 

о в) Пусть А- целозамкнутое нётерово локальное кольцо, максимальный 
идеал ш которого не является простым идеалом высоты < 1. Пусть р — Ka- 
кой-нибудь простой идеал в А высоты 1; для любого целого #>0 пусть 


4; ΞΞ Ὁ - ит, показать, что div (A αι отличается от sup (div (а;)). 
5 1 
; | 

3) Пусть А — целостное нётерово кольцо и Ὁ — некоторый простой идеал 
высоты |. Показать, что A:p 5: А (в поле частных кольца А). (Если с==0— 
некоторый элемент из Ÿ, то заметить, что D = Ass (А/Ас) и вывести отсюда, 
что Ac:p == Ас в силу упражнения 30 гл. IV, $2. Верен ли этот результат 
для целостного кольца, не. являющегося нётеровым (рассмотреть кольцо 
недискретного нормирования высоты 1)? 

4) Пусть À — вполне целозамкнутое целостное кольцо и Nt — некоторый 
максимальный идеал в À. Показать, что идеал ш или обратим, или не 
является дивизориальным и A: ш= А. (Заметить, что если Nt не обратим, 


то обязательно ш: (А: ш)^ =ш для любого целого #> 0.) 

6) 2) Пусть А — целостное кольцо. 

а) Для того чтобы дивизориальный идеал а кольца А был таким, что 
элемент div (a) обратим в D(A), необходимо и достаточно, чтобы а: A = À 
(cp. Алгебра, гл. VI, $1, упражнение 30). В частности, для того чтобы 
а:а= А выполнялось для любого дивизориального идеала à кольца А, не- 
обходимо и достаточно, чтобы А было вполне целозамкнуто. 

6) Для того чтобы а:а= А для любого идеала à 56 0 конечного типа 
в Д, необходимо и достаточно, чтобы кольцо А было целозамкнуто. 

7) Пусть К — поле, (%,),=,-— семейство дискретных нормирований поля К, 


удовлетворяющее условиям (АК!) и (АК!) n° 3 и такое, что для всякого 
целого положительного числа г. всякого семейства целых рациональных 
чисел (πῃ) <<, и любого семейства (и) <<: различных элементов из / 


существует такой элемент хе К, что v,, (х) = Ир для 1 ЗА < ГИ σι (x) >0 


для L, отличного OT ty. Показать, что пересечение колец нормирований UV, 
является кольцом Крулля À, для которого К является полем частных, и 
что (vi), =; представляет собой семейство существенных нормирований 


кольца А. (Показать сначала, что К является полем частных кольца A, и 
следовательно, А — кольцо Крулля; показать, далее, что для любого wel] 
простой идеал из A, образованный такими X, что V, (х)>0, обязательно 
имеет высоту 1, проводя для этого рассуждения от противного и исполь- 
зуя следствие 2 предложения 6 n° 4.) 

8) Пусть А-—кольцо Крулля. Показать, что для любого множества / 
кольцо многочленов А[Х,|, =, является кольцом Крулля. (Заметить, что 


если В — кольцо Крулля, то нормирования, индуцированные на В сущест- 


1) Это понятие вводится в $ 3. — Прим. ред. 
2) Упражнение 5 исключено при переводе в связи с неточностью фор- 
мулировки. — Грим. ред. 
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венными нормированиями кольца Β[Χι,..., Xn], являются существенными 
нормированиями кольца В.) 

4 9) а) Пусть В — кольцо дискретного нормирования. А=В [ [Х] | — 
кольцо формальных рядов OT одной переменной над Ви С = А, — кольцо. 


частных 5 "А, где $ — мультипликативное множество элементов ХА (h > 0). 
Пусть Ὁ — нормированное нормирование на кольце В; для любого элемента 
f= à b,X" == 0 кольца С, где bp 0 B В (A положительно или отрица- 
n>h | 
тельно), положим $ (f) = v (bp). Показать, что $ является евклидовой стат- 
мой на С (Алгебра, гл. УП, $ 1, упражнение 7), для которой $ (fg) -Ξ 5 (р + 
+ s(g) для ненулевых f, © из С. (Если s()=p>s(g)=g и если h— наи- 
меньшая из степеней ненулевых членов в }, то показать, что существует` 


такой элемент ие С, что [--μρ-- ХИН, где ЕД u, рассуждая от про- 
тивного, получить отсюда существования процесса „евклидова деления“ 
в С.) Если s(f) =0, то элемент f обратим в С. 

*) Показать, что кольцо А не является дедекиндовым.. 

6) Вывести из а), что если В = кольцо Крулля, το A=B[[X]] также 
является кольцом Крулля. (Если К — поле частных кольца В, то заметить, 
что А представляет собой пересечение кольца К [ [Х] ] и некоторого семей- 
ства (C,) колец главных идеалов, имеющих то же поле частных, что и А, 
и что любой элемент из А обратим почти во всех кольцах Οι.) 

10) Пусть А-— кольцо Крулля, К — его поле частных, L — некоторое поле, 
содержащее К, и (Ba) -- возрастающее фильтрующееся семейство’ колец 
Крулля, содержащих А и содержащихся в L и таких, что поле частных La 
кольца Ва является алгебраическим расширением конечной степени поля К, 
а Ва представляет собой целое замыкание ‘кольца А в поле Lg. Для любого 
существенного нормирования о кольца А и любого G@ пусть ез (9) обозна- 
чает сумму индексов ветвления нормирований кольца Во, продолжающих 
нормирование v. Показать, что, для Toro чтобы объединение колец Ва было 
кольцом Крулля, необходимо и достаточно, чтобы для любого существенного 
нормирования Ὁ кольца А множество чисел eu (V) было ограничено. 

Ч 11) Говорят, что дивизор 4 в целостном кольце А является дивизо- 
ром конечного типа, если он имеет вид div (a), где а— некоторый дробный 
идеал конечного типа (не обязательно дивизориальный; cp. 6) ). 

а) Показать, что если А— кольцо Крулля, то любой дивизор из D (А) 
имеет вид div (a), где a= Ах + Ау, a x, у-— ненулевые элементы поля част- 
ных кольца А (воспользоваться следствием 2 предложения 9 n° 5). 

*6) Показать, что существуют кольца Крулля, в которых имеется про- 
стой идеал высоты 1 (и, следовательно, дивизориальный), не являющийся 
идеалом конечного типа !). „ 


1) Как показали Икин и Хейнзер (Eakin Р. M. Jr, Heinzer W. J. 
Some open questions on minimal primes of a Krull domain, Canad. J. Math, 
20 (1958), № 5, 1261—1264), метод построения такого кольца, предложенный 
в оригинале настоящей книги, приводит на самом деле к нётерову кольцу. 
Те же авторы предложили следующий пример кольца Крулля В, отвечаю- 
щий на поставленный вопрос (Eakin Р. М. Jr, Heinzer W. J. Non 
finiteness in finite dimensionol Krull domains, J. Algebra, 14 (1970), № 3, 
333—340). Пусть R—HekoTOpoe целозамкнутое нётерово кольцо, }) — некото- 
рый простой идеал высоты | в À, Ὁ — соответствующее ему нормированное 


дискретное нормирование. Пусть В — подкольцо в R[X, Х-\|, состоящее из 


q 
всех таких элементов eX", что о (ε;) >1 для всех 10. Тогда В — 
i=—h 
кольцо Крулля. 
Пусть 9’— продолжение нормирования Ὁ на В, задаваемое формулой 
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er 


12) a) Пусть А-целозамкнутое кольцо, f(X)= >) a,x! и. в (Х)= 
| | 


= У, b;X’— два многочлена из А[Х]; показать, что если с = À — такой эле- 
j 

мент, что все коэффициенты из f(X)g(X) принадлежат идеалу Ac, то все 

произведения a,b; принадлежат Ас (свести к случаю, когда А является 


кольцом нормирования). 

6) Если А— кольцо, определенное в упражнении |, то привести пример 
двух многочленов |, & степени | из A[X] и элемента се А, для которых 
утверждение из a) не имеет места (положить с = ΤΊ + Т°). 

в) В предположениях пункта а) пусть a, D, с— идеалы в А, порожден- 
ные соответственно коэффициентами многочленов f, би fg; показать, что 
div (с) = div (a) + div (6). Привести пример, когда ca-b. Показать, что если 
идеал с— главный, то C=AD и идеалы a, 6 обратимы; если, кроме того, 
А — локальное кольцо, то A и D — главные идеалы. 

13) Пусть А — целостное кольцо и (P,) — семейство таких ненулевых 

el 


элементов, что главные идеалы Ар, просты; пусть $ — мультипликативная 
система, порожденная элементами Py. 


а) Показать, что А = gr N п Aan} 
L 


6) Предположим, что всякое непустое семейство главных идеалов 
кольца А обладает максимальным элементом. Показать, что каждое из ко- 


лец À a, является кольцом дискретного нормирования (ср. гл. VI, $ 3, n°5, 


предложение 9). Вывести отсюда, что если кольцо STA целозамкнуто 
{соответственно вполне целозамкнуто), то и А целозамкнуто (соответственно 


вполне целозамкнуто). Если 5$_'А- кольцо Крулля, то показать, что 

А -— кольцо Крулля. 
14) Пусть А—кольцо Крулля и 9 -— насыщенная мультипликативная 

система в А, не содержащая нуля (гл: П. $ 2, упражнение 1). Показать, что 


если канонический гомоморфизм 1:С (A) >С (5-1Α) (n° 10, предложение 17) 
биективен, то $ порождается семейством (P,) таких элементов, что каждый 


идеал Ар, является простым (заметить, что любой дивизориальный простой 


идеал, пересекающий $, является главным). 

di 15) а) Пусть À — целостное кольцо и а, 6 — два таких ненулевых эле- 
мента из À, что Аа ῇ Ab = Aab. Показать, что в кольце многочленов А[Х] 
главный идеал, порожденный элементом аХ-Ь, является простым (дока- 


ο’ (У с.) = inf {v (с;)}; 5’ есть существенное нормирование для кольца В, 


и пусть д — соответствующий ему простой идеал высоты | в В. Доказы- 
вается эквивалентность следующих свойств: 


1) существует такое целое положительное число m, что yp) = 


= > p(1) ... pt) для всех s>m; 2) кольцо В нётерово; 3) προ- 
п] +... tn,=s 
Isn, <! 

стой идеал 4 обладает примарным идеалом конечного типа. Как показал Рис 
(Rees D, On a problem of Zariski, 1Ш. J. Math. 2 (1958), 145—149), если 
К — однородное координатное кольцо неособой кубической кривой над полем 
комплексных чисел, то в À имеется простой идеал высоты 1, не удовлетво- 
ряющий условию 1). Тем самым соответствующий простой идеал À высоты | 
в кольце Крулля B He только сам не является конечно порожденным, но и 
не имеет примарных идеалов конечного типа. — Грим. ред. 
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зать, используя индукцию по степени /, что любой многочлен f (X) = A[X], 
для которого |(— b/a) =0, делится на aX +5). 

6) Пусть А-— кольцо Крулля и а, 6 — два таких элемента из À, что Аа 
и Αα Ab являются различными простыми идеалами. Показать, что 
A[X]/(aX + δ) есть кольцо Крулля и что группа С (А [Х]/(аХ + 5)) изомор- 
фна С(А). Заметить, используя а), что кольцо A[X]/(aX +5) изоморфно 
кольцу A[b/a] = В; показать, что Ва является простым идеалом в В. Обра- 
тить внимание на то, что Α[α-]]--Β[α-!] является кольцом Крулля и 
воспользоваться упражнением 12). 

в) Пусть А -— целозамкнутое нётерово кольцо и а, b— два элемента из 
радикала т кольца А. Предположим, что идеал Аа + Ab является недивизо- 
риальным простым идеалом; показать, что Аа и Ab представляют собой 
простые идеалы. (Сначала доказать, что Аа [| Ab = Aab, рассматривая идеалы 
из Ass (А/Аа). Показать, далее, что из соотношений xy = Ab и y Aa + Ab 
вытекает, что хе Ab+ Aa” для всякого A, используя индукцию по A; вы- 
вести отсюда, что тогда хе Ab. Никонец, получить из предыдущего, что. 
если хуе= Ab, x& Ab, y Ab, то обязательно x € Ab + Aa* и уе Ab + Аа" 
для любого A, рассуждая индукцией по A; получить отсюда противоречие.) 

16) Пусть A= @ А, -градуированное кольцо Крулля. Обозначим 

Ей 


| п 

через Dg (A) (соответственно Fg (А)) группу, порожденную дивизорами гра- 
дуированных целых дивизориальных идеалов (соответственно дивизорами 
div (а), где а— однородный элемент из A); положим Cyg= Dg (А)/Е g (А). 
Пусть $ — мультипликативное множество ненулевых однородных элементов 
88.4; - : 

a) Показать, что любой простой идеал высоты | в À, пересекающий $, 
является градуированным (воспользоваться предложением 5 гл. III, $ 1, n° 4). 

6) Пусть B=S"1A4; это градуированное кольцо (гл. II, $ 2, n°9); 
положим В = ©) By. Показать, что Bo является полем и что если A Ау, 

ne Z 

TO кольцо В изоморфно кольцу Во [x, 271 рациональных дробей вида 
P (X)/X*®, где P(X) € Bo [X]. 

в) Показать, что Cg(A) и C(À) канонически изоморфны (воспользо- 
ваться пунктами a), 6) и формулой (5) n° 10). 

17) Пусть A= & А„-градуйрованное кольцо Крулля, и pe A; — та- 

пей 


кой элемент, что идеал Ар прост u ZZ. 
а) Показать, что если В есть кольцо A/,), определенное в упражне- 


нии la) гл. Ш, $ 1, то В — кольцо Крулля и группы С (À) и С (В) канони- 
чески изоморфны. (Показать сначала, что С (Β) изоморфно С (В [p, ρ-!]), 
и заметить, что В [р, p—'] = А[р-1.) 

6) В предположениях упражнения 156) показать, что группы С (A) и 
С (A [X, Y]/(aX + bY)) изоморфны. 

ᾳ 18) Пусть A= @ A, кольцо Крулля, ‘градуированное по положи- 

neN 
тельным степеням и такое, что Ао — поле, пусть ш= ©) Ay — максимальный 
n2 

идеал в А. Пусть $ — мультипликативное множество ненулевых однородных 
элементов кольца A, так что S”! А — кольцо главных идеалов (упражне- 
ние 166)). | 

а) Пусть ϱ-- простой идеал высоты 1 в A, пересекающийся с Α--ῃι, 
тогда } не является градуированным (за исключением случая ру = À), при 


этом идеал 74 из $ 'А-— главный и порождается элементом вида х = | + 
+Xı+ ... tXn, где x, = ($ А). Записывая тот факт, что элемент из } 


вида |1 +а +... аа (ai € Αἱ) делится на x в кольце San используя 
предложение 11 гл. V, $ 1, n°3, показать, что ΧΕΞ θ; наконец, записывая 
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тот факт, что любой элемент из р делится Ha X в кольце А показать, 
что D = Ах. 

6) Вывести из а), что группы С (A) и C(A,,) канонически изоморфны 
(воспользоваться предложением 17 n° 10). 

19) Пусть А — локальное кольцо Крулля и И! — его максимальный идеал. 
Если A’ = (A [X] ) пд [xp ТО показать, что группы С (А) и С (A’) канонически 


изоморфны. (Применить критерий предложения 17 n° 10, используя упраж- 
нение 12в).) 


4) 20) Целостное кольцо А называется кольцом Безу, если любой идеал 
конечного типа в А является главным. Любое нётерово кольцо Безу является 
кольцом главных идеалов. Любое кольцо нормирования является кольцом 
Безу (и, следовательно, кольцо Безу не обязано быть ни нётеровым, ни 
вполне целозамкнутым). 


а) Показать, что. любое кольцо Безу целозамкнуто (ср. упражнение 6). 
Если целостное кольцо является объединением возрастающего фильтрую- 
mero семейства подколец Безу, то оно само — кольцо Безу. Если А — кольцо 


Безу, то таково же и S~'A для любой мультипликативной системы $ в À, 
не содержащей 0. | 

6) Пусть о, (| Si KA) — независимые нормирования поля К и А; — кольцо 
нормирования v,, Показать, что пересечение А колец А; является кольцом 


Безу. (Если некоторый идеал 4 кольца А имеет конечный тип, то множество 
значений о, (x) для x = à обладает наименьшим элементом а, в группе зна- 
чений нормирования 9;; для каждого i пусть x, =ар— такой элемент, что 
v,(x,)=a,. Используя теорему 06 аппроксимации (гл. VI, $7, n°2, Teo- 
| | ; 
рема 1), показать, что существуют такие элементы а, ΕΞ А, что х = > ax, = а 
i=l 
удовлетворяет условиям 0, (х) =@; для 1<15< п.) Если нормирования о, 
дискретны, TO À — кольцо главных идеалов. 
в) Пусть К — алгебраически замкнутое поле характеристики=-2, и пусть 
À — подкольцо алгебраического замыкания поля К (X), порожденное полем К 
и двумя последовательностями элементов (хи), (1/Xn) (1 <п<-), где 


х=Хих,_=х“. Показать, что А- кольцо Безу (применить а)). Если 


p — ненулевой простой идеал кольца А, то показать, что }) порождается не- 
которой последовательностью элементов вида Xn — An, где An = К, An0 и 


αὖ =а„_| (для каждого и рассмотреть пересечение pf) K [xn, 1/хи]). Пока- 


зать, что D не является идеалом конечного типа. 

21) Пусть А — целостное кольцо, К — его поле частных и U — подгруппа 
в К", образованная обратимыми элементами кольца А; группу K*/U=G 
можно рассматривать как упорядоченную с помощью отношения, определяе- 
мого при переходе к факторгруппе отношением x !y = À в К” (Алгебра, 
гл. VI, $ 21, n° 5). Целостное кольцо А называется псевдобезу-кольцом (соот- 
ветственно исевдоглавным), если группа K*/U является решеточно-упорядо- 
ченной (соответственно вполне решеточно-упорядоченной). Любое кольцо 
Безу *(соответственно факториальное кольцо), является псевдобезу-кольцом 
“(соответственно псевдоглавным),. Всякое псевдоглавное кольцо является 
псевдобезу-кольцом. Кольцо нормирования, группа порядков которого есть В, 
является псевдоглавным кольцом, но не кольцом главных идеалов. Любое 
псевдобезу-кольцо (соответственно псевдоглавное кольцо) целозамкнуто 
(соответственно вполне целозамкнуто) (воспользоваться упражнением 6). 
“Любое нётерово псевдобезу-кольцо факториально. „Привести пример нёте- 
рова целозамкнутого кольца (следовательно, кольца Крулля), не являюще- 
roca псевдобезу-кольцом (ср. упражнение 2). Если кольцо A псевдобезу- 
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кольцо, то таково же и 5ΤΙΑ для любой. мультипликативной системы $. 

в À, не содержащей нуля (воспользоваться упражнением |, гл. II, $ 2). 

22) а) Пусть Г — аддитивная решеточно-упорядоченная группа u 

А -— групповая алгебра груплы Г над некоторым полем №; кольцо А — целост- 

ное (Algebre, chap. Il, 3° éd., $ 11, n° 4, proposition 8) 1). Любой x40 из А 
n 


у, 
’ записывается единственным образом в BHe x= = ae", где v, — попарно 
i=] 


, \. 
‘различные элементы группы Г, e "— соответствующие элементы канониче- 
ского базиса алгебры А над полем À и а, — ненулевые элементы из А. По- 


‘ложим (x) = ШЁ(\ь, ..., Vn) в грул e Г; показать, что @(x + ἡ) > inf (φ (x), 
p(y)), если x, у и x+y отличны от нуля в À, и Ф(ху) =ф(х) + (y), если 
xy0 в А. (Для доказательства второго утверждения надо сначала уста- 
новить следующую лемму: если задано конечное семейство (Ё;) элементов 
из Г, то для равенства = (§;) =0 необходимо и достаточно, чтобы для 


‘любого n>0 из Г существовали индекс | и элемент CEI’, такие, что 
0<f< пи ШЕЕ; 5)=0. После этого применить лемму к случаю ф (х)=ф(и)=0.) 

6) Вывести из а), что если К — поле частных кольца A, το ф про- 
‚должается до такого гомоморфизма, обозначаемого снова через φ, группы К* 
в группу Г, что ф(х+ и) > Ш (p(x), p(y)), если x, y nx+yÆ08 К. 
Получить отсюда, что если В-— множество тех хе К, для которых x=0 
‘или Фф(х) >20, то В-— кольцо, поле частных которого равно К, причем 
если О — группа обратимых элементов из В, то группа K*/U изоморфна 
группе Г (в частности, В является псевдобезу-кольцом). Получить отсюда 
примеры псевдобезу-кольца, не являющегося вполне целозамкнутым, 
вполне целозамкнутого псевдобезу-кольца, но не являющегося псевдоглав- 
ным (ср. Алгебра, гл. VI, $1, упражнение 31), *а также псевдоглавного 
кольца, не являющегося факториальным. % | | 

*в) Получить из 6) пример целостного кольца, являющегося объедине- 
‘нием возрастающего фильтрующегося: семейства факториальных подколец, 
которое вполне целозамкнуто, но He псевдобезу-кольцо. (Пусть 6 — некоторое 
иррациональное число из (0, 1}, и пусть для любого | через 4; обозначено 


‘такое наибольшее целое число, что 9;/27 < 6. Для каждого, | определить на 


произведении групп QXQ структуру решеточно-упорядоченной группы, 
взяв в качестве множества (Gj), положительных элементов этой группы 


множество всех таких пар (Е, η), что & >0и 0<n<(g,2”) Е.) | 


23) а) Пусть А- псевдобезу-кольцо (упражнение 21) и К — его поле 
‘частных; для любого многочлена f = A[X] содержанием многочлена f назы- 
вается наибольший общий делитель коэффициентов многочлена f (опре- 
деленный с точностью до обратимого элемента из А). Пусть f, © — два 
многочлена из А [Х]. Показать, что, для того чтобы f делил g в кольце А [Х], 
необходимо и достаточно, чтобы f делил g в K [X] и чтобы содержание 
многочлена | делило содержание ‘многочлена g (воспользоваться упражне- 
‘нием 12) (ср. упражнение 30 в)). 

6) Вывести из a), что если А -— псевдобезу-кольцо (соответственно 
псевдоглавное кольцо), то таково же и А[Х]. Кроме того, если (α;) — ко- _ 


‘нечное (соответственно произвольное) семейство ненулевых элементов из А 
и 4- наибольший общий делитель этого семейства в A, то 4 является 
наибольшим общим делителем этого семейства также и в A[X|. 

в) Вывести из 6), что если Ар-— псевдобезу-кольцо (соответственно 
‘`рсевдоглавное кольцо), то Α[Χλ]λε-} является псевдобезу-(соответственно 


‘асевдоглавным) кольцом для любого семейства (Х»,); =; переменных. 


1) См. также [Л], стр. 130. — Прим. перев. 
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24) Пусть К — алгебраически замкнутое поле и A=K [X, У] — кольцо 
многочленов от двух переменных над К, являющееся кольцом Крулля“ 
*(и даже факториальным кольцом).„ Для любой пары (a, В) = К? пусть- 
Wa, в— такое дискретное нормирование на А, что для всякого много- 


члена [#0 элемент Шо,в({) равен наименьшей из степеней ненулевых 


одночленов, входящих в [(Х-+а, Y +). Показать, что À является пересе-- 
чением колец нормированный ®а, в, HH одно из которых не является суще- 


ственным нормированием кольца А. 


25) Целозамкнутое кольцо А называется кольцом конечного характера, 
если существует семейство (9,), =; нормирований поля частных К кольца A, 


обладающее свойствами (АК) и (ΑΚτττ). 

а) Показать, что если À — целозамкнутое кольцо конечного характера, 
TO для всякого элемента x 0 из А существует лишь конечное число. 
экстремальных элементов упорядоченной группы главных дивизоров, не пре-- 
восходящих div (x). (Пусть J < Г — конечное множество индексов, для KOTO-- 
рых v, (х) > 0. Если тр— число элементов множества J, то показать, что’ 
не может быть т + | элементов y; (l<j<m+1), делящих x и таких, YTO- 


элементы div (νὴ экстремальны; для этого следует заметить, что при Ka- 
ждом | элемент div (¥;) взаимно прост с. + div (4) 
Е Æij 


*6) Показать, что кольцо целых функций от одной комплексной пере- 
менной (гл. У, $ 1, упражнение 12) псевдоглавное, но не является кольцом 
конечного характера (воспользоваться пунктом а)). „ 

- $26) Пусть А- целостное кольцо и K—ero поле частных. Говорят, 
что нормирование Ὁ поля К существенно для А, если кольцо этого норми- 
рования является локализацией À, кольца А по некоторому простому’ 


идеалу р, равному пересечению кольца А и идеала нормирования v. 
а) Пусть о — существенное для кольца А нормирование высоты |, и 
пусть р} — простой идеал в À, образованный такими хе À, πτο.υ (x) > 0. 


Показать, что αὶ имеет высоту 1. Если x € К не принадлежит кольцу Ay, то 


АПх-'Ас р. Если w — нормирование поля К, кольцо В которого содержит A 
и идеал 4 которого удовлетворяет включению 49| Ас], то показать, что W 
эквивалентно UV. 


6) Целозамкнутое кольцо А называется кольцом конечного характера: 
и вещественного типа, если существует семейство (v,),=y нормирований 


поля К высоты |, удовлетворяющее условиям (АКи) и (АКи!). Показать, 
что при этих условиях, если 2€ K не принадлежит Аи если } — такой 
простой идеал в А, что ΑΠΖΓΙΑΣγ, то существует индекс \ = [, для кото-. 
рого о, (2) < 0; показать также, что простой идеал ἦι, состоящий из эле- 
ментов Хе А, для которых 9, (x) > 0, содержится B p. (Рассуждать от про- 
тивного, рассматривая конечное число таких нормирований Όι,, что 9%, (2) < 0; 


доказать существование такого элемента a = А, что а} и ш, (а) > 0: 


для каждого À; получить отсюда, что а?2 À для любого целого числа п > 0, 
и показать, что отсюда следует противоречие.) Вывести из предыдущего, 
что. любое существенное для кольца А нормирование высоты | эквивалентно. 
одному из нормирований v, (воспользоваться а)). Любое конечное пересе- 
чение подколец поля К, имеющих конечный характер и вещественный TUI, 
снова является кольцом конечного характера и вещественного типа. 

в) Предположим, что выполнены условия пункта 6) и что, кроме того, 
все нормирования ©, существенны. Показать, что для любого простого 
идеала αὶ высоты | в кольце А кольцо частных Ay является кольцом одного- 


из нормирований 9, (воспользоваться 6), взяв 27! =}). Для любого x € À 
главный идеал Ах допускает тогда единственное редуцированное примарное- 
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разложение (гл. IV, $ 2, упражнение 20), причем простые идеалы, COOTBET- 
ствующие этому разложению, — это простые идеалы высоты 1, содержащие x. 
г) Будем считать, что выполнены предположения пункта 6). Пусть 
5 — мультипликативная система кольца A, не содержащая нуля, и JE [ — 
множество тех LE /, для которых UV, (х)=0 на 5. Показать, что семейство 


(vu, er j нормирований для кольца Su, удовлетворяет ВН ый (АКИ) 


и (AKjıı); это семейство образовано существенными для кольца ὃ 14 HOp- 
мированиями, если семейство (0,),<,; образовано нормированиями, суще- 
ственными для кольца А. 

д) Обобщить предложение 9 n° 5 на случай, когда выполнены предпо- 
ложения пункта в). 

e) Предположим, что выполнены предположения пункта 6). Пусть 
К’ — расширение конечной степени поля Ки А’— целое замыкание кольца A 
в поле К”. Показать, что нормирования (попарно неэквивалентные) поля Κ΄, 
продолжающие нормирование V,, удовлетворяют условиям (АКи)и (АКиг) 
для A’ и, следовательно, A’ является кольцом конечного характера и веще- 
ственного типа; если все и, существенны для кольца A, то их продолжения 
на A’ обладают этим же свойством (рассуждать так же, как в n° 8, пред- 
ложение \2, и использовать, кроме того, гл. УТ, $ 8, n° 3, замечание). 

x) Если А-— кольцо конечного характера и вещественного типа, TO 
таково же и кольцо А[Х]; если выполнены условия пункта в), то опре- 
делить нормирования, существенные для А[Х] (рассуждать так же, как 
в n° 9). Дать аналогичное обобщение упражнения 8. 

27) В упражнении 22 возьмем в качестве группы Г прямую сумму неко- 
торого семейства (T,) = у, где Г, — подгруппы аддитивной группы В. Пока- 


зать, что кольцо В, определенное в упражнении 22 6), является кольцом 
конечного характера и вещественного типа и что оно есть пересечение 
колец существенных нормирований для В; кроме того, любой простой 
идеал ~ 0 из В максимален. 

{ 28) Целозамкнутое кольцо А называется кольцом конечного харак- 
тера и рационального типа, если существует семейство нормирований er 


его поля частных К, удовлетворяющее условиям (АКи) и (АКи!), такое, 
что группы порядков нормирований и, являются поддгруппами аддитивной 
группы О. Показать, что семейство существенных нормирований высоты | 
для кольца А удовлетворяет условиям (АКи) и (АКиг). Для любого tel 
пусть δι обозначает простой идеал кольца A, образованный элементами X, 
для которых v, (x) > 0, и пусть У, — кольцо нормирования V,. Показать, 
что если существуют два таких индекса а, В, что P3 < фо, А является пере- 


сечением колец И, с индексами L > 9. Для этого, допустив противное, 
показать, что существовали бы элемент хе К”, элемент y =Pg и два 


положительных целых числа г, 5, для которых ов (x’y*) > 0, ча (х'у°) =0 
и д (x"y°) >0 для всякого ие | в противоречие с ОР СР 

99) Пусть А — целозамкнутое кольцо и К — его поле частных. 

а) Пусть L -- алгебраическое расширение поля К и В — целое замыкание 
кольца А в поле L. Показать, что для всякого дробного, идеала à кольца À, 


если положить D = AB, имеет место равенство бПК=а. (Свести к случаю, 


когда ἃς а, другими словами, к случаю А:а< А, и доказать, что В: В < В; 
для этого, если хе Bib ис, (1<32Ж< п) — коэффициенты его минимального 


многочлена над полем К, заметить, что для любого уеа элементы 
cy’ (1<2< 1) принадлежат кольцу A, и вывести отсюда, что с, при- 


надлежит А.) 
6) Пусть С — кольцо многочленов A[X,], =г от произвольного семейства 


переменных. Показать, что для всякого дробного идеала A кольца A, если 
положить C=AC, выполняется соотношение Cf] К =a (тот же метод). 
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ᾳ 30) Целостное кольцо А называется регулярно целозамкнутым, если 
в моноиде D(A) любой дивизор конечного типа (упражнение 11) является 
регулярным элементом. Любое вполне целозамкнутое кольцо является регу- 
лярно целозамкнутым; любое псевдобезу-кольцо (упражнение 21) является 
регулярно целозамкнутым. Ä | | 

а) Если 'А — регулярно целозамкнутое кольцо и если d, 4’, 4” — три 
дивизора конечного типа, то из соотношения 4+4” < 4+4” следует, 
что d<d’. 

° 6) Вывести из а), что, для того чтобы целостное кольцо А было pery- 
рярно целозамкнутым, необходимо и достаточно, чтобы для любого дроб- 
ного идеала ld кольца À, удовлетворяющего условию, что div (а) — дивизор: 
конечного типа, выполнялось соотношение а: а= À, в частности, кольцо A 
целозамкнуто (упражнение 66)). (Использовать тот факт, что А: (66) = 
= (A:b):c для любых двух дробных идеалов D, с кольца A, положив при 
этом b=a, с=А:а4.) Кроме того, элемент div(a) в этом случае 
обратим в D (À). 

в) Пусть À — регулярно целозамкнутое кольцо и К —ero поле частных. 
Моноид D;(A) дивизоров конечного типа кольца А порождает в D (A) 
решеточно-упорядоченную группу С; (А). Для любого ре K[X] обозначим 
через 4 (р) дивизор дробного идеала кольца А, порожденного коэффициентами 
многочлена р; для Любой рациональной дроби r=p/q из К(Х), где р, q 
лежат в K(X) и 4 #0, дивизор d (р) — ἆ (49) однозначно определен в С; (A) 
(не зависит от представления г как частного двух многочленов); мы будем 
его обозначать через 4 (г) (ср. упражнение 12в)). Если положить теперь 
χ (г) = ((г), а (г)), где (г) — дробный главный идеал в К [X], порожденный 
элементом г, то ‘у будет изоморфизмом упорядоченной группы Я* (А [Х] } 
(обозначение из $ 3, n° 2) Ha подгруппу произведения упорядоченных 


MOHOHAOB | 
F* (K [X]) X С; (А) = F* (К [X]) Χ D(A). 

Вывести отсюда, что A[X] является регулярно целозамкнутым кольцом 

и что моноид D;(A[X]) изоморфен моноиду 9” (К [Х] ) Х О; (А) (восполь- 


зоваться а) и 0) и упражнением 296)). 

г) Пусть В — целозамкнутое кольцо, К --его поле частных и À — под- 
кольцо кольца многочленов К [Х, У], образованное многочленами, свободные 
члены которых принадлежат В. Показать, что если В == К, то кольцо A 
целозамкнуто, но не является регулярно целозамкнутым (показать, что. 
дивизор inf (div (X), div (У)) соответствует дивизориальному идеалу а, для 
которого 4: A). 

4 31) а) Пусть À — регулярно целозамкнутое кольцо (упражнение 30) 
и Кр— его поле частных. Для любого многочлена PE K[X] обозначим 
через c(P) дивизор div (а), где à — дробный идеал в К, порожденный коэф- 
‘фициентами многочлена Р. Обозначим через В подкольцо поля К (X), обра- 
зованное такими рациональными дробями P/Q, что c(P)>c(Q) (надо. 
показать, что это условие зависит только от элемента P/Q, воспользо- 
вавшись для этого упражнением 30а) и упражнением 12в)). Имеет место 
равенство ВПК = А. 

6) Показать, что В является кольцом Безу (упражнение 20) (заметить, 
что если Р, О — два многочлена из A[X], το P+X"Q делит Ри О в B, 
когда M достаточно велико). / 

в) Показать, что если А — кольцо Крулля, то В — кольцо главных идеалов 
(рассмотреть возрастающую последовательность главных идеалов в В). 
Привести пример, когда А вполне целозамкнуто, но В не является кольцом. 
главных идеалов (ср. упражнение 22). 

_ ε) Вывести из в) пример нётерова целостного кольца В, в поле частных 
которого существует такое поле К, что ВПК не является нётеровым 
кольцом. | 
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32) Пусть А-— целостное кольцо, (а — конечное семейство эле- 


)ı<ı<n 
‘ментов. из A, da — идеал У Aa; и Ю— подмодуль в А”, порожденный эле- 


\ 


L 
‘ментом (а1,..., An). Показать, что, для того чтобы подмодуль кручения 
А-модуля M=.A"/R был прямым слагаемым модуля М, необходимо и доста- 
точно, чтобы а&(А: а) + (А: (А:а)) = А, 


$ 2. Дедекиндовы кольца 


1. Определение дедекиндовых колец 


Пусть А — целостное кольцо. Ясно, что следующие условия 
эквивалентны: 

а) ненулевые простые идеалы из А попарно не сравнимы 
по отношению включения; | 

6) ненулевые простые идеалы кольца А максимальны; 

в) ненулевые простые идеалы.кольца А имеют высоту 1. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Дедекиндовым кольцом называется кольцо 
„Крулля, все ненулевые простые идеалы которого максимальны. 


Примеры дедекиндовых колец. 1) Любое кольцо 
главных идеалов дедекиндово. 

2) Пусть К — расширение конечной степени поля рациональ- 
ных чисел 9 и А-— целое замыкание кольца ZB К. Кольцо А 
является кольцом Крулля ($ 1, n°8, предложение 12). Пусть 
ÿ — ненулевой простой идеал в A. Тогда pf) 2 — ненулевой (гл. У, 
$ 2, n°1, следствие предложения 1) и, следовательно, макси- 
мальный идеал в 0; значит, P — максимальный идеал в A 
(loc. cit., предложение |), поэтому А — дедекиндово кольцо. 
В общем случае А не является кольцом главных идеалов 
(Алгебра; гл. УП, $ 1, упражнение 12). | 

3) *Пусть V — аффинное алгебраическое многообразие и 
А—кольцо регулярных функций на V. Предположим, что А 
He является полем (т. 6. что V не сводится к единственной 
точке). Для того чтобы А было дедекиндовым кольцом, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы У было неприводимой кривой без 
особых точек. Действительно, утверждение „кольцо А целост- 
ное“ равносильно тому, что У неприводимо, а утверждение 
„любой ненулевой простой идеал в А является максимальным“ 
‘равносильно тому, что У является кривой; наконец, поскольку 
кольцо А HETEPOBO, утверждение, что оно является кольцом 
Крулля, эквивалентно утверждению, что оно целозамкнуто, 
т. е. тому, что У представляет собой нормальную кривую, 
т.е. кривую без особых точек. , 


=] 
4) Кольцо частных S А дедекиндова кольца А является 
» —] 
‚дедекиндовым, если OS. Действительно, S A является коль- 


ve: ee ДЕДЕКИНДОВЫ КОЛЬЦА | 578 


nom Крулля (8 1, n°4, предложение 6) и любой ненулевой про- 
стой идеал из $ 'А максимален в силу предложения 11 гл. II, 
ὄν -Ὁς ae ae 


2. Характеризации дедекиндовых колец 


ТЕОРЕМА 1. Пусть А — целостное кольцо и K — eeo поле част- 
ных. Следующие условия эквивалентны: 

а) кольцо A дедекиндово; 

6) кольцо А является кольцом Крулля и любое не являю- 
щееся несобственным нормирование поля К, положительное 
на А, эквивалентно некоторому существенному нормированию 
кольца А; 

в) кольцо А является кольцом Крулля, и любой дробный 
идеал % =~ (0) кольца A дивизориален; 

г) любой дробный идеал $= (0) кольца А обратим; 

д) кольцо А нётерово целозамкнуто и любой ненулевой про- 
стой идеал кольца А максимален; 

€) кольцо А нётерово и для любого максимального идеала M 
кольцо частных Аш является полем или кольцом дискретного 
нормирования; 

ж) кольцо А нётерово и для любого максимального идеала M 
кольца А кольцо частных Am является кольцом главных идеа- 
лов. 

Докажем сначала эквивалентность условий a) и 6). След- 
ствие 2 теоремы. 3, $ 1, n°6, сразу же показывает, что из а} 
вытекает 0). Обратно, из 0) следует а), так как для любого 
простого идеала р кольца А существует кольцо нормирования 
поля К, которое. доминирует над кольцом частных Ay (гл. VI, 
$ 1, n°2, следствие теоремы 2). 

Оставшаяся часть доказательства проводится по следующей 
логической схеме: 

а) => в) => г) > д) > ὁ) = x) > a). 

Если А — дедекиндово кольцо и если В — ненулевой дробный 
идеал, то bAy=bAy для любого максимального идеала } ($ 1, 
n°4, предложение 7); следовательно, b=b (гл. II, $3, n°3, 
следствие 3 теоремы 1); таким образом, из а) следует в). . 

Покажем, что из в) следует г). Если имеет место в), 
то отображение a—>div(a) является биективным отображением 
группы / (4) на D (А) (cp. $ 1, n° 1); так как это отображение 
является гомоморфизмом ($ 1, n°2) u D(A) — группа, то любой 
элемент из [(Α) обратим. 

Покажем, что из г) следует д). Если выполнено г), то лю- 
бой целый идеал кольца À, отличный от нуля, имеет конечный 
тип (гл. II, § 5, n°6, теорема 4); следовательно, А — нётерово 


~ 
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кольцо. Поскольку I/(A) является группой, To О (А) — также 
группа и, значит, кольцо А вполне целозамкнуто ($ 1, n°2, 
тоорема 1). Наконец, если р — произвольный ненулевой простой 
идеал из А и если м — максимальный идеал из À, содержа- 
щий Ÿ, то кольцо Am есть кольцо главных идеалов (гл. II, $ 5, 
n°6, теорема 4). Поскольку PAm — ненулевой простой идеал, 
то должно иметь место равенство рАв = ША» (так как кольцо 
главных идеалов дедекиндово), откуда p=m (гл. II, $2, n°5, 
предложение 11) и идеал р максимальный |). 

Покажем, что из д) следует е). Действительно, если 
т — максимальный идеал кольца А и выполнено д), то Απ 
является целозамкнутым нётеровым кольцом и его максималь- 
ный идеал ША или равен (0), или является единственным не- 
нулевым простым идеалом кольца Am; следовательно, Am есть 
поле или кольцо дискретного нормирования в силу предложе- 
ния 11, $ 1, n°7. 

Тот факт, что из е) следует x), очевиден. 

Наконец, покажем, что из ж) следует а). Поскольку 
А является пересечением колец Am, где m пробегает множе- 
ство максимальных идеалов (гл. II, $ 3, n°3, следствие 4 тео- 
ремы 1), из ж) следует, что А целозамкнуто и нётерово; значит, 
Ар— кольцо Крулля ($-1, n°3, следствие теоремы 2). С другой 
стороны, так же как при доказательстве импликации г) = д), 
проверяется, что любой ненулевой простой идеал кольца А 
максимален. . | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Полулокальное дедекиндово кольцо является 
кольцом главных идеалов. 


Пусть À — полулокальное дедекиндово кольцо, К — его поле 
частных, Dis ..., №, —его максимальные идеалы и Όι,..., Un — 
соответствующие существенные нормирования; ими исчерпы- 
ваются все существенные нормирования кольца А. Пусть а — не- 
нулевой целый идеал кольца А. Так как он дивизориальный, 
существуют ($ 1, n°4, предложение 5) такие целые числа 
Qi» ...› Gn» ЧТО À совпадает с множеством элементов х & К, для 
которых Ὁ; (x) > 4; при | Lin. Пусть хо — такой элемент из К, 
что 9; (хо) =4; для 1<1ж< п (гл. VI, $ 7, n°2, следствие | Teo- 
ремы 1). Тогда à есть множество таких х K, что 9, (хх, ') 0 


для 1<i<n. Таким образом, я = Аж. 


1) Заключитёльный этап рассуждения можно провести также следующим 
образом: поскольку уже установлено, что кольцо А нётерово и целозамк- 
нуто, оно есть кольцо Крулля; всякий идеал в А обратим и тем самым 
дивизориален; поэтому, в силу следствия | теоремы 3 $ 1, n°6, любой не- 
нулевой простой идеал в А имеет высоту | и, следовательно, все ненулевые 
простые идеалы в А максимальны. — Прим. ред. 
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Если À — дедекиндово кольцо, TO, как было показано в про- 
цессе доказательства теоремы 1, группа D(A) дивизоров 
кольца А отождествляется с группой I(A) дробных идеалов 
a= (0) (поскольку À — нётерово, любой дробный идеал, отлич- 
ный от нуля, имеет конечный тип). Группа С (А) классов диви- 
зоров кольца А ($ 1, n°2) отождествляется тогда с группой 
классов идеалов == 0 кольца А (определенной в гл. II, 8 5, n°7). 


3. Разложение идеалов в произведение простых идеалов 


Пусть А — дедекиндово кольцо, / (А) — упорядоченная мульти- 
пликативная группа ненулевых дробных идеалов кольца Аи 
D(A)—rpynna дивизоров кольца А. Изоморфизм a—diva 
группы /(A) на группу D (А) сопоставляет ненулевым простым 
идеалам из А экстремальные дивизоры ($ 1, n°6, теорема 3); 
следовательно, мультипликативная группа / (À) допускает в ка- 
честве базиса множество ненулевых простых идеалов кольца А 
{$ 1, n°3, теорема 2). Другими словами, любой ненулевой дроб- 
ный идеал à кольца А допускает, и притом единственное, раз- 
ложение следующего вида: 


α-Πν'», | (1) 


где произведение распространяется на все ненулевые простые 
идеалы кольца A, а показатели п (р), за исключением некото- 
рого конечного числа, равны нулю. При этом идеал à является 
целым тогда и только тогда, когда все n(P) положительны. 
‚ Соотношение (1) называется разложением A на простые множи- 
тели. В частности, если а— главный идеал Ах, то для любого p 
имеем п (р) = оч, (х), где у, обозначает существенное нормирова- 
ние, соответствующее $; это следует из формулы (4) в $ 1, n°3. 


Пусть 
«= По, b= TT po 


— два ненулевых дробных идеала из A. Тогда имеет место ра- 


венство 
Fab II prima (2) 
Кроме того, 
| ав = ab”! = Il p” BIN (3) 
a Nb — Il ysuP (т (р), п (P)) (5) 


Действительно, соотношение (2) очевидно. Соотношение (3) сле- 
» — | 
дует из (2). Так как равенство я: b—ab равносильно формуле 


div(a: b) =diva—divb 
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($1, n°2, следствие теоремы 1); формулы (4) и (5) следуют 
из предложения 2 $ 1, ΠΡΙ. 
Эти результаты особенно часто применяются в случае целого замы- 
кания кольца Ζ в расширении конечной степени поля Q. Когда А 


является кольцом главных идеалов, полученные выше результаты сво- 
дятся к аналогичным результатам из Алгебры, гл. УП, $ 1, n°3. 


4. Теорема об аппроксимации в дедекиндовых кольцах 


В дедекиндовых кольцах имеет место „теорема об аппрокси- 
мации“, которая. дает одновременно усовершенствование тео- 
ремы 1 гл. VI, $ 7, n°2, и предложения 9 $ 1, n°5. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть À — дедекиндово кольцо, К — его поле 
частных и Р — множество ненулевых простых идеалов кольца А. 
Для реР обозначим через Vy соответствующее существенное 


нормирование кольца А. Пусть №, ..., № -— попарно различные 
элементы множества P, Ny, ..., п. — целые рациональные числа 
U Xi, ,.., X, элементы поля К. Тогда существует такой эле- 


мент к что Up, (x —xi) 2 для 15 rss и Up(x) 0 для 
любого Ὁ ΕΞ P, отличного OT }.. 


Заменяя, если это необходимо, числа п; на большие, мы 
можем предполагать, что все N, положительны. Рассмотрим 
сначала случай, когда х; лежат в 4; нам, очевидно, нужно 
найти элемент x = А, удовлетворяющий сравнениям 


X=X, (mod pri), 


а существование такого x следует из предложения 5 гл. II, 
δ 1, nn 2. 

Перейдем к общему случаю. Можно записать x; = S7{y;, 
где $, и; лежат в А. Положив х=$`'у, мы приходим к вопросу 
об отыскании такого YE À, чтобы, с одной стороны, было вы- 
полнено условие Oy (Y — ¥;) 21, +0, (5) и, с другой стороны, 


условие 9, (р) > 9,($) для любого реР, отличного от };. По- 

скольку Up ($) =0 для всех, кроме конечного числа, индексов ), 

мы пришли к предыдущему случаю; предложение доказано. 
Предложение 2 можно интерпретировать как теорему о плот- 


ности. Точнее говоря, для любого реР пусть К, (соответ- 
ственно Ay) обозначает пополнение поля К (соответственно 
кольца А) относительно нормирования Vy; рассмотрим произве- 


дение II Ky. Элемент x = (хз) этого произведения называют 
pep 


ограниченным аделем кольца A, если Xp Е Αν для всех, за ис- 
ключением конечного числа, DEP. Ясно, что множество А 
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ограниченных аделей является подкольцом кольца Il Ky, ко- 
pep 


торое содержит произведение Ap = II Ay. Рассмотрим на Ao 
peP 


топологию произведения, относительно которой кольцо Ау 
полно. Ha А существует, и притом единственная, топология Я, 
согласованная со структурой аддитивной группы, в которой 
окрестности нуля в A, образуют фундаментальную систему У 
окрестностей нуля. Топология Я согласована и со структурой 
кольца на А. Действительно, ясно, что аксиома. (Αντι) из Об- 
цей топологии, 1969, гл. Ш, $ 6, n°3, выполняется, так как 
топология, индуцированная топологией 7 на Ao, согласована 
со структурой кольца Ha Ap. С другой стороны, для любого 
хе À существует такое конечное подмножество J 8 P, что если 


положить J’=P—J, Ky = Ш К Ay = che À, TO x@K,X Ay, 


так как Ay открыто в К, ae любом . то У является фунда- 


ментальной системой окрестностей нуля в топологии произве- 
дения К; X Ay; эта последняя согласована со структурой кольца 
на указанном произведении, в силу чего выполняется также и 
аксиома (АУ!) (из Общей топологии, гл. III, 1969, loc. cit). 
Таким образом, наше утверждение доказано. Очевидно, что Αρ 
является открытым подкольцом в А, так что А также пред- 
ставляет собой полное кольцо (Общая топология, 1969, гл. III, 
$ 3, n°3, предложение 4). 
Для любого хеК пусть A(x) обозначает элемент (Αγ) = 


= Пк, такой, что Xp—=X для всякого рерР; поскольку 
pS 

Χρ Ay для всех, кроме конечного числа, значений }, спра- 

ведливо включение A(x) = A; следовательно, определен гомо- 

морфизм А: К — À, который инзективен, если Р == © (т.е. если 

A не поле). Элементы множества A(K) называются главными 

ограниченными аделями: ясно, что А (А) < Ap. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Кольцо A, (соответственно А) отожде- 
ствляется с пополнением кольца А (соответственно поля К) 
относительно топологии кольца, фундаментальная система 
окрестностей нуля которой образована всеми целыми ненуле- 
выми идеалами кольца А. 


Немедленно проверяется, что эта топология, рассматривае- 
мая на А (или на К), отделима. Согласно n°3, утверждение 
06 À, вытекает из предложения 17, гл. Ш, $ 2, n°13. Это по- 
‚ казывает, следовательно, что А(А) плотно в Ау; чтобы пока- 
зать, что А(К) плотно в A, надо заметить, что для всякого 
аделя х= (X) Е А существует только конечное число таких 
PSP, что vy(xy) <0. В силу предложения 9 $ 1, n°9, 9, cy- 
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ществует, следовательно, такой элемент SEK, что sy & A, при. 
любом pe P; другими словами, Л (5) хе Ap, и так как умно- 
жение на элемент АД ($) является гомеоморфизмом кольца А 
на себя, тот факт, что А(К) плотно в А, вытекает из того, 
что А (А) плотно в À. 


Естественно, можно доказать, что А (К) плотно в А, исполь- 
зуя также предложение 2. 


Рассмотрим теперь. мультипликативную группу SL (n, ἈΝ. 


образованную матрицами ‚ЧЕМ, (A), для которых det(U)= 1; 


если наделить M, (А) = А” топологией произведения, то она ин- 
дуцирует на 51 (и, А) топологию, согласованную co структурой 
группы на SL (п, А). Действительно, достаточно установить, что. 
отображение ae 9 ae непрерывно на SL(n, А); но Tak как. 
матрица U унимодулярна, то известно (Алгебра, гл. Ш, § 6, 
n°5, формула (17)), что элементами из U”! служат миноры 
матрицы О, т.е. некоторые многочлены от элементов матрицы (7, 
а это и доказывает наше утверждение. Если отождествить К 
с подкольцом в А с помощью отображения Δ, то группа 
SL (п, К) превратится в подгруппу в SL(n, À). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Группа SL(n, К) плотна в группе SL (и, А). 


Пусть С —замыкание группы ЗЕ (п, К) в группе $1 (п, А). 
Так как К плотно в А (предложение 3), то С содержит все 
матрицы вида J+aF;; для ij иаеА. Для любого рЕРи 
любого ek, обозначим через A(P) ограниченный адель X = 
= (Xq), pr В KOTOPOM Xp = À и Xe =0 для GAY; мы уже видим, 
что С содержит матрицы /+A(p)E,; при 15-7. Но известно, 
что матрицы вида Г-+АЕ;;, где de hs порождают группу 
SL (п, Ky) (Algébre, chap. ПТ, 3° ва). Для каждой матрицы 
И = $1. (п, А) обозначим через Uy ее канонический образ 


в группе 91, (и, К»). Мы видим, следовательно, что @ для лю- 
бого pe P содержит все матрицы И ΕΞ: SL (и, A), для которых 


О. =1 при любом 9 ==}. Tak как С является группой, то в ней | 


содержатся также и все такие матрицы U == $1 (п, A), что 
О, =I для всех, кроме конечного числа, идеалов р = P; но опре- 
деление топологии на А показывает, что множество этих 
матриц плотно ‚в SL(n, А). 


5. Теорема Крулля — Акидзуки 


JIEMMA 1. Пусть À — целостное нётерово кольцо, в котором 
всякий простой идеал, отличный от нуля, максимален; пусть M— 
некотсрый А-модуль кручения конечного типа. Тогда длина 
long (М) модуля М конечна. 
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. or 


Действительно, поскольку М — модуль кручения, любой про- 
стой идеал, ассоциированный с М, отличен от нуля, а потому 
максимален. Лемма вытекает теперь из предложения 7 гл. [У, 
о... ΠΘ, 


JIEMMA 2. Пусть А -— кольцо, T — некоторый А-модуль, (T,)— 
возрастающее фильтрующееся семейство подмодулей модуля Τ, 
объединение которого равно Т. Тогда long, (Г) = sup (long, (7,)). 

L 


Имеет место неравенство long1(1,) <long,(T) для любого ι. 
Лемма очевидна, если никакое целое число не мажорирует ве- 
личины long,(7,), ибо тогда обе части рассматриваемого ра- 
венства бесконечны. Если же такое число существует, то пусть ty 
обозначает индекс, при котором long, (7,) принимает наибольшее 
значение; тогда Г, =Т, поскольку семейство (Τι) фильтрую- 
щееся. Отсюда следует наше утверждение в рассматриваемом 
случае. 


Замечание. В доказательстве не предполагается, что А коммута- 
THBHO. | 


JIEMMA 3. Пусть А- целостное нётерово кольцо, в котором 
любой ненулевой простой идеал максимален; пусть М-—некоторый 
А-модуль без кручения конечного ранга г и а-— некоторый эле- 
мент из À, отличный от нуля. Тогда A/Aa является А-модулем 
конечной длины Ü имеет место неравенство 


long д (М/аМ) < г: long, (Α/ Αα). (6) 


Лемма | показывает, что длина long,(A/Aa) конечна. До- 
кажем сначала неравенство (6) в случае, когда М имеет ко- 
нечный тип. Поскольку модуль М не имеет кручения и его ранг 
равен г, то существует подмодуль L в М, который изоморфен А” 
и для которого @ = М/Ё является А-модулем кручения конечного 
типа; следовательно, этот модуль имеет конечную длину 
(лемма 1). Для любого целого п > 1 ядро канонического сюръек- 
тивного отображения М/а“М -—> Ω/α Ὥ равно (L+a"M)/a"M и 
изоморфно [/(а”“М Г Г). Поскольку а" σα" ΜΠ], имеет место 
соотношение 


long, (М/а"М) < long, (L/a"L) + long, (Q/a"Q) < 
/ < long, (L/a*L) + long,(Q). (7) 
Ho так как М без кручения, умножение на О определяет изо- 
морфизм модуля М/аМ на аМ/а?М; аналогичным образом можно 
провести рассуждения и для [; отсюда индукцией по п уста- 
навливаются слелующие формулы: 

long ,(M/a"M) = n . long, (M/aM), 


long 4 (L/a"L) = n : long, (L/aL). (8) 
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Принимая во внимание соотношение (7), получаем 
long, (М/аМ) < long, (L/aL) + n7! long , (0) (9) 


для всякого и>0; поскольку Г изоморфно А’, имеет место ра- 
венство long,(L/aL)=rlong,(A/Aa), откуда следует (6), если 
устремить п к бесконечности в соотношении (9 
Перейдем теперь к общему случаю. Пусть (М,) — семейство 
подмодулей конечного типа модуля М. Модуль Т= М/аМ 
является объединением  подмодулей T,=(M,+aM)/aM = 
=M,/(M,f\aM). Но модуль Τι изоморфен некоторому фактор- 
модулю модуля M,/aM,, следовательно, ввиду только что дока- 


занного, 
long, (Г.) <г. long, (A/Aa). 

Отсюда | | 
long, (Г) <r: long, (A/Aa) 


в силу леммы 2. 


ПрЕдложЕНИЕ 5 (Крулль — Акидзуки). Пусть À — нётерово 


целостное кольцо, в котором всякий ненулевой простой идеал 
максимален, K—eeo поле частных, [. — некоторое расширение 
конечной степени поля К и В — подкольцо поля L, содержащее А. 
Гогда кольцо В нётерово и любой ненулевой простой идеал в В. 
максимален. Кроме того, для любого идеала b (0) кольца В 
кольцо B/b является А-модулем конечного типа, 


Пусть 6 — произвольный ненулевой идеал в В. Мы покажем, 
что B/b является А-модулем конечной длины (и а fortiori 
В-модулем конечной длины) и что В является В-модулем конеч- 
Horo Типа. 

Ненулевой элемент y из В удовлетворяет уравнению вида 


ay +a,-y +... На=0 (EA nA). 


Это уравнение показывает, что au ] By Cb. Применяя лемму 3 
к случаю М = В, мы видим, что B/a,B является А-модулем ко- 
нечной длины; аналогично обстоит дело и с модулем B/b, ко- 
торый является фактормодулем первого. Кроме того, В-модуль В 
содержит в качестве подмодуля модуль аВ, имеющий конечный 
тип; поскольку b/ajB — модуль конечной длины (как подмодуль 
В В/аВ) и, следовательно, конечного типа, то В также является 
В-модулем конечного типа. 

Это показывает прежде всего, что В нётерово. С другой 
стороны, если р — ненулевой простой идеал в В, то кольцо B/P 
целостное и имеет конечную длину; следовательно, B/P — поле 
(Алгебра, гл. VIII, $ 6, n°4, предложение 9), так что идеал p 
максимален. 
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СЛЕДСТВИЕ |. Для любого простого идеала р кольца А мно- 
жество простых идеалов кольца В, лежащих над р, конечно. 


Предположим сначала, что } = (0); тогда единственным про- 
стым идеалом ἢ кольца В, удовлетворяющим равенству 9 [|] А = (0), 
является идеал (0). Если бы это было не так, то, полагая $ = 
=А-— {0}, мы получили бы, что 571 — ненулевой простой идеал 
кольца $ 'В (гл. П, $2, n°5, предложение 11), но SE пред- 
ставляет собой поле частных кольца В, так как оно является 
подкольцом поля [, содержащим К (Алгебра, гл. У, $ 3, n°2, 
предложение 3); это приводит к противоречию. Если теперь 
b ~ (0), то из предложения 5 следует, что B/pB является век- 
торным пространством конечной размерности над полем Αθ; 
следовательно, Β/9 — APTUHOBO кольцо и обладает лишь конечным 
числом простых идеалов (гл. ГУ, $ 2, n°5, предложение 3); 
этим показано, что существует лишь конечное число простых 
идеалов в В, содержаших }. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Целое замыкание кольца А в поле L является 
дедекиндовым кольцом. 


Действительно, это целое замыкание представляет собой це- 
лозамкнутое нётерово кольцо, ненулевые простые идеалы кото- 


_poro RN pe следовательно, , достаточно применить тео- 


рему 1 n°2. 
В частности, имеет место 


СлЕДСТВИЕ 3. Целое замыкание дедекиндова кольца в рас- 


ширении конечной степени его поля частных является дедекин- 
довым кольцом. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть À — дедекиндово кольцо, К — его поле 
частных, L — расширение конечной степени поля К и В-— целое 
замыкание кольца А в L. Пусть D — ненулевой простой идеал 
кольца À, уч-— существенное нормирование поля К, соответст- 
вующее этому идеалу, и 


By = Il pie" 


— разложение идеала B(v) в произведение простых. Гогда: 

а) простые идеалы кольца В, лежащие над D, — это те };, для 
которых е (i) >0; 

6) нормирования Ὁ; поля L, соответствующие идеалам Yj, 
исчерпываются, с точностью OO эквивалентности, нормирова- 
ниями поля L, продолжающими о; 

в) [Β/νι: А = f (v,/0); 

τ) e; =e(v,/v) (ср. гл. VI, $ 8, n° 1, определения I и 9), 
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а) Утверждение, что простой идеал Ч кольца В лежит над ὃ, 
равносильно тому, что JD}, т.е. что {> By, а это эквива- 
лентно тому, что ἢ содержит один из идеалов };, для которых 
e(i)>0 (ra. Il, $2, n° 1, предложение |). 

6) Как показывает а), это утверждение вытекает из следствия 
предложения 12 $ 1, n°8. 

в) Поле вычетов нормирования Ὁ отождествляется с А/», 
а поле вычетов нормирования 9; отождествляется с B/v; 
($ 1, n°4, следствие | предложения 6). 

г) Пусть а (соответственно а;) — униформизирующая норми- 
рования Ὁ (соответственно 9;). Тогда Ἢ 


aBy, = aAyBy, = pApBy, = VB + By, = (I pj " By, = 
| arse: | 
ых IT (р/Вь,)° Bi (4:By,)° (i) _ a? Ву, 


ибо pjBy, = By, для fi; отсюда следует г), Tak Kak e(v,/v)= 
= 0; (а). 


Упражнения 


1) а) Показать, что если а — ненулевой идеал в дедекиндовом кольце A, 
то А/а является квазиглавным кольцом (Алгебра, гл. УП, $ 1, упражнение 5) 
(заметить, что кольцо А/а полулокально, и рассуждать так же, как в пред- 
ложении | из n° 1). Получить отсюда заново тот факт, что любой дробный 
идеал кольца А порождается самое большое двумя элементами (ср. упраж- 
нение Ila) из $ 1), 

_ 6) Пусть в кольце многочленов А=Е[Х, У] над полем k через nt обо- 
значен идеал АХ + AY. Показать, что для любого целого числа N минималь- 
ное число образующих идеала nl” равно и + 1. 

2) а) Пусть a, 6 —два целых идеала дедекиндова кольца А. 

Показать, что существует целый идеал С, взаимно простой с В и такой, 
что AC — главный идеал (воспользоваться предложением 9 $ 1, n° 5). 

6) Пусть а, Ὁ — два целых идеала кольца A; показать, что существует 
такой элемент x == 0 в поле частных кольца A, что ха является целым 
идеалом кольца А, взаимно простым с 6 (метод тот же). Получить отсюда, 
что модуль a/ab изоморфен A/D. 

3) Пусть А — дедекиндово кольцо, К — его поле частных, Р — множество 
ненулевых простых идеалов кольца À, и пусть для любого ре=Р через о, 


обозначено соответствующее существенное нормирование поля К. Для лю- 
бого А-подмодуля М поля К и любого р = Р положим Uy (М) = inf Uy (x) 
x=M 


(нижняя грань берется в В); если М 520, то о, (М) < + © для modoro 
p=P и 9, (М) < 0 для ‘почти всех pe P. Если M, М-— два А-подмодуля 


поля К, то показать, что соотношение М < N эквивалентно неравенству 
Vy (№) < vy (М) для каждого bp = P (воспользоваться предложением 9 $ 1, 


n° 5). Обратно, для любого семейства (he р Элементов, равных или He- 


которому целому числу, или — оо, и такому, что Vy < 0 для почти всех 


y =P, существует единственный А-подмодуль М поля К, такой, что 
Vp (M)= Vy для каждого p & Р. 


=r. 
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4) Пусть А — дедекиндово кольцо и К — его поле частных. Если L — такое 
подполе в К, что А является целым над ANZ, το ANL- дедекиндово 
кольцо (показать, что ΑΠ, является кольцом Крулля, а затем что каждый 
простой идеал в ΑΠ, максимален, используя теорему I гл. У, $ 2, n° 1). 

5) а) Пусть k — поле, К — поле Е (Х, У) рациональных дробей от двух 
переменных над А.и А-— кольцо многочленов К [7] от одной переменной, 
являющееся кольцом главных идеалов. Пусть [Г — подполе k(Z, X +YZ) 
в А(Х, У, 2); показать, что АГ] Ё не является дедекиндовым кольцом (дока- 
зать, что в этом кольце существуют немаксимальные простые идеалы, от- 
личные от нуля). 


6) Пусть A— дедекиндово кольцо, не являющееся кольцом главных 
идеалов, группа С (А) классов дивизоров которого конечна *(кольцо целых 
чисел какого-либо конечного расширения поля О обладает этим последним 
свойством). „ Пусть (47); <;<,- система представителей группы / (A) нену- 


левых дробных идеалов по модулю подгруппы главных дробных идеалов, 
образованная целыми идеалами кольца A, и пусть Ÿ, (1<1< $) - простые 


идеалы, делящие по крайней мере один из идеалов а}. Обозначим через $ 


(соответственно через Т) мультипликативное множество таких элементов 
x € À, что dy. (x) =0 для каждого i (соответственно образованное элемен- 
Ba 


том | и такими x <= A, что 9, (х) =0 для всех простых идеалов 0, отличных 
от Pp; и Vy (х)>1 для каждого i; из предположения следует, что Т He 
1 


сводится к 1). Показать, что $1А и Т (А являются кольцами главных 
идеалов и что A=(S7!a)q(T7!A). / 

6) Показать, что в дедекиндовом кольце понятия примарного идеала, 
неприводимого идеала, примального идеала’ (гл. IV, $ 2, упражнение 33), 
квазипростого идеала (гл. ТУ, $ 2, упражнение 34) и степени простого 
идеала совпадают. 


7) Пусть А- целостное нётерово кольцо. Показать, что следующие 
свойства эквивалентны: 

о) кольцо А дедекиндово; 

В) ни для какого максимального идеала т кольца A не существует ника- 
кого идеала а, отличного OT ши Ш? и такого, что n?cacıı; 

у) для любого максимального идеала Ni кольца А множество примарных 
относительно и идеалов совершенно упорядочено по включению; 

6) для любого максимального идеала mt кольца А всякий примарный 
относительно И! идеал является произведением простых идеалов. 
(Доказать, что каждое из свойств y) и 6) влечет за собой В); показать, 
далее, что из В) следует, что A, является полем или кольцом дискретного 


нормирования (ср. гл. VI, $ 3, n° 5, предложение 9).) 

Привести пример целостного локального кольца, удовлетворяющего 
условиям В), y) и ὃ) и не являющегося кольцом нормирования (ср. гл. VI, 
$ 3, упражнение 7). 


4 8) Пусть А — целостное кольцо, в котором всякий ненулевой простой 
идеал обратим. Показать, что А — дедекиндово кольцо. (Доказать сначала, 
что любой простой идеал р’ #0 кольца A максимален, заметив для этого, 
что если )— такой простой идеал, что ру И pp, 109: yey (ra. И, 
$ 1, упражнение 86)), а с другой стороны, (θ΄: р=} Pl; это приводит к про- 
тиворечию. Вывести отсюда, что кольцо А нётерово (гл. П, $ 1, упражне- 
ние 66)) и, наконец, применив теорему 4 гл. II, $ 5, n° 6, доказать, что Ам 


является полем или кольцом ΕΗ i le нормирования для всякого макси- 
мального идеала nt кольца À.) 
Ч 9) Пусть À - целостное КОЛЬЦО. 


а) Пусть (Yi), <i<m (v3), Sj<n — два конечных семейства обратимых 
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5 ΄ 
простых идеалов, для которых }},... d. =) ες |e Показать, что т = И 
и что существует такая перестановка It множества [1, п], что =: (Ὁ для 
всякого i, где | Ki И. 

6) Пусть р — простой идеал в А и а- некоторый элемент из À —}; если 
pc Aa+p?, то показать, что ру =р(Аа-+}). Получить отсюда, что если 
P — обратимый идеал, то ÀQ + р = À. 

в) Показать, что если любой идеал кольца А является произведением 
(a priori не обязательно единственным) простых идеалов из À, то À — деде- 
киндово кольцо. (Показать сначала, что любой обратимый простой идеал ῦ 
максимален, рассматривая некоторый элемент а= А -- ῦ, разложения идеа- 
лов Аа-+ри Аа? +} в произведения простых идеалов и применяя пункт a) 
к кольцу A/p, чтобы доказать справедливость равенства Аа? + ÿ = (Αα + })?, 
далее воспользоваться пунктом 0.) Затем доказать, что любой ненулевой про- 
стой идеал }) ~ 0 обратим, разлагая в произведение простых идеалов глав- 
ный идеал Ab, где b Æ Ὁ, и замечая, что множители этого произведения обра- 
тимы; с помощью доказанного выше заключить, что идеал Ὁ обязательно 
равен одному из этих множителей. Доказательство заканчивается с помощью 
упражнения 8.) 

Ч 10) Пусть А- кольцо, в котором любой идеал является произведе- 
нием простых. 

а) Показать, что для всякого простого идеала }} кольца А кольцо Αγ 
является дедекиндовым (упражнение 9). 

6) Показать, что множество минимальных простых идеалов }), кольца A 
конечно (разложить (0) в произведение простых идеалов). 

в) Предположим, что A/p, не является полем. Показать, что если у ΕΞ р, 


то для каждого x = А-}, существует такой элемент Ze), что у=ах. 


(Рассмотреть в А разложения идеалов Ах и Ах + Ау в произведения про- 
стых идеалов, а также соответствующие разложения в кольце A/p,.) Полу- 


чить отсюда, что для всякого уе}, отличного от нуля, имеет место равен- 
ство Ау=р, (рассмотреть }),/Ay, разлагая Ау в произведение простых идеа- 


лов), показать, наконец, что. =P; и, следовательно, что существует в YP, 
такой идемпотент 6,, что j), = Ae, (cp. гл. II, $ 4, упражнение 15). Таким 
образом, А разлагается в прямое произведение кольца Ae, и кольца А (| —е,), 
изоморфного дедекиндову кольцу Alp;- 

г) Предположим теперь, что все идеалы }), максимальны, так что A 


у, 

разлагается в прямое произведение колец вида A/p,’ (гл. II, $ 1, n° 2, πρεπ- 
ложение 5); следовательно, можно ограничиться случаем, когда А примарно 
и когда единственный простой идеал }) в А нильпотентен. Показать, что 
в этом случае кольцо А оказывается квазиглавным (Алгебра, гл. УП, $ 1, 
упражнения 5 и 6). 

д) Заключить’ из в) и г), что А есть произведение конечного числа де- 
декиндовых колец и одного квазиглавного кольца. 

11) Пусть К — поле, (v,), & p— семейство дискретных нормирований на К, 


удовлетворяющее условиям (АК!) и (АКи!) $ 1, n°3, и такое, что для 


произвольного целого числа г, любого семейства (п,) целых чисел 
Iishsr 
= 0, любого семейства (1) различных элементов множества / и лю- 
1<h<r 


бого семейства (а ) элементов поля К существует элемент x = К, 
| hı<h<r 
для которого σι, (х—а,) >п,, если I<hsr, и v (х)=0, если индекс ь 


отличен OT ty. Показать, что пересечение А колец нормирований UV, является 
‚ дедекиндовым кольцом, для которого К есть поле частных, и что (9%), =] 
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представляет собой семейство Sens нормирований кольца А. (Boc- 
пользоваться упражнением 7 $ 1, доказать, далее, что два различных про- 
стых идеала высоты | взаимно просты и получить отсюда, что любой не- 
нулевой простой идеал кольца A максимален.) 

4 12) Пусть А-— целостное кольцо и К — его поле частных. Показать, 
что следующие свойства эквивалентны: 

а) Для любого простого идеала } кольца А локальное кольцо Ay является 


кольцом нормирования. 
В) Для любого максимального идеала и! кольца А локальное кольцо A,, 


является кольцом нормирования. 

у) Любой ненулевой идеал конечного типа в А обратим (и, следова- 
тельно, ненулевые дробные идеалы конечного типа образуют группу). 

δ) Любой А-модуль без кручения и конечного типа проективен. 

=) Для любого x = К дробный идеал À + Ax обратим. 

¢) Для любого х=20 из К существует такой элемент ye, ΠΤῸ 

= 0 (тоа 1), у = 0(mod x), y = 1 (mod (1 — x)). 

n) Если (а;) = конечное семейство идеалов из А, то, для того чтобы 
система сравнений x, == с, (то4а,) имела решение, необходимо и доста- 


точно, чтобы с, = С, (mod (a; +a;)) для любой пары, индексов i, | („китай- 


ская теорема“). 

9) Если а, 6, с—три идеала из A, το afN(b+c)=anb+anc. 

t) Если а, b, с—три идеала в А, то а-+ (6 Пс) = (а-+5) 0 (atc). 

х) Кольцо А целозамкнуто и любой идеал конечного типа в А дивизо- 
риален. 

λ) Кольцо А целозамкнуто и для любого 2=# 0 из К существуют Ta- 
кие x, у из А, что 2 = X + 23. 

~ и) Кольцо А целозамкнуто и если а, D, с—три ненулевых дробных 

идеала конечного типа, то из Ab = ас следует, что b = с. 

у) Для любого А-модуля М конечного типа подмодуль кручения мо- 
дуля М является в М прямым слагаемым. 

0) Любое кольцо В, для которого AC Вс К, целозамкнуто. 
ῥ “hdi случае говорят, что À — прюферово кольцо (или кольцо Прю- 

ера 

(Для доказательства эквивалентности пунктов α), В), y) x ὃ) восполь- 
зоваться теоремой 1 гл. II, $ 5, n° 2, и теоремой 4 n° 6. Для доказатель- 
ства того, что из €) следует Y), надо воспользоваться тождеством 
(a+b)(b+e)(c+a)=(a+b+c)(ab + Бе + са) между любыми тремя дробными 
идеалами в целостном кольце. Чтобы доказать, что из 6) следует m), надо 
провести индукцию по числу идеалов 4,. Эквивалентность условий η), 0) и \) 


уже была доказана в упражнении 25" Алгебры, гл. VI, $ 1. Доказать, что 
из À) еледует €), заметив, что из À) вытекает соотношение 


x (A+ Αα) ς 2 (А+ Αα). 
и используя упражнение 66), $ 1, а также то, on 
(A + Az) (Ay + Ax/z) = 
Доказать, что из μ) следует À), заметив, что всегда 
2 (А+ Az) < (A+ Az?) (А+ Az). 


taste, что из Χ) следует A), заметив, что любой дробный главный 
идеал At, содержащий Аи A2?, содержит и Аг. Для доказательства того, 
что из у) следует у), рассмотреть для всякого целого идеала конечного 
типа 4 == 0 кольца А некоторый элемент с=а(А:а), отличный от нуля, и 
применить упражнение 32, $ 1, к идеалу Б = са. Чтобы доказать, что из σ) 
следует В), свести рассуждения к случаю,: когда А — локальное кольцо, рас- 
смотреть элемент = = К — А и показать, что 27! «= А, заметив, что из пред- 
положения следует включение г = А [z2}.) 
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13) a) Пусть а, D — два идеала конечного типа в прюферовом кольце A; 
ноказать, что если D < а, то существует такой идеал конечного типа с, что 
асс, dc u becca (рассмотреть идеал a+b). 

6) Вывести из а), что если а-— идеал конечного типа в прюферовом 
кольце A, то в кольце A/a любой элемент, не являющийся делителем нуля, 
обратим. В частности, простой идеал в А может иметь конечный тип только 
в том случае, когда он максимален. , 

в) Показать, что в прюферовом кольце А два простых идеала }}, P, ни 
один из которых не содержится в другом, взаимно просты (рассмотреть 
для любого максимального идеала MI кольца А идеал pA, + ψ' Αμ). 


г) Пусть &-— идеал конечного типа в прюферовом кольце А. Для того 
чтобы идеал а был примальным (гл. IV, $ 2, упражнение 33), необходимо 
и достаточно, чтобы а содержался только в одном максимальном идеале 
кольца А (воспользоваться пунктом 6)), в этом случае идеал ἃ неприводим и 
квазипрост (гл. IV, $ 2, упражнение 34), так что для идеалов конечного типа 
в прюферовых кольцах эти три понятия совпадают. Для того чтобы идеал 
был примарным, необходимо и достаточно, чтобы он содержался только 
в одном ‘простом (обязательно максимальном) идеале ш (cp. гл. VI, $ 4, 
упражнение 1в)); для того чтобы @ был сильно примарным (гл. IV, $ 2, 
упражнение 27), необходимо и достаточно, чтобы, кроме того, идеал ША», 


был главным. р 

14) Пусть А — прюферово кольцо. Показать, что, для того чтобы некото- 
рый А-модуль М был плоским, необходимо и достаточно, чтобы он не имел 
кручения (воспользоваться упражнением 126)). Получить отсюда, что À — κο- 
герентное кольцо (гл. I, $ 2, упражнение 12). 

15) а) Если А — прюферово кольцо, то Αθ — прюферово для любого про- 
стого идеала \) из À. 


6) Если кольцо А прюферово, то таково же и ST!A для любой мульти- 
пликативной системы $ в А, не содержащей 0. | 
= в) Пусть К-— поле и (Αλ) -- непустое возрастающее фильтрующееся 
семейство подколец поля К. Показать, что если кольца Αλ прюферовы, то 
таково же и их объединение А (воспользоваться упражнением 120)). 
16) Пусть À — прюферово кольцо, К — его поле частных и L.— алгебраи- 
ческое расширение поля К (степень которого конечна или бесконечна). 
Показать, что целое замыкание A’ кольца А в L является прюферовым 


кольцом. (Пусть хеЕЁи ayX*+a,X"+ ... +a,— многочлен из A[X], кор- 

нем которого является xX; если положить ayX*+a,X°!4+ ... +a, = 

= (X—x)(boX" 1+... +b,_;), то показать, что 6; и b;x принадлежат 

кольцу А’ для чего воспользоваться упражнением 12a) $ 1.) Если 
п n—| | 

а= 2 Aa, = 2 Bb;, то показать, что идеал Ὁ: Βατ! служит обратным 
i= == () 

для B+ Bx.) 


4 17) Пусть À — целостное кольцо. 

а) Для того чтобы А было кольцом Безу ($ 1, упражнение 20), необхо- 
димо и достаточно, чтобы оно было прюферовым и псевдобезу-кольцом 
($ 1, упражнение 21). 

6) Для того чтобы кольцо А было дедекиндовым, необходимо и доста- 
Точно, чтобы оно было кольцом Крулля и прюферовым (показать, что Любой 
дивизориальный идеал кольца А имеет конечный тип, для чего воспользо“* 
ваться упражнением 12x)) m упражнением 11а) $ 1; получить отсюда, что 
любой простой идеал == 0- в А максимален (упражнение 136)), а затем что 
любой простой идеал в А имеет конечный тип и завершить рассуждение 
с помощью упражнения 6 гл. П, $ 1). 

- в) Для того чтобы А было дедекиндовым кольцом, необходимо и доста- 
точно, чтобы оно было прюферовым и сильно ласкеровым (гл. IV, $ 2, 
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упражнение 28). (Заметить, что если А прюферово и сильно ласкерово, то 
для любого максимального идеала и! в А кольцо À, является кольцом диск- 


ретного нормирования (гл. УТ, $ 3, упражнение 8), затем —что для всякого 
ненулевого хе А имеется произведение конечного числа максимальных 
идеалов в А, содержащееся в идеале Ах, и завершить рассуждения, показав, 
что А является кольцом Крулля.) 

18) Пусть А - кольцо, являющееся объединением возрастающего филь- 
трующегося семейства подколец Ag, которые представляют собой дедекин- 
довы кольца. Предположим, что для любого простого идеала }) в Ag суще- 
ствует такой индекс В 524, что в Ав имеется по крайней мере два различ- 


ных простых идеала, лежащих над YP. 

а) Показать, что кольцо всех целых. алгебраических чисел (целое замы- 
кание кольца Ζ в поле С) удовлетворяет предыдущим условиям (ср. гл. V, 
$ 2, упражнение 6). ᾿ 
- 6) Пусть Ὁ -- нормирование кольца A, не являющееся несобственным, и 
ΖΕ: А- такой элемент, что 9(2)>0. Пусть а- идеал в A, образованный 
такими X, что U(x) > v (2). Показать, что А: = À и, следовательно, идеал a 
не является обратимым, хотя для любого максимального идеала ш в. А 
идеал AA, является главным в кольце нормирования A, (cp. гл. II, $ 5, n° 6, 


теорема 4). 

в) Получить из 4) и 0) пример прюферова кольца, являющегося вполне 
целозамкнутым, но не являющегося кольцом Крулля (ср. упражнение 15в) 
и 176), а также упражнение 14 гл. У, $ 1). 

4 19) Целостное кольцо А называется исевдопрюферовым, если множе- 
ство дивизоров конечного типа в D(A) ($ 1, упражнение 11) представляет 
собой группу. Псевдопрюферово кольцо регулярно целозамкнуто ($ 1, упраж- 
нение 29). Любое псевдобезу-кольцо ($ 1, упражнение 21) является псевдо- 
прюферовым; прюферово кольцо псевдопрюферово; кольцо Крулля псевдо- 
прюферово. 

а) Показать на примерах, что обращения этих последних трех утвержде- 
ний в общем случае неверны. 

6) Пусть 0 — некоторое: иррациональное число > 0, Г — группа Β’, упоря- 
доченная следующим образом: множеством положительных элементов 
объявляется множество таких пар (a, В), что a 20 и В > да. Упорядоченная 
группа Г является вполне решеточно-упорядоченной. Пусть В — псевдоглавное 
кольцо, полученное из Г с помощью процедуры, описанной в упражнении 22 
$ 1, пусть А — подкольцо, равное пересечению В и групповой алгебры над À под- 
группы Q? группы В?. Показать, что А является вполне целозамкнутым, но 
не псевдопрюферовым (заметить, что если К есть поле частных кольца Аи 
U — группа обратимых элементов из A, то упорядоченная группа K*/U изо- 
морфна группе ΠΩ’, упорядоченной ‘отношением порядка, определенным 
порядком группы Г). 

в) Если кольцо А псевдопрюферово, то показать, что кольцо много- 
членов A[X] является псевдопрюферовым (ср. $ 1, упражнение 30B)). 

г) Пусть А — псевдопрюферово кольцо и К — его поле частных. Показать, 
что целое замыкание В кольца А в произвольном алгебраическом расшире- 
нии L поля К является псевдопрюферовым кольцом (метод тот же, что и 
в упражнении 16; воспользоваться упражнением 29а) $ 1). 

д) Получить из упражнения 30r) $ | пример возрастающей последова- 
тельности (Ay) факториальных колец, имеющих общее поле частных, объеди- 
нение которых не является регулярно целозамкнутым (и а fortiori псевдо- 
прюферовым) кольцом (в указанном примере взять в качестве В кольцо 
дискретного нормирования). 

τ 20) Пусть À — дедекиндово кольцо, К — его поле частных, L -- алгебраи- 
ческое расширение поля К конечной степени и В — целое замыкание кольца А 
в поле L, являющееся дедекиндовым кольцом. Пусть f — произвольный идеал 


| 586 ДИВИЗОРЫ | гл. VII, $2 


из В. Для того чтобы существовало такое кольцо С, что AcCcBuf 
являлось кондуктором из В в С (гл. V, $ 1, n° 5), необходимо и достаточно, 
чтобы для любого простого идеала ÿ’ кольца В, содержащего f и такого, 
что поле B/p’ изоморфно A/(p’N A) (простые идеалы со степенью вычетов |), 
пересечения с кольцом А идеала { и кондуктора f :p’ из р’ в f были равны. 
(Заметить, что если существует такое кольцо С, то кондуктор из В 
в Co=A+f тоже равен {; следовательно, существование кольца С эквива- 
лентно тому факту, что A+f не содержит никакого идеала из В, отличного 
от f и содержащего f. Для доказательства эквивалентности этого послед- 
него условия сформулированному, надо свести рассуждения к случаю, 
когда А является кольцом дискретного нормирования. ) 

4 21) а) Пусть À — целостное кольцо, f, g — два многочлена из А[Х] и 
h=fg. Обозначим через a, 6, с идеалы кольца À, порожденные соответ- 
ственно коэффициентами многочленов f, 6, A. Показать, что если deg (2) = п, 


т п 
τά Grip = aXe. (men f(X) = Sue À", g(X)= >} b;X}; для любой возра- 
1—0 j=0 


стающей последовательности O = (ἐμ) целых чисел ти любого j 


ISksn+l 
пусть 
"νᾶ, в.а Ь,а, ΕΚΕ. : 
a г 241 4 org ат’ 
введем на множестве элементов Ug,j совершенный порядок, при котором 
Ис, j < и, „ana любых о, TH для любого |, если | <j’, ио, j < ит, тогда и только 


тогда, когда GT в лексикографическом порядке на (0, т)" +1. Далее про- 


вести индукцию по этому совершенно упорядоченному множеству.) 

6) Вывести из упражнения a), что если А — прюферово кольцо (упражне- 
ние 12), το с= ab. 

в) Взяв в качестве А кольцо многочленов Z[Y], привести пример таких 
двух многочленов f, g простой степени из А [Х], что с πε ab. 

Ч 22) а) Пусть А — нётерово целостное кольцо, в котором всякий HeHy- 
левой простой идеал максимален, так что любой идеал à 5 0 единственным 


образом записывается в виде произведения Il q, примарных идеалов OTHO- 
i . 
сительно различных простых идеалов }),, содержащих 4. Пусть à — неко- 
торый обратимый идеал в À, и, пусть 6 — произвольный ненулевой идеал в À- 
Показать, что существует такой идеал с, что 6 + с = А и идеал ac — главный. 
(Заметить, что если (P,) — конечное. семейство различных максималь- 
71 <1< п 


ных идеалов в А и если В p, то а= Σ at, и N; = wi»; «φῆ 
1 - $ i 


используя предложение 6 гл. П, $ 1, n° 2, вывести отсюда существование 
такого элемента хеа, что xar!+be A.) Получить отсюда, что а поро- 
ждается двумя элементами (ср. упражнение 1). 

6) Пусть K— поле, A— подкольцо кольца формальных. рядов К [ [Т] ], 
образованное рядами ао + ТИР (Т), где а = К, Р(Т) ЕК [ [Т] ] и n — задан- 
ное целое число. Показать, что А есть целостное нётерово локальное кольцо, 
имеющее единственный ненулевой простой идеал и! == 0, но наименьшее 
число элементов в системе образующих идеала и! равно п. 


$ 3. Факториальные кольца 


1. Определение факториальных колец 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Факториальным кольцом называется кольцо 
Крулля, все дивизорцальные идеалы которого являются главными. 


А бе ee к НК 
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Другими словами, это кольца Крулля, у которых группа 
классов дивизоров ($ 1, n° 2) сводится к 0. 


Примеры. 1) Всякое кольцо главных идеалов является 
факториальным (а также, напоминаем, дедекиндовым). Обратно, 
всякое факториальное дедекиндово кольцо является кольцом 
главных идеалов в силу теоремы IB), $ 2, n° 2. 

2) В частности, если К -— поле, то кольца K[X] и K[[X]] 
являются факториальными (обобщения этих фактов даются 
в теореме 2 и предложении 8 ниже). 

3) "Локальное кольцо простой точки алгебраического много- 
образия факториально. Кольцо ростков аналитических функций 
в начале координат пространства С” также факториально., 


2. Характеризации факториальных колец 


Если задано кольцо А, то мы будем рассматривать следую- 
щее условие: 

(М) Любое непустое семейство ‘целых главных идеалов 
кольца А обладает максимальным элементом. 


ТЕОРЕМА 1. Пусть А — целостное кольцо. Следующие условия. 


эквивалентны: 

а) кольцо А факториально; 

6) упорядоченная группа ненулевых дробных главных идеа- 
лов кольца А является прямой суммой групп, изоморфных Z 
(упорядоченной с помощью произведения порядков); 

в) выполнено условие (М), и пересечение любых двух главных 
идеалов кольца А является главным идеалом; 

г) выполнено условие (М), и для любого экстремального 
элемента р кольца А идеал Ар прост; 

д) А— кольцо Крулля и любой его простой идеал высоты 1 
‘является главным. 


Мы будем обозначать через К поле частных кольца Аи 
через Я” (или через 9" (Α)) — упорядоченную группу ненулевых 
дробных главных идеалов кольца А. Доказательство будет 
проведено по следующей логической схеме: 


Покажем, что из а) следует 6): в самом деле, если кольцо А 
факториально, то группа ЭР: ο IH группе дивизоров 
кольца À, т. е. прямой сумме групп Ζ ($ 1, n°3, теорема 2). 


te ag Ξ т SRE в. 
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Заметим теперь, что условие „пересечение двух целых глав- 
ных идеалов кольца А является главным идеалом“ означает, 
что любая пара элементов кольца А обладает наименьшим 
общим кратным, т. €. группа FY решеточно-упорядоченная 
(Алгебра, гл. УТ, $ 1, n°9, предложение 8). Тот факт, что из 6) 
следует в) (и даже что они эквивалентны), вытекает из тео- 
ремы 2 Алгебры, гл. УТ, $ 1, n°13. То, что из в) вытекает г), 
следует из предложения 14(ДЕЛ) Алгебры, гл. VI, $ 1, n°13. 

Тот факт, что из г) следует 6), вытекает из примененной 
к группе Я” теоремы 2 из Алгебры, гл. VI, $ 1, n°13. 

° Покажем, что из 0) следует д). Если выполнено 6), то имеет 
место изоморфизм между 7" и ZU); обозначим через (о, (х) }_, 


элемент группы ZU, соответствующий идеалу Ах (хе К”). Мы 
видим, что каждая из функций Ὁ, является дискретным нор- 
мированием поля К, что А является пересечением колец нор- 
мирований UV, и что для всякого x = Κ᾿ имеет место равенство 
о, (x) =0 для всех, кроме конечного числа, индексов L; следо- 
вательно, А является кольцом Крулля. С другой стороны, пусть 
Я — произвольный ‘простой идеал высоты | кольца A; он содер- 
жит некоторый ненулевой элемент а, который обязательно не- 
обратим; следовательно, в силу определения простого идеала, 
один из экстремальных элементов р кольца А также принад- 
лежит этому идеалу; поскольку Ар — ненулевой простой идеал, 
имеет место равенство ἢ = Ар, gin va что { — главный 
идеал. 

Наконец, покажем, что из д) следует a); Пусть à — произ- 
вольный дивизориальный идеал arte А. В A имеются такие 


простые идеалы }; высоты 1, что div(a = am div p;, где n,=Z. 


Если выполнено д), TO Ὁ; имеют вид ος откуда следует, что 
div (а) = div [1 Αρ} ‚ значит, а = Il Ap;i, так как À является ди- 
1 1 


визориальным идеалом. 


ПрРЕдложЕНИЕ 1. Пусть А — кольцо Криулля. Если любой ди- 
визориальный идеал кольца А обратим, то для всякого макси- 
мального идеала M кольца А кольцо частных Am факториально. 
Обратное верно, если предположить дополнительно, что любой 
дивизориальный идеал кольца А имеет конечный тип (в част- 
ности, если кольцо А нётерово). 


Предположим, что любой дивизориальный идеал кольца А 
обратим; поскольку Am является кольцом Крулля ($ 1, n°4, 
предложение 6), то любой дивизориальный идеал я в An пред- 
ставляет собой пересечение : двух главных дробных идеалов 
(5 1, n°5, следствие 2 предложения 9); следовательно, а = Ак, 
где 6 — дивизориальный идеал кольца А (гл. II, § 2, n°4); по- 
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скольку, по предположению, Ὁ обратим, из теоремы 4 гл. II, 
$ 5, n°6, вытекает, что идеал A главный; следовательно, 
Am — факториальное кольцо (n° |, определение 1). Обратно, если 
все кольца Am факториальны и если с — дивизориальный идеал 
конечного типа кольца A, то CAm является дивизориальным 
идеалом кольца Am (это вытекает из следствия 2 предложе- 
ния 9 $ 1, n°5, и из гл. Il, $2, n°4); по условию идеал 
Am — главный; следовательно, обратимость идеала € вытекает 
из теоремы 4 гл. II, $ 5, n°6. 


3. Разложение на экстремальные элементы 


Пусть А-— целостное кольцо, K—ero поле частных и 
U — мультипликативная группа обратимых элементов в А. Ha- 
помним (Алгебра, гл. VI, $ 1, n°5), что имеет место канони- 
ческий изоморфизм группы К” на группу Я" дробных глав- 
ных идеалов кольца A, отличных от нуля. Условие 0) теоремы | 
можно переформулировать следующим образом: 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 2. Пусть А — целостное кольцо. Для того чтобы 
кольцо А было факториальным, необходимо и достаточно, 
чтобы существовало такое подмножество Р кольца А, что любой 
элемент a = À — {0} записывается единственным образом в виде 
а=и || р"®), где uŒU и где n(p) — целые положительные 
: peP 
числа, все, за исключением конечного` подмножества, равные 


нулю. 


Если ‘множество Р удовлетворяет этому условию, то ясно, 
что все его элементы экстремальны и что любой экстремаль- 
ный элемент из À ассоциирован с одним и только одним эле- 
ментом множества Р. Напомним, что множество Р называют 
системой представителей экстремальных элементов кольца А 
(Алгебра, гл. УГ, $ 1, n°3, определение 2). 

Мы предполагаем далее, что кольцо А факториально. Было 
показано (n°2, теорема 1), что группа Я” решеточно-упорядо- 
ченная. Следовательно, можно применить результаты из Ал- 
гебры, гл. VI, $ 1, n°9 u 13. В частности, любой элемент из К* 
записывается, и притом по существу единственным способом, 
в виде несократимой дроби. Два произвольных элемента а, В 
из К” обладают наименьшим общим кратным и наибольшим 
общим делителем; если а=и [[ р"® u b =u’ |] pr (P) — разло- 

реЕР реЕР 
жения элементов а и В в произведение экстремальных элемен- 
тов, TO 


НОД (a, 5) =a I] pintinior nen, | (1) 
p=P 


ee ee И АН Е 
зе RS арк А ALES Е И в ея 


ee 
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HOK (а, 6) =’ | | pr ™@.n), (2) 
p=P 


где w, w’ лежат в U. Мы вновь получаем, в частности, резуль- 
таты из Длгебры, гл. УП, $ 1, n°3. 

Для любого p = P отображение a—n(p) является дискрет- 
ным нормированием JV, поля К, кольцо которого равно, оче- 


видно, Ад,. Из теоремы | a) следует, что нормирования V, — это 


не что иное; как существенные нормирования кольца А, и что 
идеалы Ap pe еР) —это не что иное, как простые идеалы из À 
высоты 1. 


4. Кольца частных факториального кольца 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть А-— кольцо Крулля и $ — мультипли- 
кативная система в А, не содержащая нуля. 


(1) Если кольцо А факториально, то и 57 À есть факториаль- 
ное кольцо. 

(ii) Если система 5 порождается семейством элементов р,, 
для которых главные идеалы Ар, являются простыми, и если 


--1 
5 A-— dbakrTopuanonoe кольцо, то кольцо А факториально. 
Это немедленно следует из определения [| n°1 и из пред- 
ложения 17 $ 1, п? 10. 


5. Кольца многочленов над факториальным кольцом 


Пусть Ар-— факториальное кольцо, К —его поле частных 
и /— произвольный ненулевой элемент из K[X]. Элемент с 
из К” будет называться содержанием многочлена |, если он 
равен наибольшему общему делителю коэффициентов много- 
члена [. Пусть Ὁ — нормирование поля К, существенное для A, 
и. Ü—ero каноническое продолжение Ha Κ[Χ] (определяемое 


равенством (Zar) = inf (a); ср. гл. VI, Ὁ 10, n° 1; предле- 
i i 
жение 2); имеет место равенство © (р = v (ο). 


ΠΈΜΜΑ 1 (Глусс). Пусть f, f’ — ненулевые элементы кольца 
KIX] ис, с’ — содержания элементов f, Г’. Тогда сс’ есть содер- 
жание произведения jf: 


Пусть 4 — содержание элемента ff’. Для любого нормирова- 


ния Ὁ поля К, существенного для A, обозначим через д его 
каноническое продолжение на К [X]. Тогда υ (d) = ü (Ι΄) = ü (f) + 
+ Э([) = о (с) Чо (с^) = о (сс). Следовательно, cc’d”' — обратимый 
элемент кольца А. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть -А — факториальное кольцо, К —его поле 
частных, (p,) — система представителей экстремальных элемен- 
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тов кольца А и (P,) — система представителей неприводимых 
многочленов из Κ[Χ], в которой содержание каждого много- 
члена P, равно 1. Тогда 

(i) кольцо A[X] факториально; 

(ii) множество элементов р, и элементов P, является систе- 
мой представителей экстремальных элементов кольца А[Х]. 


Пусть /-— ненулевой элемент кольца A[X]. В кольце К [X] 
многочлен | можно единственным образом предстазить в виде 


ΠΝ (ae K*, п(^) > 0). 


„Лемма | показывает, что а есть содержание элемента []. Сле- 
довательно, а А. Поскольку кольцо А факториально, можно 
разложить а единсгвенным образом в произведение вида 


а=и Пр" (и обратим в À, mi) >0). 


Отсюда следует НИ и единственность разложения 
т то п (A) 


Следует заметить, что в этом предложении доказано, что 
любой элемент кольца А допускает то же разложение на 
экстремальные элементы в кольце A, что и в кольце A[X], 
Наибольший общий делитель семейства элементов кольца А 
будет, следовательно, в кольце А таким` же, как и в кольце 


A[X 


Можно также воспользоваться предложением 18 $ 1, n° 10, для дока- 
зательства того, что кольцо А [Х] факториально тогда и только тогда, 
когда А — факториальное кольцо. 


ΟΠΕΠΟΤΒΜΕ. Если A НИ кольцо, то кольцо 
A[X,, ..., X,] факториально. | 


Доказательство проводится индукцией ΠΟ п. 


Это следствие распространяетея и на случай бесконечного семейства. 
переменных (ср. упражнение 2). 


6. Факториальные. кольца и кольца Зарисского 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. П усть. А - кольцо Зарисского и À —eeo no- 
полнение. Если кольцо А факториально, то и само А факто- 
риально. 


Это следует из определения 1 n°1 и предложения 16 § 1, 


n° 10, 


RER Е СТ 
PEN Si Es “ΕΝ 
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СЛЕДСТВИЕ. Если пополнение нётерова’ локального и А 
факториально, то и само А факториально, 


7. Предварительные сведения 06 автоморфизмах колец 
формальных рядов 


JIEMMA 2. Пусть [(X,, Χρ, ..., X,) — формальный ряд, отлич- 
ный от нуля, с коэффициентами в кольце Е. Тогда существуют 
такие целые числа и() 1 (lLSi<n-—l), что 


р Ч РО ВЕ. 


Предположим, что уже определены целые числа u(i)>1 


(1 << -— 1), для которых [(Х* BEIGE РА σα. X 20. 
Мы определим теперь такое целое число и (Е) > 1, что 


а, αὶ η 


Лемма будет доказана, таким образом, по индукции. 


Замётим, "το: pan: (XD, 2.2, XE’, Xs Κι) можно 
рассматривать как ряд от X, и À, с коэффициентами 
в Е[Хьчь..., Än-ıll- Мы видим тем самым, что лемму доста- 


точно доказать для n=2. Следовательно, пусть 


f= Хе, ХУ! =E[[X, У] 


при j 5-0. Пусть GCN X М№М-непустое множество таких пар 
(i, |), что e;; AO. Наделим МХ М лексикографическим поряд- 
ком. Пусть (е, ὦ) —наименьший элемент из G. Выберем Kakoe- 

‘ : r @ mi Г 
либо целое число p>d. В разложении (T°, T)= >) е ГР! 

(i, ЛЕС 

отыщем те слагаемые, степень которых равна cp+d. Если 
ip +j=cp+d, то неравенство i>c-+ | не может иметь места, 
так как из него следовало бы, что 


ip+i>z(c+l)p+i>(c+l)p>cp+d; 


не может также выполняться и неравенство {< с, так как (Сс, 4) 

является наименьшим элементом в G; следовательно, i=c, 

откуда | = d. Следовательно, слагаемое степени ср + d Β (Т?, Т) 
| +d | 

равно el". Так как e, #0, то [(ТР, Τ) ==0. Отсюда сле- 

дует лемма. 


Пусть в кольце Ε[[Χι, ..., X,]] через а обозначен идеал 
формальных рядов без свободного члена. Если w,, ..., w, — 
какие-либо элементы из A, то напомним, что отображение 
P(X), «++. Χ)-»]ίω» ..., Wy) является единственным эндомор- 
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физмом $ кольца E[[X,, ..., X,]], для которого s(X;)=w, при 
1 <1=< и (гл. II, $ 4, n°5, предложение 6). 

Пусть и! =X, +)... Wai hat" On = X, где 
u(i) — целые числа >|. Пусть s’ — эндоморфизм кольца 
EI[LX,..., X,]], который переводит Х, в Rie NE oe es 


Ев. Torts SF) ACTE LLC 
следовательно, S’°S является тождественным автоморфизмом; 
аналогичное утверждение верно и ДЛЯ sos’. Значит, $ — авто- 
морфизм. 

ЛЕммА 3. Пусть | — ненулевой элемент кольца ET[X,, ..., Χι]]. 
Существуют такие целые числа ι()Ξεὶ (lSi<n-1), что 
автоморфизм $ кольца Е, определенный равенствами 5 (X;) = 
kr ART (1<1<п-—1) и s(X,)=X,, переводит | в такой 
элемент ©, что g (0, ..., 0, X,) = 0. | 
_ Действительно g(0,..., 0, Xn) Е Ая παι 
Лемма 3 является, таким образом, следствием леммы 2. 


= 


8. Подготовительная теорема 


В этом разделе через А обозначается локальное кольцо, 
через ш — его максимальный идеал и через R= Α|πὶ — его поле 
вычетов. Предположим, что А отделимо и полно относительно 
т-адической топологии. Пусть В = A[[X]]; это локальное кольцо, 
максимальный идеал M которого порождается идеалом M и 
элементом X; относительно Ж-адической топологии кольцо В 
отделимо и полно (гл. III, $ 2, n°6, предложение 6). 

Для любого формального ряда. 


положим 
f= D axe ИХ], 


где a; обозначает канонический образ коэффициента а; в поле À. 
Ряд f будет называться редуцированным рядом ряда |; если 
f 0, то порядок ряда f (т. 6. наименьшее целое число $, для 
которого а; EM) будет называться редуцированным порядком 
ряда ]. | | 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть |+ B—pad, редуцированный ряд 


которого отличен от нуля. Обозначим через $ его редуцирован- 
чый порядок и через М обозначим А-подмодуль в В, базисом 


которого является Ἐν A, X° 3 Гогда В представляет собой 


г. 
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прямую сумму модуля М и модуля TB, и [не является дели- 
телем нуля в В. 


а) Покажем, что {В ῃ М = {0}. Предположим, что выполняется 
соотношение 


[Зыжи-и+их+ а (Dy Pee 


Покажем, что все элементы D; (а потому и r;) равны нулю; 
тем самым будет показано, в частности, что | не является 
делителем нуля в В. Так как кольцо А отделимо, достаточно 
показать, что b, Е M" для всякого i>0 и всякого n>0. Это 
очевидно для n=O. Мы проведем двойную индукцию: предпо- 
ложим, что b,=m"-l для любого Ги Вр; Е т” для i<k, и 10- 
кажем, что отсюда следует включение b, em". Для этого по- 


ложим f= Ха;Х' и сравним коэффициенты при ec (3); 
i=] 


тогда | 
(bods +k +... +В, 14; +1) + bps + (Dp 415-1 +... +0,40) =0. (4) 


Члены, заключенные в первые скобки, принадлежат m”, так 
как 6; Ем” для {< δ; то же самое можно сказать и о членах 
во вторых скобках, поскольку в; = т”"-! для любого Ги а: =т 
для 1<$—1. Следовательно, ba, = m" и, так как а, — обрати- 
мый элемент кольца À, b, Ем” 

6) Покажем, что fB + М = В. Положим 


8 = a, + а;+1Х + а; +25? HF... 
это обратимый элемент кольца В. Тогда 
͵,«Αα--α-αιξ----.. а: 


следовательно, если положить [9—1 — Х* = (Ё-— Χ'ϱ) в! = — ἢ, 
то коэффициенты из À принадлежат m. Возьмем теперь какой- 
нибудь элемент г из`В. С помощью индукции по п определим 
последовательность (gl) элементов из В; в качестве 0® возь- 
мем единственный формальный ряд, удовлетворяющий условию 


r = Х°4 (0) (mod М); (5) 


co 


οο . 
если h= D h,Xi и q™= > 4®.Х', то элементы gl") определяются. 
1—0 1—0 


по формуле 
Gs = hide y (6) 


SS ae 
Е Ἂς 
г $ À о 
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Из (6) немедленно следует, что 
ΧΦ” =hq"~” (mod M). A 


Поскольку A; +‘ для любого j, из соотношения (6) следует 
также (с помощью индукции по п), что 4") = 1" для любого i 


и любого и. Так как кольцо À полно, ряд 9® + 9® +... +9® +... 
сходится к некоторому элементу 4 кольца В. В силу (5) и (7), 
_ получаем 


Χ' (a +gd +... Fg) =г+1 (909+... + 9-1) (mod М) (8) 


Поскольку модуль М замкнут, соотношение (8) дает в пределе 
r=(X°—h)q (mod М), τ. е. refg'g+Mc/B+M. 


Для доказательства соотношения В =|В-+ М можно также вос- 
пользоваться результатом гл. Ш. $ 2 (ср. упражнение 12). Метод, 
использованный здесь, имеет преимущество в применении к сходя- 
щимся рядам. 


СлеЕдствиЕ. В предположениях и обозначениях предложе- 
ния 5 допустим, что $ >21, так что |= Вт + ВХ. Тогда А-гомо- 
морфизм h кольца B’= A[[T]] в кольцо B=A|[X]], для кото- 
рого h(T)=f (гл. III, $ 2, n°9, предложение. 11а)), определяет 
на В структуру свободного В’-модуля, базисом которого слу- 


— | 
HCUT (1, Κο ie В частности, гомоморфизм h инъзективен. 


Действительно, наделим В’”-модуль В (Т)-адической филь- 
трацией, образованной идеалами JB для п>0 (гл. Ш, $ 2, 
n°1). Тогда ВИВ является свободным модулем над кольцом 
A=B’/TB’ и образы элементов Х’ (0<i<s—1) в этом 
А-модуле образуют базис (предложение 5); поскольку, кроме 
того, | не является делителем нуля в В (предложение 5), 


Brine также является свободным (В”/ТВ”)--модулем ранга $, 
так что выполняется условие (GR) из гл. ΠΠ, $ 2, n°8 (где А 
заменено на В’и М-на В). С другой стороны, так как В’ 
отделимо и полно относительно (Т)-адической фильтрации, а 
gr (В), всилу предыдущих рассуждений, является gr(B’)-MonyJIieM 
конечного типа, то мы видим (гл. III, $2, n°9, следствие | 
предложения 12), что В является В’-модулем конечного типа. 
Первое утверждение этого следствия вытекает, таким образом, 
из предложения 13, гл. Ш, $ 2, n°9. Второе утверждение 
вытекает из первого немедленно. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Многочлен FE AÏX] называется отмечен- 
ным, если он имеет вид Fat taux + ... +, где a; em 
для 9 <1<$-—1. 

Заметим, что произведение двух отмеченных многочленов 
снова является отмеченным многочленом. 


Е О А В PRE о ST RS Е к НЯ 
3 ea 3 3 Tue = sh Ἂ- 7 Fr me Di ey Зо ы 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6 (подготовительная теорема). Пусть [ЕВ — 
некоторый ряд, редуцированный ряд которого отличен от нуля, 
и пусть $—его редуцированный порядок. Тогда существует, 
и притом единственная, пара (и, Е), в которой и является обра- 
ere элементом на В, Е — отмеченным многочленом степени 
sul=ufF. 


Положим F=X’+G, где G=go+... +8 X (EA). 
Соотношение }=иР эквивалентно соотношению F=unrlf, τ. e. 
равенству X° =u l} С. Следовательно, в силу предложения 5, 
многочлен G и ряд u”! единственны, а потому TO же самое 
можно сказать и об элементах F и и. Предложение Ὁ пока- 
зывает также, что существуют такие элементы Ὁ = В и много- 
член G=go+ ... --ρ..|Χ᾽-᾽' (в: Е À), что X° = vf — G; остается 
доказать, что ряд Ὁ обратим в В и что в; = M для любого i. 
Ho, обозначив через g; канонический образ коэффициента ϱ; 
в поле À и через f, Ö— редуцированные ряды рядов |, δ, πο- 
лучим 


Rar ck cde ek а, 


Так как f имеет порядок $, то 6; =0 для любого i u 9 имеет 
порядок 0; следовательно, ряд 9 обратим. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть Е — отмеченный многочлен и в, h — 
такие два формальных ряда из В, что Е = gh. Тогда существует 
такой обратимый элемент u из В, что ug и u~'h являются от- 


 меченными многочленами и Е = (ug) (uth). 


Действительно, редуцированные ряды рядов g и À не равны 
нулю; следовательно, в силу предложения 6, существуют такие 
обратимые элементы и, Ὁ кольца В, что ug W VA являются от- 
меченными многочленами. Тогда uvF = (ug) (vA) — отмеченный 
многочлен и элемент UV обратим. Переходя к редуцированным 
рядам, мы тотчас устанавливаем, что F и uvF имеют один и 
тот же редуцированный порядок. Утверждение о единственности 
в предложении 6 показывает, следовательно, что Ё =uvF, от- 
куда ид = 1. 


СлЕдствиЕ. Предположим дополнительно, что кольцо А 
целостное, и пусть F — отмеченный многочлен степени $. Для 
того чтобы многочлен Е был экстремальным элементом кольца 
A[X], необходимо и достаточно, чтобы он был экстремальным 
элементом кольца В =А[Х]. - 


Предположим, что F не является экстремальным в А[Х], 
так что F — fie, где [и fo — необратимые элементы из кольца 
А[Х]; произведение старших коэффициентов многочленов [и fo 


равно |, и потому эти коэффициенты обратимы в А. Из пред- 
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положения теперь следует, что | и fa имеют степени >0и 
< $. Поскольку редуцированные многочлены fi, fo таковы, что 
НР = X°, ни Г, ни fo не может быть обратимым в k[[X]], так 


как ἐκ бы fi был обратим, TO fo имел бы порядок $, а это не 
так. Тем более ни /,, ни [ο не обратимы в В, так что F не 
экстремален в В. 

Обратно, если -F He экстремален в A[[X]], то F=gh, где 
ни g, ни A не обратимы в В; следовательно, их редуцирован- 
ные порядки >> l; тогда отмеченные многочлены ug и uth из 
предложения 7 не являются константами, а это показывает, 
что F не экстремален в А[Х]. 


9. Факториальность колец формальных рядов 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть С — кольцо, являющееся или кольцом 
дискретного нормирования, или полем. Тогда кольцо формаль- 
ных рядов C[[X,, ..., X,]] факториалеьно. 


Пусть P— максимальный идеал в С и л-— образующая 
идеала P (если С — поле, то л=0). Наделим С р+адической 
топологией; эта топология отделима. Поскольку С — нётерово 
локальное кольцо, B=C[[X,, ..., Х,|] является нётеровым 
локальным кольцом и его пополнение представляет собой 


кольцо С ИХ .... X,]] (ra. TITI, -$ 2, n°6, предложение. 6). 
В силу следствия из предложения 4 (n° 6), достаточно доказать, 
что C[[X,, ..., X,]]— факториальное кольцо. Но если С — поле, 
то C=C; если же С —кольцо дискретного нормирования, TO 
таково же и С (гл. VI, $ 5, n°3, предложение 5). Мы будем, 
следовательно, предполагать в дальнейшей части доказатель- 
ства, что С — полное кольцо. | 

Начиная доказательство по индукции при п = 0, предположим 


доказанным, что кольцо A=C[[X,,..., X,_,]] факториально. 
Отождествим В с А[[Х,]] и обозначим через m максимальный 
идеал кольца А (порожденный элементами л, Χι,..., An-ı)- 


Докажем, что всякий ненулевой элемент g из В представляется 
по существу единственным способом в виде произведения 
экстремальных элементов. 

Пусть К — поле С/Сл; поскольку В/Вл отождествляется 
с K[[X,, ..., X,]], идеал Вл прост и x — экстремальный элемент. 
Если x #0, то, следовательно, Bp, является кольцом норми- 
рованного дискретного нормирования w (гл. VI, $ 3,-n°6, 
предложение 9); любой ненулевой элемент g из В записывается 
поэтому в виде g=n"(@)f, где ЕВ и | не делится Han. 
Достаточно, следовательно, доказать, что | единственным обра- 
зом записывается как произведение экстремальных элементов. 


cs . Ὃν ος γεια ET STE EEE FA EX oe τ. 7 “ΕΟ = ep ET et ne БЕ ВОТЬ ΝΟ. νι DONNE enn et SD ea 
er Be TRANS PE VE EEE TE D MR RTS REEL RTE OR open à ЕЕ Me ET ie ae 
Le SAS RUE πόλεος RTE еси APT dE PC TT RE RS EE pe бы A MR ET T DRASS δ AT 
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Но канонический образ элемента { в кольце Κ[[Χ.,..., X,]l 
отличен от нуля; лемма 3 (n° 7) показывает поэтому, что суще- 
ствует автоморфизм кольца В, который переводит ] в такой 
элемент |”, что не все коэффициенты ряда |’ (0, ..., 0,..., Χα) 
принадлежат Сл; это означает, что не все коэффициенты ряда |’, 
рассматриваемого как формальный ряд от X,, лежат в M. 
Достаточно доказать наше утверждение для !. 

В дальнейшем все элементы кольца В рассматриваются как 
формальные ряды OT À, с коэффициентами в А. В силу пред- 
ложения 6 из n° 8 (оно здесь применимо, так как С (и, следо- 
вательно, A) отделимо и полно, а редуцированный ряд ряда | 
отличен от нуля), |’ ассоциирован в кольце В с некоторым, и 
притом единственным, отмеченным многочленом F. В силу 
предложения 7 n°8, любой ряд, делящий | (или, что то же 
самое, делящий F), ассоциирован с некоторым отмеченным много- 
членом, который делит F, и всякое разложение ряда |’ имеет, 


с точностью до обратимых множителей, вид |= UF, ... RT 
и — обратимый элемент и где F; — экстремальные отмеченные 
многочлены (в кольце В), для которых F=F,...F,. В силу 


следствия предложения 7 N°8, многочлены Р; экстремальны 
также и в A[X,]. Но поскольку кольцо А факториально в силу 
предположения индукции, кольцо A[X,] также факториально 
(теорема 2 n°5); следовательно, так как рассматриваемые 
многочлены F; унитарны, они определены однозначно много-* 
членом F (с точностью до перестановки). Этим доказана един- 
ственность разложения |’ = UF, ...F,; его существование выте- 


кает из того факта, что В — нётерово кольцо; доказательство 
закончено. 


Замечания. 1) Существуют такие факториальные кольца А, 
что кольцо A[[X]] не является факториальным (упражнение 8). 
Однако если À — кольцо главных идеалов, TO кольцо Α|[Χι, ..., Хи 
факториально (упражнение 9). 

"2) Позднее с помощью гомологических методов мы увидим, что 
любое регулярное локальное кольцо ‘факториально (ср. $ 4, n°7, 
следствие 3 предложения 16). Тем самым будет дано другое доказа- 
тельство предложения 8, с более доступной идеей... 


Упражнения 


1) Для того чтобы целостное кольцо А было факториальным, необхо- 
димо и достаточно, чтобы существовало отображение x —>S(x) из À — {0} 
в М, удовлетворяющее следующим условиям: s(xy)=s(x)+s(y); соотно- 
шение $ (х)=0 влечет за собой, что элемент x обратим в A; для любых 
двух элементов х, у из А- {0}, ни один из которых не делит другой, суще- 
ствуют такие элементы а, 6, 2, t из А- {0}, что ax+by=zt, $ (2) <$ (х), 
причем Г взаимно прост с хиу. (Показать, что если это условие выпол- 
нено, то любой ненулевой элемент из А является произведением экстре- 
мальных элементов; затем показать, что для любого экстремального эле- 
мента р идеал Ар прост, завершить доказательство с помощью теоремы 1г).) 
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2) а) Пусть А - целостное кольцо, представляющее собой объединение 
возрастающего фильтрующегося семейства (Αλ) подколец. Предположим, 
что каждое из колец Αλ факториально и что если À < и, то любой экстре- 
мальный элемент из Αλ является также экстремальным элементом и в Ay. 


Показать, что А- факториальное кольцо, множеством экстремальных эле- 
ментов которого служит объединение множеств экстремальных элементов‘ 
каждого из колец А» (ср. $ 2, упражнение 19д)). 

6) Вывести из упражнения а), что для любого факториального кольца А 
кольцо многочленов “A[X,], =г OT произвольного семейства переменных 


факториально. i 
в) Пусть А — такое факториальное кольцо, что любое кольцо формаль- 
ных рядов Α[[Χι, ..., Xn]] от конечного числа переменных факториально. 


Показать, что тогда кольцо формальных рядов A[[Xi]), er OT произволь- 


ного семейства переменных (Алгебра, гл. ГУ, $5, упражнение 1) факто- 
риально (метод тот же). 

3) а) Пусть A= @ i, Sadana по положительным степеням 

n>0 
алгебра над полем № предположим, что А, =Ё и что A— кольцо Крулля. 
Показать, что для того чтобы кольцо А было факториально, необходимо 
и достаточно, чтобы любой градуированный простой идеал }} высоты | в A 
имел вид P= Аа, где а-— однородный элемент (воспользоваться упражне- 
нием 16 из $ 1). Показать, что любой ненулевой однородный элемент из А 
является произведением однородных экстремальных элементов. 

6) Пусть А-градуированная #-алгебра, удовлетворяющая условиям 
пункта а). Пусть Κ΄ -- расширение поля Ё и предположим, что кольцо’ 
А ©» Κ' факториально; показать, что тогда А факториально. (Если градуи- 
рованный идеал A кольца А таков, что а © Κ΄ -- главный идеал BAW: Κ', 
то показать, что а — главный идеал, после этого воспользоваться пунктом а). ) 

4) а) Показать, что кольцо А = © [Х, Y]/p, где ϱ — главный идеал, поро- 
жденный многочленом Х?-+ У? — | из QIX, У], является кольцом Крулля, но 
не факториально (если х-— образ переменной X в кольце A, то показать, 
что элемент X экстремален в A, но Ах не является максимальным идеа- 
лом в А). 

6) Показать, что кольцо А®о 9 (7 факториально (доказать, что это 


кольцо изоморфно факторкольцу кольца @ (1) [Х, Y] по главному идеалу 
(ХУ — 1); сравнить с упражнением 36)) 

Ч 5) a) Пусть Е-— нётерово факториальное en и B-— кольцо 
многочленов Κ [Χι, ..., Хи] при n>3; пусть g, (0<1ж<г)- некоторые 


элементы из А[Хз, ..., Xn], причем элемент go экстремален; положим 
r 


g=X,X,- > 4 и рассмотрим факторкольцо A=B/gB. Показать, что 
i=0 

кольцо А факториально. (Пусть Gu мультипликативная система в А; Dee 

жденная элементом Ги образом переменной X, в A; применить к δ. 14 

предложение 3 n° 4.) 

6) Пусть &— поле характеристики #2 и F — однородный многочлен 
второй степени из кольца А[Х!,..., Xn] при n>5, такой, что соответ- 
ствующая полиномиальная функция на А” является невырожденной квадра- 
тичной формой. Показать, что кольцо k[X:,..., Xn|/(F) факториально. 
(Сначала доказывается, что любой однородный многочлен С второй степени 
из k[X,, ..., Xn], которому соответствует полиномиальная функция, являю- 
щаяся невырожденной квадратичной формой, представляет собой экстре- 
мальный элемент при n>3. После этого надо доказать предложение 
в случае, когда k алгебраически замкнуто; для этого следует воспользо- 
ваться пунктом а); наконец, надо перейти к общему случаю с помошью 
упражнения 36).) 


Bere ee Ее 
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в) Если F=X,X,—X3X4, то показать, что кольцо А [Ху, Хо, Хз, Х4 (Е) 
не является факториальным. (Показать, что образы переменных X; в этом 
кольце являются экстремальными элементами.) 

Ч 6) а) Пусть К — алгебраически замкнутое поле характеристики 2. 


ANBCHT градуированные простые идеалы кольца 


K IX, У, ZI/(X2 + Y2+ 22). 


6) Пусть Е- упорядоченное поле, а, b, с — положительные элементы 
из k и Ар-— кольцо k[X, У, Z]/(aX?+ БУ? + с7?). Показать, что А — факто- 
Риальное кольцо. (Свести доказательство к случаю, когда k — максимальное 
упорядоченное поле, используя упражнение 36); после этого доказать, 
используя пункт а), что любой градуированный простой идеал высоты | в А 
является главным, и применить упражнение 3a).) . 

в) Пусть А — упорядоченное поле, а, ὦ — положительные элементы из À 
и Вр-— кольцо А[Х, У]/(аХ?-+ 6У? + 1). Показать, что В - факториальное 
кольцо (воспользоваться пунктом 0) и упражнением 17а) из $ 1). 

г) Показать, что кольцо С = © [Х, Y]/(X?+2Y2+1) факториально, но 


кольцо С Do Q (i) (при i?= —1) таким не является. 
Ч 7) Пусть К — нётерово факториальное кольцо и F — некоторый экстре- 
мальный элемент кольца многочленов К [X,, ..., Xn]; предположим, что 


когда каждой переменной À; приписывается некоторый Bec 4 (i) (1<1< и), 
то многочлен F оказывается изобарическим веса 9 0. Пусть А — кольцо, 
порожденное в алгебраическом замыкании @ поля частных кольца 
K(X:,..., Xn) кольцом К, переменными X; (1<i<n) и корнем много- 
члена Z°—F, где с- целое число, взаимно простое с 49. Показать, что 
кольцо А факториально в следующих двух случаях: : 

1) c =1 (mod а); 

2) любой проективный К-модуль конечного типа свободен (это так, 
например, когда К — поле или кольцо главных идеалов, или локальное 
кольцо). В первом случае рассмотреть кольцо частных А [1/2]; показать, что 
оно факториально, и применить предложение ὃ n° 4. Во втором случае рас- 
смотреть такое целое число 4, что cd = 1 (mod 4), и пусть элемент 2 & Q 


таков, что 2= 2/4; кольцо В=А [2] факториально в силу первого случая 
и представляет собой свободный А-модуль. Рассмотреть В как градуиро- 
ванное кольцо, придав элементу 2’ вес 4, а каждому из À; — вес са4 (1), и 
свести все к доказательству того, что для двух однородных элементов и, 9 
из A идеал АиПАо является главным, используя. упражнение 16 $ |; 
наконец, рассмотреть идеал Ви П Во в кольце В и применить предложение 12, 
гл. I, $ 3, n°6. В частности, если К — поле и а, 6, с-три целых положи- 
тельных попарно взаимно простых числа, то кольцо 


A=K [x, У, 212" — x? ус) 

факториально. 

ᾳῃ 8) Пусть А-— целостное кольцо и X, у, 2— три ненулевых элемента 
из А, причем х Ч и Ax (| Ay = Axy. Пусть $ — мультипликативное 
множество степеней x” (n>0), и пусть B=S” 1А; рассмотрим кольца 
формальных рядов А [[Т]] и В [[Т]]. 

а) Пусть i, |, Е— три таких целых числа > 0, что ИИ Е > 0 
и αἱ es Ari + Ду Рассмотрим в кольце A[[T]] элемент о=ху- 2" IT. Пока- 


зать, что существуют целое число #>0 и ряд 


"yb 4 oe PT + 6% ER ae ag ..» 


из В [[Т]], для которых vv’ ΕΞ A[[T]] (определить по индукции элементы Dp, 


разбивая ‘множество N на интервалы длины ij; внутри каждого такого 


интервала положить бит = One ия на конце каждого Итера исполь- 


зовать неравенство ijk — ij — jk — ki 520). 
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6) Предположим, что 2162 Ax + Ау. Показать, что в кольце A[[T]] 


He существует никакого формального ряда CO свободным членом y® (k>0- 
целое число), ассоциированного с элементом Ὁ в кольце В [[Т]] (вычислить 
коэффициент при ТГ в произведении элемента V и какого-либо обратимого 
элемента из В [[Т]]). 

в) Получить из пунктов а), 6) и упражнения 7 пример такого факто- 
риального кольца À, что кольцо формальных рядов’ А [[Т]] не является 


факториальным. (В предыдущих обозначениях, предполагая выполненными 
условия пунктов a) и 6) относительно элементов x, у, 2, i, j, k, пока- 
зать, что 90’ не может быть произведением экстремальных множите- 
лей и, (I<h<r) в A[[T]]; заметить, что элементы и, являются формаль- 


ными рядами, свободные члены которых представляют собой степени эле- 


мента у. Рассмотреть далее кольцо C=S 14 [[Τ]], где система $’ образо- 
вана формальными рядами, свободный член которых лежит в ὃ; кольцо 
В [[Т]] представляет собой пополнение кольца Зарисского С; показать, что 
ес и что U и и, экстремальны в С; наконец, получить противоречие 


с результатом пункта 0).) | 
г) Вывести из пункта в) пример нётерова факториального локального 


кольца А, пополнение А которого является нефакториальным кольцом 
Крулля. x 

di 9) a) Пусть A-— Takoe нётерово целостное кольцо, что для любого 
максимального идеала Ni в А кольцо частных Ам является кольцом дискрет- 


ного нормирования. Если В — кольцо формальных рядов А [[Х\,..., X,]], To 
показать, что для всякого максимального идеала и в В кольцо частных B, 
факториально (рассмотреть его пополнение, используя предложение 8 п°9). 
Вывести отсюда, что любой дивизориальный идеал кольца В является 
проективным В-модулем. 

6) Пусть С — такое нётерово кольцо, что любой проективный С-модуль 
конечного типа свободен. Показать, что кольцо формальных рядов С [[X]] 
обладает тем же свойством (ср. гл. II, $ 3, n°2, предложение 5). 

в) Получить из пунктов a) и 6), что если А — кольцо главных идеалов, 
то кольцо формальных рядов A[[X,, ..., Xn]] факториально. 

10) а) Любое прюферово ($ 2, упражнение 12) факториальное кольцо 
является кольцом главных идеалов. 

6) Любое псевдобезу-кольцо ($ 1, упражнение 21) Крулля факториально. 

11) Пусть К — поле и А-— кольцо многочленов К [Х, У], которое факто- 
риально. Если Ё — поле К (Х?, У/Х) = K(X, У), то показать, что кольцо 
ANL не является факториальным. 

12) Доказать предложение 5 n°8, используя следствие ὃ теоремы 1, 
гл. IH, $ 2, n°8. : | 

13) Распространить следствие предложения 7 n° 8 на случай, когда OT- 
делимое и полное локальное кольцо А не является целостным (использовать 
упражнение 66) из Алгебры, гл. VIII, $ 6). À 
14) Пусть А- нётерово полное локальное кольцо, поле вычетов которого 
имеет характеристику р>0. В кольце формальных рядов А [Т]] для каж- 


horo целого п>0 рассмотрим элементы @y=(1—T)? и Yh—1—wY Пока- 
зать, что Yn с точностью до знака является отмеченным многочленом (n°8); 
вывести отсюда, что An = А [[Т]] (уз) отождествляется с алгеброй над А 
группы Gn = Z/p"Z. Показать, что пересечение главных идеалов (yy) равно (0); 
вывести отсюда, что А [[Т]] отождествляется с проективным пределом dim An. 


di 15) Пусть X — noxe, полное относительно некоторого дискретного нор- 
мирования 9, А— кольцо этого нормирования, À — его поле вычетов и P ~~ 
некоторый многочлен из Α[Χι,..., Хи] полной степени 4, обладающий сле- 
дующим свойством; существует Takoe алгебраическое расширение К” поля К, 
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что в кольце Κ’ [Χι,..., Xn] многочлен Р является произведением много- 
членов полной степени 1. Предположим, кроме того, что существуют два 
таких многочлена (ΩΦ, R из A[X,,..., Xn], что О имеет полную степень 


$ и содержит одночлен aX}, где ф(а) == 0 (pP обозначает канонический 


гомоморфизм. A->k, Ю имеет степень <d—su P=Q:R (обозначения из 
гл. Ш, $ 4). Показать, что тогда в кольце Α[Χι,..., Xn] существуют два 
таких многочлена Qo, Ro степеней соответственно 5, 4—5, что P = О.Ю, 
О = Ч, R= Ro и Qo содержит одночлен αρχ], где Ф(0)=Ф (αρ). (Paccmo- 
треть P, Ω, R как многочлены OT Х, с коэффициентами в кольце В, равном 
пополнению кольца А[Х.,..., Xn] относительно нормирования, полученного 
продолжением Ὁ по способу, описанному в предложении 2. гл. VI, $ 10, n°1; 
после этого применить лемму Гензеля, наконец, воспользоваться исходным 
условием на многочлен P.) 

16) Пусть В — кольцо дискретного нормирования, поле вычетов À ко- 
торого конечно, но не является простым полем; пусть А, — простое подполе 
в №, и пусть Ä— подкольцо в В, образованное элементами, классы которых 
в поле вычетов принадлежат Κρ. Пусть л-— униформизирующая кольца В 
и (0;), <; <ш- система обратимых элементов из В, такая, что классы 


— “ * * 
θ; под л элементов 6; образуют систему представителей группы А mod Rp. 
Показать, что элементы р, = 0,7 экстремальны в Аи что каждый элемент 
из А является произведением обратимого элемента и степеней элементов P;, 
хотя кольцо À не является целозамкнутым. 

17) a) Пусть А-— целостное кольцо; показать, что в кольце À[X;;], где 
(X;j) — семейство и? переменных (lL Ki<n, 1<]< п), элемент det (X;;) 
экстремален. (Свести доказательство к случаю, когда А-— поле; заметить, 
что сомножители элемента 4е(Х;;) обязательно были бы однородными 
многочленами, и провести индукцию по п.) | 

6) Пусть К — бесконечное поле и F многочлен из К [Υι,..., Ym], κοτο- 


рый будет записываться также в виде F (У); для любой квадратной матрицы 


$ = (0;;) порядка т с элементами из К обозначим через F(s-Y) много- 
т 


член F, в котором каждый У; заменен элементом. > ajjY;. Показать, что 
1=1 

если элемент F экстремален, то таков же и элемент F(s-Y) для любой 

обратимой матрицы $. Если существует такое целое число k > 0, что F(s-Y) = 


= (det (s))®- F(Y) для любой обратимой матрицы $, то F обязательно одно- 
роден по каждой из переменных Yj; кроме Toro, если F = GA, где @ u Н- 
два многочлена из К [Y,,..., Ym], то существуют два таких целых числа р 
ug, что p+g=k и G(s-Y)=(det ($))Р G (У), Н ($-У) = (det ($))" Н (У) для 
любой обратимой матрицы $ (воспользоваться пунктом a)). 


в) Пусть А-— кольцо, He сводящееся к 0; рассмотрим кольцо многочле- 
нов Α[Χι}], где Ху; — набор из п (п + 1)/2 (соответственно 2n(2n — 1)/2) пе- 


ременных и 1<71<]< и (соответственно 1Si<jss2n). Пусть U = (5,1) 
соответственно И = (1, i)) — квадратная матрица порядка п (соответ- 
ственно 2η) над А[Х, |, в которой br = À; для 1ISi<ij<Lnu δ "Χμ 
для {> | (соответственно Π;; =0 ama 1 Ki<2n, "= À;; для | Li<j<2n, 
N, Xi, для i> j). Показать, что det (U) (соответственно РЕ(У)) является 
экстремальным элементом в A[X;;] (рассуждать так же, как в пункте 6), 


рассматривая det(s-U-‘s) и Pf(s-V-!s)). | 
18) Пусть Кр— поле, f=g/h— некоторый элемент поля рациональных. 
дробей K(U,V) от двух переменных, где g H й — два взаимно простых 
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многочлена из К[И, У]. Показать, что в поле рачиональных дробей. 


К (Хи, Уь,..., Хи, Yn) от 2п переменных определитель det (f(X;, Y;)) равен 
—1 
(II h (Xi, 7 PRE РЕ. ln TA 
i, j | 
где F— некоторый многочлен из K [X,, У, .."., Xn, Уи V(Xq,..., Xn) — 


определитель Вандермонда (Алгебра, гл. Ш, $ 6, n°4). Рассмотреть частный 
случай, когда f=1/(U+V) („тождество Коши“). 
19) Если U — квадратная матрица порядка п, А — ее определитель и Δρ-- 


определитель ее р-й внешней степени (Алгебра, гл. III, $ 6, n°3), то пока- 
зать, что 
n—I\ 


(воспользоваться упражнением 17а) и упражнением 11 Алгебры, гл. IH, $ 6). 
ae ; 


20) Пусть A— факториальное кольцо и [= > a,X®—MHoroy.IeH из A [X]; 
| т k=0 
предположим, что существует такой экстремальный элемент р в А, что 

1° существует такой индекс RQ, что а, не делится на р, но а, де- 
лится на р при i<k; | 
` 2° элемент dy делится на р, HO не делится Ha р?. Показать, что при 
этих условиях один из неприводимых множителей элемента } в кольце А [Х] 
имеет степень 5: (рассуждения проводить в кольце (А/рА) [X]). Pac- 
смотреть частный случай, когда k=n („критерий неприводимости Эйзен- 
штейна“). | 

21) Показать, что в Z [X] следующие многочлены неприводимы: 
X” —a, где один из простых делителей числа а имеет в разложении для а 
степень 1; ' 


x2" + 1 (заменить X на Χ 1); 
X4+ 8X3 + 3X2 — δ; 
5X* — 6Х3 — aX? — 4X + 2. 


(Воспользоваться упражнением 20.) 

Ф 22) а) Пусть А- упорядоченное поле и А-— факторкольцо кольца 
многочленов Ё[Х, У, Ζ] по главному идеалу (Х?- У? -+ 72-1); обозначим 
через X, у, 2 канонические образы элементов X, У, Ζ в А. Показать, что 
кольцо А факториально (рассмотреть кольцо частных Az_, (обозначение из 
гл. II, $5, n°1) и воспользоваться предложением 3 n° 4). 

6) Пусть (ei), <; <з- канонический базис пространства A’, и пусть M— 


фактормодуль модуля 43 по моногенному А-подмодулю М, порожденному 
элементом хе; + {61 + гез, показать, что М является проективным А-моду- 
лем (образовать подмодуль в А3, дополнительный к N). 

*B) Показать, что если # = В, то А-модуль М не является свободным 
(отождествить М с подмодулем. модуля непрерывных сечений касательного 
расслоенного пространства к единичной сфере и воспользоваться тем 
фактом, что не существует непрерывного поля касательных векторов, от- 
личных от нуля в каждой точке сферы)., 

4 23) Пусть В — кольцо Крулля, Е— его поле частных и À — такое диф- 
ференцирование поля Е, что A(B)CB; пусть К — подполе в E, равное 
ядру A, и А-—кольцо Крулля ВПК; предположим, ато К имеет характе- 


ристику р>0; тогда ЕР < Ки Bec А, так что В представляет собой целое 
замыкание кольца А в E и определен канонический гомоморфизм 
i: С(4)>С(В) ($ 1, n°10). Обозначим через U группу обратимых элемен- 
тов кольца В, $ a | 
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а) Если 6 = Е- такой элемент, что div,(b) есть канонический образ 


некоторого дивизора из D(A), то показать, что Ab/b = В (заметить, что для 
всякого простого идеала % высоты ! кольца В существует такой элемент 
= К, что Uy (5) = Vy (0°), и обратить внимание на то, что кольцо By 


устойчиво относительно А). Пусть L— аддитивная подгруппа в В, образо- 
ванная элементами вида Ab/b („логарифмические производные“), которые . 
принадлежат В (где b = E или фе В, что приводит к одному и тому же, 
и 6 = 0); пусть [’-— подгруппа в L, образованная элементами Au/u, где 
ие Ц. Показать, что для всякого дивизора de D(A), образ которого 
в D(B) является главным дивизором, класс mod L’ элемента Ab/b для любого 
такого D, что i (ὦ) = div, (5), зависит только от класса 4 в группе С (А), 


и получить отсюда канонический инъективный гомоморфизм ф группы Ker (i) 
‚в группу L/L’. 

6) Показать, что. если А (В) не содержится ни в каком простом идеале 
высоты | кольца В и если [Е: К] = p, To гомоморфизм φ биективен. (Свести 
упражнение к доказательству того, что если Ab/b = В для некоторого 
’ элемента bEE и если Ÿ$ — такой простой идеал высоты | в В, что Up (b) 


не делится на р, το е (В/р) =1, где PB=PNA; для этого вывести из сде- 
ланных предположений, что если {— униформизирующая кольца By, TO 


At/t = By, так что идеал ВВ; устойчив относительно А и отображение А 
определяет, следовательно, при переходе к факторкольцу дифференцирова- 
ние А поля вычетов k = ВВ; показать, что À = 0, и получить отсюда, 


что f (3/2) = p.) 


в) Пусть Ё — поле характеристики 2, В — кольцо многочленов k [Х, У, Z] 
и A— дифференцирование поля E=k(X, У, 7), при котором A(X)=Y%, 
А (У) =Х?, A(Z)=XYZ; поле К, равное ядру A, таково, что [Е: А] =4. 
Имеет место включение A(Z)/Z <= В; однако показать, что’ div, (Z) He 
является каноническим образом никакого дивизора из D(A). (Рассуждать 
OT. противного, ‘предполагая, что e($/p)=1 для 3 = BZ, ὃ--βῃΑ; тогда 
в А существовала бы униформизирующая кольца By, которая обязательно- 


имела бы вид а(Х, У, 7) 7, где b=a(X, Y, 0) 0. Вывести отсюда, что 
должно было бы выполняться равенство Ab/b = — ХУ и получить противо- 
речие, подсчитав A(— ΧΥ).) 

24) а) Пусть Е — поле характеристики 2, А — некоторое дифференциро- 
вание этого поля и К-— подполе в Е, равное ядру А; предположим, что 
[Е: К] =2. Показать, что А? =аА при a & К и что элемент TEE имеет вид 
Ах/х тогда и только тогда, когда Δί -Ξ αἱ + {3. 

6) Пусть В — факториальное локальное кольцо характеристики 2, Ш — 
его максимальный идеал, Е —его поле частных и А — некоторое дифферен- 
цирование поля Е. Предположим, что подполе К поля Е, рэвное ядру ото- 
бражения Л, таково, что [Е:К] =2; кроме того, предположим, что суще- 
ствуют два таких элемента X, у в ml, что Ах и Ау порождают идеал 9 в В, 


который порождается множеством Δ (В). Показать тогда, что если t=AZ/Z 
принадлежит идеалу 9, то существует такой обратимый элемент и в В, что 
{= Ли/и (записать {= r Ах + $ Ay при г, $ из В и воспользоваться пунктом а)). 

Ч 25) Пусть Е — поле характеристики 2, В — кольцо формальных рядов 
Е [[Х, УП, Е — его поле частных и À — #-дифференцирование поля Е, опре- 
деленное равенствами А (Х) = У?7, А (У) =Х?' (i, | —целые ‘числа > 0); под- 
кольцо A кольца В, образованное такими элементами x © В, что Ах =0, 
есть кольцо формальных рядов из Ё [[Х, У, Z]], в которые нужно подста- 
вить X? вместо X, У? вместо У и X%+!4y7/+! вместо Z. 

а) Показать, что группа С (А) содержит векторное пространство над À 
размерности N(i, 7), равной числу таких пар целых чисел (а, δ), что 
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0<a<i, O<b<j u (2j+1)a+(2i+1)b>2ij. (Воспользовавшись упра- 
жнением 236) и упражнением 24а), заметить, что элементы из [, — это такие 
формальные ряды FEB, что AF=F?; наделяя À весом 2j+1, а У — весом 
2i+ 1, разложить F в бесконечную сумму изобарических многочленов; если 
Lg — подгруппа в L, образованная рядами Е = L, изобарические компоненты 
которых имеют вес 5:4, то группа L/L’ изоморфна прямой сумме групп 
Са/Са-+ь где Са= La/(L'N Га); вычислить эти группы для g > 41], используя 
упражнение 246).) | 

6) Показать, что идеал АХ? кольца А прост; если А’=А[Х-?], то πο- 
лучить отсюда, что группы С (Α) и С(А) изоморфны (п°4, предложение 3). 
Показать, что А’— дедекиндово кольцо (рассмотреть кольцо Β΄ = В [Х- "|, 
являющееся целым над А’и кольцом главных идеалов, и воспользоваться 
теоремой 3, гл. V, $ 2, n°4. Получить отсюда пример дедекиндова кольца, 
группа классов идеалов которого бесконечна. | 

26) Пусть А — факториальное кольцо и К — его поле частных. Для того 
чтобы элементы I; (1<i<r) из кольца B=A [χ, ὄν ο X] обладали тем 

r 
свойством, что идеал > Bf, равен кольцу В, необходимо и достаточно, 
i=] { 

чтобы существовали многочлены 9, (i ας о. К[Х,, ER: À, |, для KOTO- 


' αἳ ᾿ 

рых > vf, =Ти которые, кроме того, удовлетворяют следующему условию: 
i=1 

если. 0, = w,/d, где de À, многочлены w, принадлежат кольцу A [χι PA X] 


и наибольший общий делитель множества коэффициентов всех многочленов 
w, (1<i<r) равен |, то для всякого экстремального элемента р кольца А, 


делящего d, идеал, порожденный классами элементов [, в кольце 


(4/Ap) [X,,..., Xn], совпадает с этим кольцом. 

4 27) а) Пусть К -— поле, Ар— кольцо, порожденное в алгебраическом 
замыкании поля рациональных дробей К (0, V, X, У) от четырех перемен- 
ных кольцом многочленов K[U, V, X, У] и корнем Z многочлена F = 
= 77 — 05Х? — у*Уз. Показать, что А является факториальным кольцом 
(ср. упражнение 7). 

6) Пусть Ὁ — простой идеал, порожденный в А элементами X, У, U, V u 2; 
положим C= À, [Т]]. Показать, что С — нётерово локальное кольцо, не 


являющееся факториальным, для которого ассоциированное градуированное 
кольцо gr (С) факториально (воспользоваться упражнением 8). τ 


$ 4. Модули над целозамкнутыми нётеровыми кольцами 


На протяжении этого параграфа А обозначает целостное 
коммутативное кольцо с полем частных К. Начиная с n°2, 
предполагается, кроме того, что кольцо А нётерово и цело- 
замкнутое (следовательно, является кольцом Крулля; см. $ 1, 
n° 3, следствие теоремы 2); в этом случае через Р (A), D (А), С (A) 
соответственно обозначаются множество простых идеалов 
кольца А высоты 1 ($ 1, n°6), группа дивизоров кольца А 
($ 1, n°3) и группа классов дивизоров кольца А ($ 1, n° 10), 
причем для последних используются аддитивные обозначения. 

Общий метод изучения модулей конечного типа над цело- 
замкнутым нётеровым кольцом А заключается в „локализации“ 


а 
τ x Ar ln я z x у = 7 to [à en 3 ОН E + De PRESSE χρέη 
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модулей по всем простым идеалам р=Р(А) высоты | кольца A; 
поскольку А, является кольцом дискретного нормирования 
($ 1, n°6, теорема 4), структура А,-модулей конечного типа хо- 
рошо известна (Алгебра, гл. VII, $ 4), и она дает некоторые 
сведения O структуре А-модулей конечного типа. В частном 
случае, когда А является дедекиндовым кольцом, этим способом 
можно развить теорию, в той же мере исчерпывающую, как и 
в случае, когда А-— кольцо главных идеалов (n° 10). 


1. Pewerku 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Пусть V — векторное пространство конечной 
размерности над полем К. Решеткой в пространстве И относи- 
тельно кольца А (или просто решеткой в V) называется всякий 
А-подмодуль М модуля V, удовлетворяющий следующему 
условию: | ΄ 

существуют два свободных А-подмодуля Li, Lo простран- 
ства У, для которых L,OMCL, и rg,(L,)=rg, (У). 


Примеры. 1) Если положить V=K, то решетками в К 
служат ненулевые дробные идеалы поля К ($ 1, n° 1, опреде- 
ление 1). Е 

2) Если rg, (V)=n, то любой свободный А-подмодуль L BV 
обладает базисом, состоящим не более чем из п элементов, 
так как всякое подмножество в И, свободное над A, свободно 
и над К. Для того чтобы свободный подмодуль [ был ре- 
шеткой в И, необходимо и достаточно, чтобы L обладал ба- 
зисом из И элементов (другими словами, чтобы гед(Ё)=п). 

3) Если А-— кольцо главных идеалов, то любая решетка М 
в ИУ является А-модулем конечного типа (так как А нётерово) 
и не имеет кручения; следовательно, эта решетка является сво- 
бодным А-модулем (Алгебра, гл. УП, § 4, n°3, следствие 2 
теоремы 2). | к, 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Для того чтобы А-подмодуль М прост- 
ранства У был решеткой в И, необходимо и достаточно, чтобы 
КМ =У и чтобы М содержался в некотором А-подмодуле ко- 
нечного типа пространства \. 


Эти условия, очевидно, необходимы, так как свободный А- 
подмодуль пространства И, имеющий тот же ранг, что и V, 
порождает У. Обратно, если КМ =И, το М содержит некоторый 
базис (a,),<;—„ пространства У над полем К; следовательно, 
он содержит А-подмодуль Li, порожденный элементами а; и 
являющийся свободным. С другой стороны, если MOM, где 
M; — некоторый А-подмодуль пространства V, порожденный ко- 
нечным числом элементов бу, и если (e;), <;<, — некоторый базис 
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пространства И над К, то существует такой элемент SO 
кольца À, что каждый из В, является линейной комбинацией 


с коэффициентами в А элементов $ 'е;; если Lo — свободный 
А-подмодуль пространства У, порожденный элементами 6-6), 
16° Mi & Ва: 


СЛЕДСТВИЕ. Предположим, что кольцо А нётерово. Для того 
чтобы некоторый А-подмодуль М пространства У был ре- 
шеткой в V, необходимо и достаточно, чтобы КМ =У и М был 
модулем конечного типа. 


Замечание. 1) Напомним, что для любого А-подмодуля М 
пространства V каноническое отображение М ® „К — V инъек- 
тивно и имеет своим образом модуль КМ (Algèbre, chap. II, 3° 
ἐά., $ 7, n° 10, proposition 26); равенство КМ = V означает, сле- 
довательно, что это отображение биективно. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть М - решетка в V, М, - некоторый 
А-подмодуль в V. Если существуют два таких элемента х, y 
из K*, что хМе М, < ИМ, то М, является решеткой в И. O6- 
ратно, если М, — решетка в У, то существуют два ненулевых эле- 


мента а, 6 кольца À, для которых aM CM, < b M. 


Действительно, если ΙΙ], [.— две свободные решетки в V, 
для которых LLC MC Ly, то соотношения XM < М, € УМ влекут 


за собой следующее: XL, CM, < и[5 и XL, и yL, являются CBO- 


бодными решетками; обратно, если М, — решетка и lien” 


базис модуля Lo над A, то из равенства КМ, =У следует су- 
ществование такого элемента x = a/s = К" (где аи $ — ненулевые 
элементы из À), что хе; = М, для любого i, откуда хМ <: xl, = ΜΙ, 
так что a fortiori aM < M,. Меняя ролями М и M,, аналогичным 
образом я в существовании такого элемента в == 0 
из À, что ВМ, = 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. (i) Если M, и M, — решетки в V, то М ПМ. 
и M,+M, также являются решетками в V. 

(ii) Если W — векторное подпространство в V и если M — pe- 
шетка в V, то МПИ — решетка в пространстве W. 

(iii) Пусть V, У, ..., Г, - векторные пространства конеч- 
ного ранга над полем К, и пусть Их... Χε-»ν-- 
полилинейное отображение, образ которого порождает У. Если 
М; — решетка в V;, 1<i<Rk, то А-подмодуль пространства V, 
порожденный множеством FU X ΙΧ... X М»), является решеткой 
в И. 

(iv) Пусть У и W — векторные пространства конечного ранга 
над полем К, М — некоторая решетка в У u N — решетка в W. 


τ’ δ 5-4 τον κά} И 
τ - #7 


ἘΞ 
= = 


a er ET οκ 
ἘΞ 
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Тогда А-подмодуль М:.М ‘пространства Hom, (У, №), образо- 
ванный такими К-линейными отображениями |, что [(М) < М, 
является решеткой в Hom, (У, №). 


(1) В силу предложения 2, существуют отличные от нуля 


; —4 
элементы a, 6 в кольце A, для которых аМ EM Cb M; 
отсюда мы заключаем, что подмодули М, | М5 и M, + М. 3a- 


ключены между aM, иб 'М, и, следовательно, в силу предло- 
жения 2, являются решетками. 

(ii) Пусть $ — дополнение к W в пространстве V, Ly — He- 
которая свободная решетка в W, [;— некоторая свободная ре- 
шетка в $, так что L = Ly@Ls — свободная решетка в И. Сле- 
довательно, существуют такие x, ув К", что xLCMCyL. Or 
сюда следует, что XLyZ=MNW У[лу; это показывает, что 
МПЯ является решеткой в W (предложение 2). 

(iii) Поскольку КМ; =V;, то ясно, что, в силу линейности, 
множество (M, X ... ЖМ,) порождает векторное К-прост- 
ранство И; с другой стороны, для любого i существует такой 
А-подмодуль N; конечного типа пространства V;, что М; = М;; 
А-подмодуль N пространства И, порожденный FN, X ae, N,), 
является модулем конечного типа и содержит м; `‘следова- 
тельно, М — решетка в И (предложение |). 

(iv) Пусть Р (соответственно @)— свободная решетка в V 
(соответственно №), содержащая М (соответственно содержа- 
щаяся в N); очевидно, что М: McQ: Ρ. Но непосредственно 
видно, что модуль Q : P изоморфен модулю Hom,(P, О); сле- 
довательно, Q:P -является свободным А-модулем ранга 
(rg, P) (rg 1 Q) (Algébre, chap. II, 3° ἐά., $ 1, n°6, corollaire de la pro- 
position 6) и тем самым — решеткой в Hom, (И, W). Аналогично, 


если P’ (соответственно 0”) — свободная Sa в И (соответ- 
ственно W), содержащаяся в М (соответственно содержащая N), 
то 9’: ΡΝ: ΛΜ Q':P" является решеткой в Hom, (У, №); 


отсюда следует наше утверждение. 
Замечания. 2) Предложение 3 (i) показывает, что мно- 
жество R(V) решеток пространства У является решеточно- 


упорядоченным в смысле отношения включения; более того, 
если M— фиксированная решетка пространства И, то решетки хМ, 


ΤΠΕ x пробегает К”, образуют часть множества А (У), которая 


одновременно коинициальна и конфинальна (Théorie des епзет- 


bles, chap. Ш, 2° ἐά., 8 1, #7)». 


3) В обозначениях предложения 3 (iv) каноническое отобра- 
жение №: М— Нота (М, N), которое каждому К-линейному ото- 
бражению [EN:M сопоставляет : А-линейное отображение 


I) См. также Геория множеств, гл. Ill; $ I, n°7, — Прим. ред, 
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модуля М в модуль N, имеющее тот же график, что и f|M, 
биективно: действительно, любое А-линейное отображение 

: М —М продолжается до некоторого К-линейного отобра- 
жения 261: M®,K>N®,K, а мы видели, что M®,K и 
N © „К отождествляются соответственно с Уи W. 

В частности, если взять W =К, N = À, то Нот, (У, W) — это 
не что иное, как векторное К-пространство У", сопряженное 
к V, и А: М отождествляется с А-модулем М”, сопряженным 
к М; в дальнейшем мы будем считать, что это отождествление 
уже осуществлено и будем говорить, что М” есть решетка, со- 
пряженная к М; таким образом, это множество таких x = V”, 
что (x, ΧΕ: À для всякого x = M. 


Следствие. Пусть U, И, W—rpu векторных простран- 
ства конечного ранга над полем К, |: UXV —> W — некоторое 


невырожденное слева К-линейное отображение (Алгебра, гл. ΙΧ, 
$ 1, n°1, определение 3). Если М — решетка в V и N — решетка. 
в W, то множество М: „М таких x ŒU, что f(x, )=М для 
всякого уе M, является решеткой в U. 

Пусть ss: И —>Ношк (У, №) есть линейное отображение, 
ассоциированное слева с | (Алгебра, гл. IX, loc. cit.), т. е. δε (x) 


есть линейное отображение y—/(x, у); напомним, что невы- 
рожденность слева отображения | означает, что отображение δε 


инъективно. В силу предложения 3 (iv), модуль N : M является 
решеткой в Hom,(V, №); поскольку N:,M=sr!(N:M) И 5, 
инъективно, следствие вытекает из предложения 8 (ii). 


Примеры. 4) Пусть $ — некоторая К-алгебра конечного 
ранга (не обязательно ассоциативная), обладающая единичным 
элементом. Тогда билинейное отображение (x, у) > ху из SXS 
в 5 невырожденно (слева и справа). Если М и N — решетки в $ 
относительно кольца A, то таково же множество M : М (πρεπ- 
ложение 3 (iii)) и множество таких хе 5, что XM CN (след- 
ствие предложения 3). Заметим, что существует А-подалгебра 
в 5, содержащая единичный элемент из S и являющаяся pe- 
шеткой в ὃ; действительно, рассмотрим некоторый базис (е;) LL, 


алгебры $, в котором €, —единичный элемент из 9; пусть 
ee; = Ylıjpen — таблица умножения Β 9 (1<1ж< п, 1<1< и), 
так ato Cr = Sip, Cie = dr (символы Кронекера). Пусть $ = A— 
такой ненулевой элемент, что Cijg = $сиь ΕΞ А для любой T pon 
индексов (i, |, А); если положить $: =s te; для #22, то dei = 
= seiner + Ài синей для i>2 и j>2; решетка в $, имеющая 


В en nee €, и элементы €; (2<i <n), является А-под- 
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алгеброй алгебры $, в которой €, служит единичным элемен- 
том. 

5) Пусть И — векторное пространство конечной размерности 
над полем К и | — некоторая невырожденная билинейная форма 
на ИУ. Если М — некоторая решетка в И, то из следствия пред- 
ложения 3 вытекает, что множество М; таких хе, что 


i (x, y) = A, снова является решеткой в И; если sy: V >И" — ли- 
нейное отображение, ассоциированное слева с | ее биективное), 
то s,(M:) есть не что иное, как решетка М*, сопряженная к M. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть В — целостное коммутативное кольцо, 
А - подкольцо в В, К и L-— соответствующие поля частных 
колец А и В. Пусть У -- векторное О конечной раз- 
мерности над К. 


(i) Для любой решетки М в пространстве У относительно 
кольца А образ ВМ модуля Mis, = M @ дВ в пространстве 


У (+) =И ® KL является решеткой в И.) относительно кольца В. 


(ii) Предположим дополнительно, что В — плоский А-модуль. 
Тогда каноническое отображение Mig, > ВМ биективно. Если, 
кроме того, В — строго плоский модуль, то отображение, сопо- 
ставляющее каждой решетке М в пространстве V относительно 
кольца А решетку ВМ в пространстве V (,) относительно кольца В, 
инъективно. 

Поскольку КМ =", то ясно, что L:(BM)=V,,); с другой 
стороны, М содержится в некотором А-подмодуле М, конечного 
типа прострачства И; следовательно, ВМ содержится в ВМ,, 
являющемся В-модулем конечного типа, откуда и следует (1) 
(предложение |). 

(ii) Имеет место соотношение Vi, =И © кЁ =И ὃ QL (гл. Il, 
$ 2, n°7, предложение 18); поскольку [Г — плоский В-модуль, 
то L является также и плоским А-модулем (гл. 1, § 2, n°7, 
следствие 3 предложения 8). Поскольку В — плоский А-модуль, 
каноническое отображение М ® „B—>V @ 1B инъективно; с дру- 
гой стороны, так как У — свободный К-модуль и К — плоский : 
А-модуль, И является плоским А-модулем (гл. 1, $2, n°7, 
следствие 3 предложения 8); следовательно, каноническое ото- 
бражение V ® „В >И ὃ 4L инъективно; тем самым доказано 
первое утверждение. Чтобы убедиться в том, что из соотно- 
шения ВМ, = ВМ. вытекает равенство М, = M, для любых двух 
решеток М, M, пространства У относительно кольца А, когда 
В — строго плоский А-модуль, надо заметить сначала, что 
ВМ ПВМ. =В(М, ПМ.) (гл. 1, § 2, n° 6, предложение 6). Сле- 
довательно, можно ограничиться случаем, когда M, € Mb, 
а тогда наше утверждение вытекает из предложения 3 гл. 1, 
$ 2, n° 1, примененного к каноническому вложению М, > Mo. 
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Следствие. Предположим, что А-— кольцо дискретного нор- 
мирования. Пусть A—ezo ‘пополнение и`К-— поле частных 
кольца А (гл. VI, $ 5, n° 3). Отображение φ, которое каждой 
решетке М в пространстве У сопоставляет решетку АМ в про- 


странстве V=V @ кК относительно кольца А, биективно, и 
обратное к нему отображение сопоставляет каждой решетке М’ 


в пространстве У относительно кольца À ее пересечение M’ NV 
(20e У канонически отождествлено с некоторым векторным 


К-подпространством в Ÿ). 


Если L— свободная решетка в И, το решетки al (для а À, 
a0) образуют фундаментальную систему окрестностей нуля 
в некоторой топологии Я пространства V (согласованной со 
структурой А-модуля), которая (если выбрать некоторый ба- 
зис Г над À) может быть отождествлена с топологией произ- 
ведения на К”; в силу предложения 2, фундаментальная си- 
стема окрестностей нуля в топологии Я образована также и 
всеми решетками пространства У относительно кольца À. Ясно, 


что ИУ есть пополнение пространства V относительно топо- 
логии 7. Кроме того, если M — максимальный идеал кольца A, 


то топология Я индуцирует на любой решетке М в простран- 
стве У относительно кольца А щ-адическую топологию, ибо М 
является А-модулем конечного типа (гл. III, $ 3, π’ 2, Teo- 


рема 2) и АМ представляет собой пополнение модуля М отно- 
сительно этой топологии (гл. III, $ 2, n° 12, предложение 16). 
‚ Кроме того, так как множество М открыто (и, следовательно, 


замкнуто) в У, To АМПУ =М, а это снова доказывает TOT 
факт, что отображение ф UHGEKTUBHO (это. непосредственно сле- 


дует из предложения 4 (1), так как А является строго пло- 
ским А-модулем). Наконец, если М” — решетка в пространстве V 


относительно кольца A, то М = M’ ПУ — решетка пространства И 
относительно кольца À, так как, поскольку любой элемент 


из А является произведением некоторого элемента из А и не- 
которого обратимого элемента из À, из предложения 2 выте- 
кает, что существуют элементы a,b из А-— {0}, для которых 
_aÂLeM Cb 'AL, откуда aLZM’NV CobL. Кроме того, M’ 
открыто в V и, поскольку И плотно в У, М’ является попол- 


нением ΛΜ’ ΠΥ =М; этим доказано, что отображение ф сюрзек- 
тивно, откуда и вытекает следствие. 


Пример 6. Пусть $ — некоторая мультипликативная си- 
стема кольца А, не содержащая 0; применим предложение 4 


к B=S7'A; тогда мы получим, что L=K, BM=S "М; зна- 


20* 
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чит, S М является решеткой в пространстве У относительно 
ER —1 
кольца S А. Кроме того, имеет место 


_ ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть У, № —два векторных пространства 
конечного ранга над полем К, М-некоторая решетка в Г, 
N — некоторая решетка в И. Если М имеет конечный Tun, то 
(в обозначениях предложения 3) | 


S7'(N:M)=S7'N: S7'M (1) 


в пространстве Нотк (У, №). 
Ясно, что первый член формулы (1) содержится во втором. 


Обратно, пусть [= $ 'М: $ "М, и пусть (Xi); <: cn — Система 


образующих решетки M. Существует такой элемент $ = $, что 
f(x) Ε:5-Ὶ!Ν для любого i; следовательно, sf М: M; предло- 
жение доказано. 


2. Двойственность, рефлексивные модули 


Напомним, что начиная с этого места кольцо А предпо- 
лагается нётеровым и целозамкнутым и что через P(A) (или 
просто через Р) обозначается множество простых идеалов 
высоты | кольца А. Любая решетка относительно кольца А 
является А-модулем конечного типа (n° |, следствие `предло- 
жения 1). 


‚Пусть У — векторное пространство конечного ранга над по- 
лем К, И" — сопряженное к нему пространство и И" —его вто- 
poe сопряженное пространство; мы будем отождествлять V и V™ 
€ помощью канонического отображения су (Algébre, chap. II, 
3° ἐά., $ 7, n°5, théorème 6). Пусть М — решетка в простран- 
стве ИУ; напомним, что А-модуль М", сопряженный к М, кано- 
нически отождествляется с решеткой, сопряженной к М, т. е. 
множеством таких x EV", что (x, x") А для любого xe M. 
Второй сопряженный А-модуль М” модуля М является, следо- 
вательно, решеткой в пространстве И, содержащей М. Кроме 
того, М**" = M", ибо извключения М < М"" следует, что (ΛΙ) М* 
и, с другой стороны, М" < (М")" в силу изложенного выше 
(ср. Théorie des ensembles, chap. III, 2° éd., $ 1, n°5, proposi- 
tion 2). 


Если р-— простой идеал, то предложение 5, примененное. 


к М= А, дает соотношение (M° } = (My)’, которое оправдывает 
обозначение M, для обеих частей этого равенства. 


ТЕОРЕМА 1. Если М - решетка в пространстве У, то М* = 


NM; 


y=P 
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Ясно, что М" содержится в каждом из модулей My. Обратно, 
предположим, что 4€ [] Му; если хеМ, το (x, x')e f) A, 
peP | | рЕР 
и, поскольку А = N A, ($ 1, n° 6, теорема 4), то x = М". 
dep 
СЛЕДСТВИЕ. Имеет место равенство М" = N My. 
peP 


Действительно, теорема |, примененная к М", показывает, 

что M* = Г Му. Но так как А, — кольцо главных идеалов 
pep 

{$ 1, n°6, теорема 4), To My является свободным А-модулем 

конечного типа; следовательно, M, канонически отождествляется 


< My (Algébre, chap. II, 3° éd. 89 n° 7; re 14), откуда 
и вытекает следствие. 

Для произвольной решетки М относительно кольца А при 
каноническом отображении см: M—M™ (Algébre, chap. II, 
3° éd., $ 2, n°7) элемент x = M отождествляется с самим 


собой, так как х является таким единственным элементом у 

x 3 * * * 
пространства V=V™", что (x, x’) =(у, x’) для любого x* = M", 
ибо М порождает V*. Мы говорим, что модуль М рефлексивен, 
если М” =М (loc. cit). Поскольку выше было показано, что 
М* = (М*)*", мы видим, что модуль, сопряженный к произволь- 
ной решетке М, всегда рефлексивен. 


Замечание 1. Пусть М — некоторый А-модуль конечного 
типа. Немедленно проверяется, что модуль М", сопряженный 
к М, отождествленный с некоторым А-подмодулем в Hom, (М, К), 
является решеткой в векторном К-пространстве Hom, (М, К); 
в частности, любой рефлексивный А-модуль конечного типа 
изоморфен некоторой решетке в надлежащим образом выбран- 
ном векторном К-пространстве. 


ТЕОРЕМА 2. Если М — решетка в пространстве У, то следую- 
щие условия эквивалентны: 
а) модуль М рефлексивен; 


6) М= [ἢ Αν; 

pe P 
в) Ass (V/M) CP. | 
Эквивалентность условий а) и 6) вытекает из следствия 


‘теоремы 1. Если выполнено условие 6), то V/M канонически 
отождествляется с А-подмодулем произведения || (У/М,); πο 
| ah 


Ha самом деле V/M содержится в прямой сумме Ὁ (V/My). 
pep 


Действительно, если LC М — свободная решетка и (&)ı<;<n — 


LR ee ee 


= 
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базис этой решетки, то каждая координата x; точки x EV 
относительно (е;) принадлежит Ay для всех, кроме конечного. 
числа, значений } ($ 1, n°6, теорема 4); следовательно, x = 
el, My для всех, кроме конечного числа, значений р ЕР. 
Соотношение У/М < & (V/M;) влечет за собой 

: pe P 


Ass (V/M) < LJ Ass (V/M)). 


pep 


Поскольку V/My является А,-модулем, любой элемент из: 
А-—р} не может аннулировать ненулевой элемент из V/My, так 
как элементы из А—} обратимы в Ay; элементы из Ass (V/My). 
содержатся, следовательно, в Ÿ и отличны от нуля, так как 
V/M, представляет собой А,;-модуль кручения. Поскольку № 
имеет высоту 1, то обязательно имеет место равенство. 
Ass (V/M,) =», так как V/My=4{0}. Следовательно, Ass (V/M) CP. 

Наконец, если выполнено условие в), то 


Ass (М*/М) < Ass (V/M) = P. 


С другой стороны, ‘если pe P, то, как мы видели при дока- 
зательстве следствия теоремы 1, M, = M,, откуда p & Ass (M™/M) 


(гл. IV, $ 1, n°3, следствие 1 предложения 7). Отсюда мы 
заключаем, что Ass (M"/M) = © и тем самым М" =М (гл. IV, 
$ 1, n° 1, следствие | предложения 2). 


CrEncTBHE. Пусть М, N — две решетки в пространстве У 
относительно кольца À, причем модуль М рефлексивен. Для 
того чтобы MCN, необходимо и достаточно, чтобы при всяком: 
p = P выполнялось включение M € Ny. 


Очевидно, условие необходимо, и если оно выполнено, TO: 
Г] м, = П N=N. Поскольку Ме М" = [ My, το MEN. 
pe P pe P рЕР 

Примеры. 1) Любая свободная решетка рефлексивна. 

2) Положим V=K. Для того чтобы некоторый дробный 
идеал a поля К был рефлексивной решеткой, необходимо и 
достаточно, чтобы он был дивизориальным идеалом; это верно. 
в силу критерия 6) теоремы 2 и предложений Би 7 $ 1, n° 4. 

3) Пусть М — решетка относительно кольца À; если $ — муль- 
типликативная система кольца А, не содержащая нуля, то. 


; Е 1 * --1 * 
предложение 5 n° ] показывает, что S (M) = ($ М); если 
модуль М рефлексивен, то S”'M является, следовательно, 

[2 © — | 
рефлексивной решеткой относительно кольца $ À. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. (i) Если M, и M, — рефлексивные решетки 
8 пространстве У, то решетка М, Μι также рефлексивна. 
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(ii) Если У — векторное подпространство в У и если M — pe- 
‘флексивная решетка в V, то МПУ- рефлексивная решетка 
Ve oe 

(iii) Пусть У, W—Oea векторных пространства конечного 
ранга над полем К и М (соответственно М№) — решетка в V 
(соответственно в М). Если N рефлексивна, то решетка М: M 
в Ношк (И, W) (n° 1, предложение 3) рефлексивна. 


(i) Имеет место равенство (М, ῃ М»), = (M), П(М.), для Ре 


peP (ra. II, § 2, n° 4, теорема 1). Если М, = [] (Mi), и M = 
pep 
=f) (M,),, то М, ПМ, = [] (М. ПМ), откуда следует требуемое 
peP pe P 
утверждение в силу теоремы 2. 
(ii) Аналогично выполняется равенство (МП), = M, ΠΥ, == 


= M,NW, откуда следует, что МПИ = [] (MNW),; тем самым 
sep” 
доказано утверждение (ii). 
(iii) Поскольку М -— модуль конечного типа, из предложе- 
ния 5 n° | следует, что (М: М), = М, : ΛΜ» кроме того, из соот- 


ношения М = N) N, вытекает, что 
pep 
N:M= f) (Np: M). 


peP 


Действительно, если fe f) (Np: My) и если x EM, το [(х) = 
pe P : 
= N Ny=N, откуда [=N:M; этим доказано, что модуль 
pep 


№: M рефлексивен. 


Замечания. 2) Если M, и M, -— рефлексивные решетки 
в пространстве И, то решетка М, + M, не обязана быть 'рефлек- 
сивной (ср. $ 1, упражнение 2). 

3) Если М — некоторый А-модуль конечного типа и T —ero 
подмодуль кручения, то модуль М", сопряженный к М, совпа- 
дает с модулем, сопряженным к М/Т, так как для любой ли- 
нейной формы | на М образ [(Τ) является подмодулем кручения 
кольца В, т. е. равен нулю. Поскольку модуль М/Т изоморфен 
решетке в некотором векторном пространстве над полем К, мы 
видим, что модуль, сопряженный к любому А-модулю конеч- 
ного типа, рефлексивен. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть 0 —> М > М —>О-—0— точная после- 
довательность А-модулей. Предположим, что М — модуль конеч- 
ного типа без кручения. 
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(i) Если модуль М рефлексивен, To Ass (0) = PU {{0}} (другими 
словами, любой ‘идеал, ассоциированный с модулем О, либо 
равен 0, либо имеет высоту 1). 

(ii) Обратно, если М — рефлексивный модуль и если Ass (Q) < 
— PU {{0}, то модуль М рефлексивен. 


Поскольку кольцо А нётерово, модуль М также имеет ко- 
нечный тип; если положить V =М(к), W=N (xX), то М (соответ- 


ственно N) канонически отождествится с некоторой решеткой 
в пространстве У (соответственно М) (n° 1, предложение |). 
Рассмотрим две точные последовательности | 


0 — V/M > Я/М— W/V —0, 
0—Q—W/M — WIN -»0. 


(1) Из них получается (гл. IV, $ 1, n° 1, предложение 3), что 
Ass (О) < Ass (W/M) = Ass (V/M) U Ass (W/V). 


ἘΞ модуль М рефлексивен, то Ass(V/M) < Р (теорема 2); 
с другой стороны, ясно, что множество Ass(W/V) или пусто, 
или состоит из {0}; отсюда следует утверждение (1). 
(11) Аналогичным образом получаем, что 


Ass (V/M) < Ass (W/M) © Ass (0) U Ass (W/N). 


В силу имеющихся предположений, мы получаем, следовательно, 
что Ass(V/M) = PU {0}. Ho V/M является А-модулем кручения; 
значит, {0} & Ass (V/M). Из теоремы 2 вытекает теперь, что мо- 
дуль М рефлексивен. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть R и S —08a коммутативных кольца, 
о: R—S—eomomophusm колец и М- некоторый Ю-модуль ко- 
нечного типа. Предположим, что R нётерово и что $ — плоский 
К-модуль. Гогда если М — рефлексивный модуль ΤΟ рефлексив- 
ным будет u 5$-модуль Mis =М®р$. 


Известно (гл. 1, $ 2, n° 10, предложение 11), что существует 
канонический изоморфизм @y: (М) (5) => (Mis), при котором 


(x @ 1, an ® 1)) =р((х, x) 


для ΧΕΕΛ, x* = М". Так как М есть фактормодуль_ некоторого 
свободного Ю-модуля L конечного типа, то М" изоморфен А-под- 
модулю сопряженного модуля L*, причем L* — свободный модуль 
конечного типа. Так как кольцо R нётерово, TO модуль М” также 
является К-модулем конечного типа, и потому имеет место 
изоморфизм Oy: (М) ((М) 5)» при котором 


FOL, oa ® 1))=p((x", x”) 


—. ТЕ 
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для x eM и χ᾽ = М”. _С другой стороны, имеет место изо- 


морфизм ‘юм: Mis) > (М )‹$))", и с помощью композиции мы 
получаем из него канонический изоморфизм 


= (0, ) (ou) (Му > (Mis) 
такой, что в предыдущих обозначениях имеем 
(ом (x ® 1), φ(΄7 @ 1)) = (x”, x”). (1) 


Рассмотрим теперь канонический гомоморфизм см: M—>M™ H 
покажем, что композиция гомоморфизмов 


φ: Λε) = Ms > Mis)” (2) 


есть не что иное, как канонический гомоморфизм смз). 


Это немедленно следует из равенства (1), которое приводит 
к следующим соотношениям: | 


(On 5 © 1), ф (х © 1) παῖ. te CM (x))) Rp ((х, x") Er 
= (x ® 1, oy (x ® 1)), 


и того факта, что элементы Oy (x ® 1) порождают (Ms). По- 


скольку условие рефлексивности модуля М означает, что гомо- 
морфизм em биективен, то тем самым биективен и TOMOMOP- 
физм см ® 1, и, следовательно, биективен En Re Ÿ = CM(sÿ 


тем самым наше утверждение доказано. 


3. Локальное построение рефлексивных модулей 


Мы сохраняем предположения и обозначения n° 2. Будем 
говорить, что некоторое свойство имеет место „для почти всех 
идеалов реЕР“, если множество тех реР, для которых OHO 
не выполняется, конечно. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть У — векторное пространство конечного ранга 
над полем К и М- решетка в У относительно кольца А. 

(i) Пусть N — решетка в У относительно А; тогда для любого 
простого идеала р кольца А модуль Ny является решеткой в У 
относительно кольца Ay и для почти всех PSP имеет место 
равенство М, = My. 

(ii) Обратно, предположим, что для каждого » =P задана 
такая решетка М ($) в пространстве У относительно кольца Ay, 


что М (р) =М, для почти всех p=P. Тогда М = [] N (р) — реф- 


pep 
лексивная решетка в пространстве У относительно кольца A, 
и она является единственной рефлексивной решеткой № в У 
относительно A, такой, что № =М (ϱ) для каждого pS P. 


a Te RE RE О ЗАВ ЕН eae ИЕ ОН hg ee Е SP ey nS ie aes Drie EEE N 
NG Е : < 5 у Ser ΕΝ ; ря aN PERS ip SS TE 
ve F iy = o> я ee À 
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(i) Первое утверждение следует из предложения 4 n° 1. Кроме 
того, в К” существуют элементы X, и, для которых -хМ = М = 
CyN (n° 1, предложение 2); известно, что 9» (x) = и, (у) =0 для 
почти всех рЕР ($ 1 n°6, теорема 4), что, доказывает обра- 
тимость элементов X и у в кольце Ay; следовательно, My = Ny. 

(ii) Заменив M на х-!М при некотором х=20 из À, можно, 


предполагать, что М№ (у) < My для любого pe P. Пусть p,, ... 
..., 2, — Такие элементы множества Р, что М (р) =М, для лю- 
бого 2, отличного от yp; (1 <i<h). Положим 


Q=MNN (IN... NN). 


Так как каждый из модулей N(p;) содержит свободную pe- 
шетку относительно кольца Ay, то a fortiori он содержит He- 


которую решетку пространства У относительно кольца А, и, 
следовательно, @ содержит решетку пространства У относи- 
тельно А (n° 1, предложение 3). Поскольку Q содержится в M, 


то Q представляет собой решетку относительно кольца А. Для 
доказательства того, что @, = № (p) для всякого DEP, мы вос- 
пользуемся следующей леммой: 

ЛЕММА 1. Пусть ри 9’ —O6a простых идеала кольца А, для 
которых (0) является единственным простым идеалом в А, со- 
держащимся в by’. Тогда для любого А-подмодуля Е про- 
странства У выполняется равенство (Е), = K - Е. 


Пусть 5 - мультипликативная система (A —}p)(A — у’) 


‘в кольце А; в силу предложения 7 гл. II, $ 2, n° 3, справед- | 
JIMBO равенство (Es), = SE. Кроме toro, AS "AC К; προ- 


стые идеалы кольца S~'A соответствуют тем простым идеалам $ 
кольца A, для которых 9[] $ = © (гл. II, $ 2, n° 5, предложе- 
ние 11), а, по предположению, (0) является единственным про- 
стым идеалом в A, не пересекающим $; следовательно, $ А=кК 
и ST'E=K.E. 

Возвратимся теперь к доказательству пункта (ii). Если p = P 
отличается от p; (1<1<Й), то лемма |, примененная к MO- 
дулю N(p), дает равенство (N (νὴ), = (М (24), ), =K : N (bp) =, 
ибо идеалы ὃ; и Ÿ имеют высоту |. Тогда 

Q = MANN, П ... AWG), = Mp = N () 
(гл. II, $2, n°4). С другой стороны, если идеал ф равен δὲ 
ESF, to (М (:)), = V для 152], в силу такого же рассу- 
ждения, как и выше, и (N (bp), = N (р), откуда 


Qp, = My, ПМ (ф) =М (hi). 
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Мы доказали, таким образом, что О, = М (2) для любого p & P. 

Года Meg = N} О, — рефлексивный модуль и для любого 
peP | 

pv = P выполняются соотношения Ny = Q, = М (р). Свойство един- 

CTBEHHOCTH следует немедленно из теоремы 2 n° 2. 


Замечание. Пусть Ё— некоторая свободная решетка 
в пространстве У относительно кольца А. Так как Ay есть кольцо 
главных идеалов для dE P, то М (y) является свободным А-мо- 
дулем того же ранга, что решетка Г, и существует такой авто- 
морфизм и (р) = СЁ (У), что w(p)(Ly) = Αν; причем это условие 
определяет и (р) с точностью до умножения справа на некото- 
рый элемент из GL (Ly). Условие М (р) = Ly для почти всех pe P 
означает, что и (р) = СЕ ([,) для почти всех pe P. Семейства 
(uy), <p» удовлетворяющие этому последнему условию, образуют 
мультипликативную группу СЁ, (У), содержащую в качестве 
подгруппы произведение al GL (Ly). Теорема 3 показывает теперь, 


что множество ные решеток пространства У нахо- 
OUTCA в каноническом. взаимно однозначном соответствии с одно- 


родным пространством GL, (И) Ee Il GL (9). Если выбрать базис 


(е;), << Решетки L над кольцом LÀ то GL(V) (соответственно 
GL (L,)) отождествляется с группой обратимых матриц GL (η, К) 
{соответственно GL (и, A,)), а группа GL, (У) — с группой таких 
систем (U (р)),_› матриц порядка ἡ, что И (р) ΕΞΩ (и, К) для 
любого p= P wu 0 (р) = GL(n, Αν) для почти ‘всех p = P. Когда A 
является дедекиндовым кольцом, группа СЁ, (У) отожде- 
ствляется также с группой GL(n, A), где А — кольцо ограни- 
ченных аделей ($ 2, n° 4). | 


4. Псевдоизоморфизмы 


Мы сохраняем предположения и обозначения N° 2 и 8. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть M— некотсрый А-модуль конечного 
типа. Тогда эквивалентны следующие условия: 

а) My=0 для любого простого идеала № высоты < 1; 

6) аннулятор а модуля М является ненулевым идеалом и 
A:a=A (А:а обозначает, как в $ 1, n° 1, множество таких 
xEK, что хас А). 

Известно (гл. II, $ 2, n° 2, следствие 2 предложения 4), что 
условие М, =0 эквивалентно тому, что ар, т. €. равенству 
9 Αν = Ay (гл. II, $ 2, n° 5, замечание). С другой стороны, для лю- 


бого целого идеала В ==0 кольца А соотношение ,,bAy = А} для 
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любого p = P“ эквивалентно равенству div В = div А =0 в группе 
D(A) ($ 1, n° 4, предложение 7) или равенству у (А: 6) =0 
а поскольку идеал A: Ὁ дивизориален ($ 1, n° 1, предложение |), 
это соотношение эквивалентно также равенству А: В = А. Спра- 
ведливость доказываемого предложения устанавливается теперь. 
с помощью того замечания, что соотношение AC) для } = (0) 
влечет за собой a= (0). 


Замечание 1. Эквивалентные условия предложения 9 
означают также, что множество Аз$ (М) не содержит ни одного 
простого идеала высоты <1. *Их можно проинтерпретировать, 
сказав, что Зирр (М) имеет коразмерность >2 в $рес (A). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. А-модуль М называется псевдонулевым, если 
он имеет конечный тип и если выполняются эквивалентные 
условия предложения 9. 


Это определение и предложение 9 показывают, что псевдо- 
нулевой А-модуль является А-модулем кручения; обратное не- 
верно. 


Примеры. 1) Если А- дедекиндово кольцо, то любой 
простой идеал в А имеет высоту <1; утверждение, что 
М — псевдонулевой модуль, означает тогда, что Supp (М) = 
т.е. что М =0 (гл. II, 8 4, n° 4). 

2) Пусть Е — поле, A=R[X, У] —кольцо многочленов над k 
OT - AByX переменных; если M— максимальный идеал АХ + АУ 
кольца À, то А-модуль A/M является псевдонулевым; действи- 
тельно, его аннулятор M не имеет высоту <1, так как OH со- 
держит главные простые идеалы АХ и AY и отличается от них; 
следовательно, А: ш=А ($ 1, n° 6, следствие 1 теоремы 3). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть М u N—Oea А-модиуля и |; M—N— 
некоторый гомоморфизм. Говорят, что гомоморфизм | псевдо- 
инъективен (соответственно Исевдосюръективен, псевдонулевой), 
если Ker(f) (соответственно Coker (/), Im(f)) является псевдо- 
нулевым модулем; гомоморфизм Î называется псевдобиектив- 
ным, если он одновременно псевдоинзективен и псевдосюръзек- 
‘тивен. 


Псевдобиективный гомоморфизм называют также псевдо- 
изоморфизмом. 

Предположим, что М и N — модули конечного типа; тогда, 
для того чтобы гомоморфизм. j: М —> М был псевдоинъективным 
(соответственно псевдосюръективным, псевдонулевым), необхо- 
димо и достаточно, чтобы для любого ре PU {{0}} гомоморфизм 
р: My = N, был инъективным (соответственно сюръективным, | 
нулевым). Это вытекает из того, что А-модуль Ay плоский (CP. 
гл. I, 8 2, n° 3, замечание 2). 
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Пример 3. Пусть М — некоторый А-модуль без кручения 
конечного типа; тогда каноническое отображение см: М —> M" 
модуля М в его второй сопряженный модуль является псевдо- 
изо морфизмом. Действительно, М можно ee с He- 
которой решеткой в пространстве У =М®дК (n° 1, предложе- 
ние 1); мы видели, что М, = = М, для каждого рЕР (n° 2, при- 


мер 2), a оба модуля M, 5 My для p=0 равны И. 


ТЕОРЕМА 4. Пусть Е — некоторый А-модуль конечного типа, 
Т — подмодуль кручения в Е и М=Е/Т. Тогда существует 


псевдоизоморфизм 
Е E=TX M. 


Сначала мы докажем две леммы. 


JIEMMA 2. Пусть (Pi), <; <p Непустое конечное семейство про- 
стых идеалов кольца А высоты 1, и пусть 5 = [Г (4-»,; тогда 
i 
=] 
кольцо S А является кольцом главных идеалов. 
LU —1 - 
Действительно, S ’Аявляется полулокальным кольцом, макси- 
= . 
мальными идеалами в котором служат M =};5 À для 1 Li А, 
причем локальное кольцо ($7 A). ‚ изоморфно Ay, (гл. II, $ 3, 
se 


n° 5, предложение 17), т. S кольцу дискретного нормирования. 
Следовательно, кольцо S~'A дедекиндово ($ 2, n° 2, теорема 1е)) 
и, a оно полулокально, оно является кольцом главных 
идеалов (8 2, n° 2, предложение 1). 


ЛЕММА 3. Существует гомоморфизм g: E—T, ограничение 
которого на Т является одновременно гомотетией и псевдо- 
изоморфизмом. 


Пусть a— аннулятор модуля Т; так как Т является А-мо- 
дулем кручения конечного типа, то a= 0. Пусть p; (1 Li Е) — 
простые идеалы высоты 1, содержащие а (имеется лишь конеч- 
ное число таких идеалов; см. $ 1, п° 6, теорема 4); если это число 
равно 0, то модуль T псевдонулевой (предложение 9а)), и можно 
положить g=0. В противном же случае пусть $ =[`) (А-»)). 

ἶ 
В силу леммы 2, кольцо S7 À является кольцом главных 
идеалов; следовательно, $=М ‚ являющийся ($ -'А)-модулем KO- 
нечного типа без кручения, свободен (Алгебра, гл. УП, $ 4, n° 3, 
следствие 2 теоремы 2). Поскольку S7'M=(S7'E)/(S7'T), модуль 
SIT является прямым слагаемым модуля ST'E (Algebre, chap. 
II, 3°éd., 8 1, n° 11, proposition 21). Ho Hom,-ı,(S”'E, $ 'Т)= 
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=S~'Hom,(E, Т) (гл. II, $2, n°7, предложение 19). Следова- 
тельно, существуют такие HS = $ и SE Hom,(E, Т), что sig 


является проекцией модуля STE на ST. Если через 
hy = Hom,(T, Г) обозначить ограничение отображения gy на Τ, 
то существует такой элемент $ © 5, что $14, (х)=5$: sox для 
любого хе Т. Полагая $ = $15, 6 =$00, мы видим, следова- 
тельно, что A = $1, является гомотетией умножения на $ мо- 
дуля Т и равно ограничению отображения g на Т. Остается 
проверить, что A является псевдоизоморфизмом. Однако если 
p=0 или если ре=рР отличается от p;(1<i<k), το Ty=0 
(гл. II, $ 4, n° 4, предложение 17) и hy: Ty —T, является изо- 
морфизмом; если же, напротив, р равен одному из идеалов 
$: (IR), то элемент $ обратим в Ay, и hy, (гомотетия умно- 


жения на $ модуля Ty) снова оказывается изоморфизмом; тем 


самым доказательство леммы 3 закончено. 

Докажем теперь теорему 4. Пусть 5: Е > Т — гомоморфизм, 
удовлетворяющий условиям леммы 3; пусть А — ограничение 
гомоморфизма g Ha Г, и пусть л — каноническая проекция мо- 
дуля E на М. Покажем, что гомоморфизм | = (5, п): Е >ТХМ 
является искомым. Действительно, следующая диаграмма, 
в которой строки являются точными, коммутативна: 


рые  -οῦ 
η i li 
Y Y Y 
0-»Τ-»ΤΧΛΜ-»ΛΜ-»0 


Змеевидная диаграмма (гл. 1, $ 1, n°4, предложение 2) дает 
точную последовательность | 


0 — Ker (a) — Ker (f) — 0 — Coker (h) —> Coker (f) > 0; 


следовательно, модуль Ker (7) изоморфен Ker (fh), a Coker (f) 
изоморфен Coker (A). Поскольку A — псевдоизоморфизм, [ также 
является псевдоизоморфизмом. | 

Можно сказать, что „с точностью до псевдоизоморфизма“ 
теорема 4 сводит изучение А-модулей конечного типа, с одной 
стороны, к изучению модулей без кручения и, с другой сто- 
роны, к изучению модулей кручения. Кроме того, мы видели 
выше (пример 3), что модуль без кручения псевдоизоморфен 
своему второму сопряженному, т. €. некоторому рефлексивному 
модулю. Что касается модулей кручения, то имеет место сле- 
дующий результат, который определяет их с точностью до 
псевдоизоморфизма. 


s 


ТЕОРЕМА 6. Пусть T — некоторый А-модуль кручения конеч- 
ного типа. Тогда имеются два таких конечных семейства (ni), <, 
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и (};), <» где п; — целые числа D1 и р; — простые идеалы высоты 1 
кольца А, что если Т’= Ὁ Aly}, i, TO существует псевдоизомор- 


физм modyan T в T. Boaee того, семейства (п). ри (р), <, 
обладающие этим свойством, единственны с точностью до пере- 
становки индексов, и идеалы Ὁ; содержат аннулятор модуля Т. 


Единственность. Если |: T—T’— псевдоизоморфизм и если 

peP, то |: Т,—>Т, — изоморфизм. Ho Τί является прямой 
© о п, LE] 5 

суммой модулей Аз] i Ay, взятой по тем индексам i, для KOTO- 


рых P, =}; идеалы priAy являются, следовательно, элементар- 
ными делителями Ау-модуля кручения Ty (Алгебра, гл. УП, 8 4, 
n° 7); их единственность была доказана в предложении 7 Алге- 
бры, гл. УП, $ 4, n°7. 

Существование. Можно ограничиться случаем, когда TI. 
Пусть а— аннулятор (ненулевой и отличный от A) модуля Г, 
пусть }; (1 Li Κ) — простые идеалы кольца А высоты 1, содер- 
жащие а (их имеется лишь конечное число ($ 1, n° 6, теорема 4)), 


и пусть $ = п A—y;). Полулокальное кольцо А’ = SA RARE 


KOJIbILOM ре идеалов (лемма 2) и в качестве максималь- 


ных идеалов имеет идеалы 1; =р,4’. Так как ST является 
А’-модулем кручения конечного типа, то он изоморфен конеч- 


ной прямой сумме 8 А’ [те где ф-— некоторое отображение 


конечного ee in 1 в интервал (1, k) (Алгебра, гл. УП, $ 4, 
п”7, предложение 7). Поскольку модуль Amos. изоморфен 


модулю ὅπ (Alp [ων (гл. II, $ 2, n° 4), мы получаем некоторый 
А-модуль кручения 7’ искомого типа и некоторый изоморфизм № 
ST на ST’. Так как модуль Hom,-ı,(S”'T, S7'T’) равен 
модулю $ ' Ном (Т, 7’) (гл. II, $ 2, n°7, предложение 19), то 
существует такой элемент SE $ и такой гомоморфизм [: ТТ’, 


что o=s”!f. Остается доказать, что [ — псевдоизоморфизм. Но 
если p =0 ‘или если реЕЕР отличен от };, то a CRE 


$ 4, n°4, предложение 17); если же, напротив, р является 
одним из идеалов $; (1 Li À), то элемент $ обратим в Ay, и 
—1À 
поскольку fp, = (fo), и (|), — изоморфизм модуля T „=(5 D 
i i - 
/ > 
на Ty, = ($ Eh изоморфизмом является и I»; 


Замечание 2. В формулировке теоремы 5 можно заме- 
нить модули A/p;? на Al") ($ 1, n° 4, предложение 8). Дей- 
ствительно, для Любого реР каноническое отображение 
g: Alp" > A/p™ = A/(A fp” Ay) является псевдоизоморфизмом, так 
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как для идеала 9 е=Р, отличного от $, имеют место равенства 
A,/~" A; = Alp A, --0, и Ay/p" Ay = Αρ/γίη Ay. 

“Пусть задана точная последовательность А-модулей E>F>G; 
если Еи G являются псевдонулевыми, то таков же и модуль РЁ, 
что вытекает из определения 2 и теоремы 1 гл. II, $ 2, n° 4. 
На языке теории категорий можно, следовательно, сказать, 
что в категории А-модулей © подкатегория ©’ псевдонулевых 
модулей является плотной, и мы можем определить фактор- 
категорию ®/®”’: ее объектами будут по-прежнему А-модули, 
но множество морфизмов модуля Е BF (где Е, F принадлежат 
®/®’) будет представлять собой индуктивный предел множе- 
ства коммутативных групп Homj,(Z’, F’), где Е’ (соответ- 
ственно Γ΄) пробегает множество подмодулей модуля E (соот- 
ветственно множество фактормодулей F/F” модуля F), таких, 
что: ЕЕ (соответственно Е”) — псевдонулевой модуль. При этом, 
очевидно, для всякой пары А-модулей Е, F имеется канониче- 
CKHH гомоморфизм Homg (Е, Е) > Homes” (Е, Е). Утверждение, 
что некоторый гомоморфизм и = Hom, (Е, Е) псевдонуле- 
вой (соответственно псевдоинъективный, псевдосюръективный, 
псевдобиективный), означает, что его канонический образ 
в Homegyg’(E, F) является нулевым (соответственно мономор- 
физмом, эпиморфизмом, изоморфизмом),. 


5. Дивизоры, связанные с модулями кручения 


_ Сохраняются обозначения и предположения из n° 2,3 и 4. 
Напомним, что D(A) (или просто D) обозначает группу диви- 
зоров кольца А, записываемую аддитивно: известно ($ 1, π’ 8, 
теорема 2), что D представляет собой свободный #7-модуль, 
порожденный элементами множества Р. 

Пусть J — некоторый А-модуль кручения конечного типа. 
Для всякого pe P Ty является Ау-модулем кручения конечного 
типа и, следовательно, модулем конечной длины (гл. IV, 8 2, 
n° 5, следствие 2 предложения 7); будем обозначать эту длину 
через Jy) (Т). Тогда Тр =0 для любого P, не содержащего анну- 
лятор модуля T, и, следовательно, для почти всех P ($ 1, n° 6, 
теорема 4); это оправдывает следующее определение: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Если Т — некоторый А-модуль кручения ко- 
нечного типа, то содержанием модуля называется дивизор 


χ(Τ)-- 3 ly (ТГ). 
peP 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. (i) Пусть 0->Т, > Т.-> Г. —>0 — точная 
последовательность А-модулей кручения конечного типа. Тогда 


X (Do) = χι) + x (73). 
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(ii) Если существует псевдоизоморфизм f: Τι >To, To 
χίΤι =%X (To). 

(iii) a 6 х(Т ) = 0 имеет место тогда и.только тогда, 
когда модуль. Т является псевдонулевым. 


В силу определения 4, достаточно рассмотреть значения Ly 
для соответствующих модулей при всех реР. Свойство (i) 
вытекает из теоремы 1 гл. II, $2, n° 4, и из аддитивности длины 
на точной последовательности (Algebre, chap. II, 3° ἐά., 8 1, 
n° 10, proposition 16); свойства же (ii) и (iii) вытекают немед- 
JIGHHO из определений n° 4. 


СледствиЕ. /Iycre OT, —>Т,- — ... >T,>0 — точная no- 
следовательность А-модулей кручения конечного типа. Тогда 


2(- 1)’ x (T;) =0 
В силу теоремы 1 гл. II, $ 2, n° 4, это опять-таки следует 


из аналогичного свойства длины ly (Algebre, chap. II, 3° éd., 
$ 1, n° 10, 3 corolaire de la proposition 16). 


Напомним (гл. II, $ 5, n° 4), что можно говорить о множе- 
стве Е(А) классов А-модулей конечного типа относительно изо- 
морфизма; для любого А-модуля М конечного типа обозначим 
через с1 (М) соответствующий элемент множества F(A); будем 
обозначать через Т(А) подмножество в F(A), образованное 
классами А-модулей кручения конечного типа. Ясно, что χ 
определяет отображение множества T(A) в D(A), снова обо- 
значаемое через χ, для которого yx (cl (Т)) =х(Т). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть С — коммутативная группа, записы- 
ваемая аддитивно, и @: Т (А) — С — некоторое отображение; для 
любого А-модуля кручения конечного типа Т положим, допус- 
кая некоторую непоследовательность в обозначениях, Q(T) = 
= ф (с1 (Т)). Предположим, что выполнены следующие условия: 

1) если 09>Т,—>Т.—>Т.—>0-—точная последовательность 
А-модулей конечного типа, то ф(Т5) =Ф(Т,) + Q(T3); 

2) если модуль T псевдонулевой, το φ(Τ) =0. 

Тогда существует, и притом единственный, гомоморфизм 
9: (4) >> С, такой, что @=9ey. 


Поскольку χ(4Α|9) =) для любого фе АД, то должно иметь 
место равенство ϐ (9) =ф(А/?) для любого реР; этим и уста- 
навливается единственность 0, так как элементы из Р образуют 
базис группы D(A). Обратно, пусть 0 —гомоморфизм группы 
D (А) 8 группу G, при котором 0 ($) =ф(А/5) для всякого реЕР; 
покажем, что он является искомым. Для этого положим 1 (Т)= 
=Ф(Т) —0(х(Т)) для произвольного А-модуля кручения конеч- 
ного типа 7; ясно, что условия |) и 2) выполняются, если за- 
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менить в них @ Ha %. С другой стороны, 1ф (4/5) = 0, если peP; 
если же простой идеал P отличен от нуля и не лежит в Р, то 
аннулятор модуля А/р не содержится ни в одном идеале мно- 
жества Р; следовательно (n° 4, теорема 5), модуль A/p псевдо- 
нулевой и ψ(Α/9) =0. Но всякий А-модуль кручения конечного 
типа Т допускает композиционный ряд, факторы которого изо- 
морфны {МОЯ типа A/p, где ре Supp(T) (гл. IV, $ 1, 
n° 4, теоремы | u 2) и, следовательно, P40, так как G —мо- 
дуль кручения. Индукцией по длине этого а 
ряда получается (в силу свойства |) для %), что p(T) = 

* Можно, как и в n° 4, рассмотреть conne ΡΩΝ 
категории TJ. всех A- -модулей кручения конечного типа по плот- 
ной подкатегории Я’, состоящей из псевдонулевых А-модулей 
кручения конечного типа. На языке абелевых категорий пред- 
ложение || выражает тот факт, что группа Гротендика абе- 
левой категории Y/Y’ канонически изоморфна группе D (A)x- 


ПРЕдложЕНИЕ 12. Если à — ненулевой идеал us A, то 
Хх (A/a) = x ((A : a)/À) = div a. 


Пусть pEP. Тогда aAy=p"?Ay при п›>0, так как Αν 
является кольцом дискретного нормирования. Tak как (A/a),= 
= Ay/aAy, то 1 (А/) = ny, откуда x (A/a) = Упр = diva (8 1, 

p=P 


n° 4, предложение 7). 
С другой стороны, (A τα), = Ay:aAy= 9 “As; следовательно, 
ру p p p p 
1, ((А:а)/А) =п, и доказательство заканчивается тем же спо- 
собом. 


6. Относительный инвариант двух решеток 


Мы сохраняем здесь обозначения и предположения N° 2—5. 
Пусть У — векторное пространство конечного ранга п над полем К, 
М — некоторая решетка в пространстве У относительно кольца А. 

п 


Пусть У — внешняя степень ЛУ, являющаяся векторным про- 
странством ранга | над К. Обозначим через My решетку в про- 
странстве W, порожденную образом модуля M” при каноническом 


отображении у. ЛУ (n° 1, предложение 3 (iii)); следует заме- 


тить, что My не обязательно изоморфно модулю AM (Алгебра, 
гл. Ш, $ 5, упражнение 9). Если е-— базис пространства М 
над полем К, то можно поэтому записать а e, где 
я — некоторый ненулевой дробный идеал кольца А. 

Пусть M’— вторая решетка в пространстве У; положим 
My = -e, где а’— ненулевой дробный идеал кольца A; диви- 
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зор div (a) — div(a’) не зависит от выбора базисае пространства №, 
так как ‘при, изменении базиса a и а’ умножаются на один и 
тот же элемент из К”; положим Хх (М, ΛΙ’) = ἀῑν (а) —div(a’) и 
будем называть этот дивизор относительным инвариантом 
решетки М’ по отношению к решетке М. Ясно, что если М, M’, 
М” —три решетки в пространстве V, то 


x (М, M’) + x (M7, М”) +. (M”, M) =0; (3) 
x (M, М’) + x (M7, М) =0.. (4) 


Jina любого реР из определений немедленно следует, что 
(My), = (My); кроме того, My является свободным Ау-модулем,, 


так как А, — кольцо главных идеалов; поэтому базис модуля Мь 
над Ay является „базисом пространства У над полем К; следова- 


тельно, (My)y = Л (M) (гл. II, $2, n° 8), а дробный идеал Ay = aAy 


является главным. Если положить @ =} "Ар, =} "A, то 
x (M, М) = 2 (ns ni), 
и потому можно также записать равенство 
x(M, М’) = à, x (My, My), (5) 


отождествив D (Ay) с Din ac в D(A), порожденным идеа- 
лом. }. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть М - некоторая решетка простран- 

ства V и и- некоторый К-автоморфизм пространства У. Тогда 

— X(M, u (M)) = div (det (u)). (6) 

Действительно, для Любого реР имеет место равенство 


Л (м (M) = Л (u (My)); ‘если (ei), < <i<n базис модуля My, то 


A (My) = Да Λ΄... SK En 


И Au (M,)) = Αν - det(Weı Ле À ... A en, откуда, в силу фор- 
мулы (5), следует | 
ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ |. Если М, M’—Takue две решетки в про- 
странстве У, что М’ с M, то ΜΙΜ’ является А-модулем круче- 
ния конечного типа и 
x(M, М’) = — хмм). (7) 


Действительно, ясно, что М/М’ < У/М’ является модулем 
кручения конечного типа; с другой стороны, для любого р & P, 
как известно (Алгебра, гл. УП, $ 4, n°2, теорема 1), суще- 


7 / 
eh такие базисы (e;), <, <„ модуля М} и (ei),<;<n Модуля My, 


что #=л "ie; для lSisn, где v;, >20 — целые числа и л — уни- 
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формизирующая кольца Αν. Следовательно, в прежних обозна- 
п 


чениях, Πρ — Ny = Ум; с другой стороны, модуль (M/M’)y = М/Мь 
= 


n 
изоморфен А;-модулю кручения Ф Ay/p'iA,, так что его длина 
| i=! 


n 
paBHa D ν;; тем самым предложение Доказано в силу фор- 
sert ‘ 


i= 
мулы (5) и определения 4 n° 5. 


СледствиЕ. Пусть L,, L,—Oea свободных А-модуля одного: 
и того же ранга п, и пусть |: [1 -» [ο — некоторый гомоморфизм. 
Пусть Ц — матрица гомоморфизма | относительно некоторых 
базисов модулей [1 и Lo. Для того чтобы модуль Coker (f) был 
` А-модулем кручения, необходимо и достаточно, чтобы det (И) 0; 


тогда 
x (Coker (}) = div (det (U)). (8) 


Можно рассматривать L, и Lo как решетки в пространствах 
V,=L,@,K и Va=L, ® à K соответственно, а | продолжить до’ 
К-гомоморфизма f(x): У, —>И.. Тогда (Coker (f))x = (Coker (κ) и 
утверждение о том, что Coker (7) является А-модулем кручения, 
означает, что Coker (f(x) =0; но это все равно, что сказать, 


что (к) сюръективен или что 4е (И) == 0, откуда получается. 


первая часть утверждения. С другой стороны, можно записать. 
(Г) = и ([5), где u — некоторый эндоморфизм модуля [. с onpe- 
делителем 4е (И). Так как Coker (f) = [/и (15), то формула (8) 
вытекает из (7) и (6). 


Пример. Если A=Z, то группа дивизоров кольца А ото- 
ждествляется с мультипликативной группой Q, положительных 
рациональных чисел. Для любой конечной коммутативной 
группы Т число Х(Т) равно порядку группы’Т. Предыдущее 
следствие показывает, что порядок группы Coker (7) равен абсо- 
лютному значению числа ае (И) (ср. Алгебра, гл. УП, $ 4, n°7, 
следствие 3 теоремы 3). 


7. Классы дивизоров, связанные с модулями конечного типа 


Мы сохраняем предположения и обозначения n° 2—6. Напом- 
ним, что через С (А) (или просто через С) обозначается группа 
классов дивизоров кольца À, равная факторгруппе группы D(A) 
по подгруппе главных дивизоров. Для любого дивизора 4= D 
будем обозначать через с (4) его класс в С. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 15. Пусть М — некоторый А-модуль конечного 
типа. Тогда существует такой свободный подмодуль L модуля M, 
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что M/L является модулем кручения и элемент c(y(M/L)) из С 
не зависит от выбора свободного подмодуля L. 


Положим $ =А- {0}, и пусть V=S'M=M@,K; если. 
п — ранг пространства У над полем К, то существует п элемен- 
тов е; (1<1< п) модуля М, канонические образы которых в И 
образуют базис пространства У. Эти элементы, очевидно, 
линейно независимы в М и, следовательно, порождают свобод- 
ный подмодуль L в модуле M, для которого 4“ (Λ/1) = 
= 57 ΜΙ5ΓῚΊ,--0, так что M/L— модуль кручения. 

Пусть теперь [,— второй свободный подмодуль модуля М 
ранга п. Так как ты, то существует такое $ = 5, что. 
SL, [; следовательно, можно ограничиться доказательством 
того факта, что если L, € Lo — два свободных подмодуля ранга и. 
в модуле М, то с (x (M/L:;)) = с (x (M/L:)). Ho x (M/L;) = x (M/L:) + 
+ %(L,/L,) и из следствия предложения 14 n° 6 вытекает, что. 
X(L)/L;) является главным дивизором; значит, 


с (x (РГ )) = 0 


Элемент c(x(M/L)) будет обозначаться в дальнейшем че- 
рез —с (М); мы будем говорить, что с(М) есть класс дивизо-- 
ров, связанный с модулем M. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 16. (i) Пусть 9 — M, walk M, > М. —> 0 — точная: 
последовательность А-модулей конечного типа. Тогда 


с (M) = c (М) + c (Ma). 


(11) Если существует псевдоизоморфизм модуля M, в модуль М... 
то с (М!) = c (Mb). 

(iii) Если T — модуль кручения, то с (Т) = — с(х(Т)). 

(iv) Если a == 0 — дробный идеал поля К, то 


с (a) = с (div (а)). 


(У) Если L— свободный А-модуль, το с(Г) = 


Для доказательства пункта (i) рассмотрим свободный под-- 
модуль L, (соответственно L;) модуля М, (соответственно Mi), 
такой, что M,/L, (соответственно M:/L;) является модулем кру-- 
чения. Так как L3 свободен и g сюръективно, то в модуле g—! (L3) 
существует свободное дополнение Los к подмодулю Кег (5), 
изоморфное модулю L;(Algebre, chap. II, 3° ἐά., 8 1, n° 11, 
proposition 21), но модуль Ker(g)=/(M,) содержит модуль. 
| (L,) = Γιο, который является свободным в силу инъективности 
гомоморфизма 1. Сумма Lo = Lio + Los прямая и, следовательно, 
L, является свободным подмодулем в Ms. Кроме того, имеет” 
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место следующая коммутативная диаграмма: 
OL, > L, > L3—0 


Ÿ Ÿ ν 
0 —> М, —- M,—> Мз—0 


где строки точны, а вертикальные стрелки означают вложения. 
Следовательно, из змеевидной диаграммы (гл. Ι, $ 1, n°4, 
предложение 2) получается точная последовательность 


0 — M,/L, > M,/L, > M,/L3 > 0. 


Поскольку M,/L, и ML; являются модулями кручения, эта 
точная последовательность показывает прежде всего, что и Mo/Lo 
есть модуль кручения; далее, в силу предложения 10 n°5, 
отсюда же следует, что 


X (МЫТЬ) = Х(МиЕ) + Хх (МУ 13); 
тем самым доказано утверждение (i). 

Утверждения (iii) и (ν) очевидны по определению. До- 
кажем (11). Пусть f: М, —> М. — некоторый псевдоизоморфизм, 
и пусть [η —такой свободный подмодуль в M,, что M,/L, является 
модулем кручения. Положим Lo =] (L,); поскольку модуль Ker (f) 
псевдонулевой, то он является модулем кручения; следовательно, 
Ker (РПГ, =0, и потому модуль Ly свободен. Пусть f: M,/L, — 
— M;/L; — гомоморфизм, полученный из | посредством перехода 
к фактормодулям. Модуль Ker(f) изоморфен модулю Ker (f), 
a Coker (7) — модулю Coker (1); значит, f — псевдоизоморфизм. 
При stom Coker (f) = M,//(M,) есть модуль кручения и тем же 
свойством обладает модуль | (M,}/L: =f (M,/L,). Следовательно, 
M,/L,— модуль кручения, и из предложения 10 (ii) n° 5 следует, 
что X(M/L;) = x (МГ). 

Наконец, остается доказать утверждение (iv). Пусть x = K*— 
такой элемент, что AC ΧΑ͂. Из рассмотрения точной последова- 
тельности 0 —> à —> χΑ-» x A/a — 0 мы получаем, что с (а) =с(хА) — 
= = ¢(xA/a) = — с(хА/а) в силу (i) и (ν). Но модуль xA/a изомор- 
фен модулю А/х а, откуда, в силу (iii), получается, что 

с (хА/а) = — ε(χ (Α/χ-!α)) = — c (div (x71a)) = — с (div (a)) 
(n° 5, предложение 12). Доказательство окончено. 

Когда М является решеткой в пространстве У относительно 
кольца A, имеет место равенство X(M/L)= — x(M, L) (n° 6, пред- 
ложение 14). Пусть (e,), <‚<„- базис модуля Г. е=е Ле Л... 
... Ле, и пусть Му=а-е (обозначение n°6); имеет место 


1) Легко видеть, что утверждение (ii) также непосредственно вытекает 
из утверждений (i) и (iii) и предложения 10 (iii) n° 5. — Прим ред. 
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равенство X (М, L) = div (a), откуда с (M) = с (div (a)); это обобщает 
предложение 16 (v). 


СлЕДствиЕ 1. Пусть 0 > М, —> Μ,.|-»... >M—>0 — точная. 
последовательность А-модулей конечного типа. Тогда 


2 ran 


Будем рассуждать индукцией πο ἤ, учитывая, что случай 
п=2 получается из предложения 16 (i). Если Ми-, = Coker (u), 
то имеют место две точные последовательности 


0— My >> Ми-1 > Mn-1 > 0, 
0 — М1 > Mo > ees —> Mo — 0. 


Первая из них показывает, что My-1 является модулем конеч- 
ного типа, а из предположения индукции получаем 


De (Me) + (емо =0 


a A (Mn-ı) — c (M), 


откуда вытекает следствие. 
Конечной свободной резольвентой А-модуля Е называется 
точная последовательность 


0>L.>L.-ı> - Si —>I]),—->E—0), 
где [.; (0<1ж< п) — свободные А-модули конечного типа. 


СледствиЕ 2. Если дивизориальный дробный идеал я Æ 0 
кольца А допускает конечную свободную резольвенту, то он 
является главным. 


Действительно, применим следствие | к конечной свободной 
резольвенте модуля À 


0>1L,.>LIn-ı> : Lo >10. 


В силу предложения 16 (v), имеет место равенство с (à) = 
следовательно, в силу предложения 16 (iv), дивизор div (а) 
является главным. Так как, по предположению, идеал À — диви- 
зориальный, то он главный ($ 1, n° 1). 


Следствие 3. Если любой дивизориальный идеал = 0 кольца A 
допускает конечную свободную резольвенту, то кольцо А факто- 
риально. 


Это непосредственно вытекает из следствия 2 и определе- 


ния 1 $3, n°. 


Sa a Ba 
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Мы увидим позже, что регулярное локальное кольцо удо- 
влетворяет условиям следствия 3, а потому является факто- 
риальным кольцом. 


Если М — некоторый А-модуль конечного типа, то через r (М) 
мы будем обозначать его ранг (напомним, что это есть ранг 
над К пространства Мк =М ® ДК); если 0 — М, > Ms —>M —0— 
точная последовательность А-модулей конечного типа, то после- 
довательность 0— Mio > Mo) > (Mm > 9 тоже точна, так 
что г (М5) =г(М,) +г(М.). Положим 


y (М) = (г (М), с (М)) ЕЁ x C (A); 


элемент Y удовлетворяет, следовательно, условию (i) предложе- 


ния 16, и если М — псевдонулевой модуль, то y(M) =O (так как 
М — модуль кручения). Существует единственное отображение 


из F(A) 8 ZXC(A), снова обозначаемое через у, при котором 


у (М) =у (с1(М)) для любого А-модуля М конечного типа. Мы 
сейчас увидим, что сформулированные выше свойства по суще- 


ству характеризуют отображение у. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 17. Пусть G — коммутативная группа, записы- 


ваемая аддитивно, и @ — некоторое отображение множества Е (А) 
классов А-модулей конечного типа в группу G; для всякого 


А-модуля М конечного типа положим, допуская некоторую не- 


последовательность в обозначениях, ф(М) =ф (cl (M)). Предполо- 
жим, что выполнены следующие условия: 


1) если 0O—M — М. > M3— 0 — точная последовательность 


 А-модулей конечного Tuna, то @ (M) =Ф(М) + p (M); 
0. 


2) если Т — псевдонулевой модуль, то ф(Т) = 
Тогда существует, и притом единственный, гомоморфизм 


0: ZXC—G, такой, что φ--θογ. 


В силу предложения 16 (iv), любой элемент из Ζ XC имеет 
вид (r (M), c(M)) при подходящим образом выбранном А-модуле 
конечного типа М; отсюда следует единственность гомомор- 


физма 0. Применим предложение 11 n° 5 к ограничению гомо- 
морфизма —ф на Т(А); следовательно, существует гомомор- 
физм &:D—>G, при котором —Ф(Т) = 0, (х(Т)) для любого 


А-модуля кручения ТГ конечного типа. Пусть x — ненулевой эле- 


мент из A; применяя свойство (i) к точной лоследовательности 


0>A—2> Α-»4Α|χΑ-»0, 


‘где À, — умножение на X, мы получаем, что ф(А/хА) =0, откуда 


вытекает равенство 06, (div (x)) =0. При переходе к факторгруппе 


отображение 6, определяет, следовательно, гомоморфизм 
9,: С —>С и Ф(Т) = 0, (с (Т)) для любого А-модуля кручения Г. 


| EUR 
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Покажем, что тогда гомоморфизм 6, определенный равенством 
0 (и, 2) --πΦ(Α) + 0, (2), является искомым. Для этого положим 
ф’ (М) =Ф(М) — 0 (у (М)) для всякого А-модуля М конечного типа; 
ясно, что условие |) выполняется, когда ф заменено в нем на Q’. 
Кроме того, ф’(М) =0, когда М — модуль кручения или CBOÖOL- 
ный модуль. Но поскольку для любого А-модуля М конечного 
типа существует такой свободный подмодуль L в М, что M/L — 
модуль кручения (предложение 15), свойство 1) показывает, что 
p (М) =0 для любого А-модуля М конечного типа. 

На языке абелевых категорий предложение 17 показывает, 
что группа ΖΧ С(А) канонически изоморфна группе Гротен- 
дика факторкатегории ¥/¥’, где Я — категория А-модулей 
конечного типа, а Я” — плотная подкатегория в FY, образован- 
ная псевдонулевыми модулями... | 


8. Свойства по отношению к конечным 
расширениям кольца скаляров 


В этом пункте через А и В обозначаются два таких цело- 
замкнутых нётеровых кольца, что Ас В и при этом В является 
А-модулем конечного типа. Через К и L обозначаются поля 
частных колец Аи В соответственно. Мы будем писать div, 
ΧΑ, Ca, Гл ВМесто div, χ, с, у, г соответственно, когда речь будет 
идти об А-модулях, и применять аналогичные обозначения для 
В-модулей. 


Известно ($ 1, n° 10), что простой идеал $$ кольца В имеет 
высоту | тогда и только тогда, когда b = Ÿ [ПА есть идеал вы- 
соты 1. Кроме Toro (loc. cit., предложение 14), для p & P(A) 
существует лишь конечное число простых идеалов ЗеЕР(В), 
лежащих над PB. Для краткости. мы будем обозначать через $B |p 
отношение „идеал P лежит над идеалом p< (т. e. p = $ ПА). 
В этой ситуации мы будем обозначать через ἔμ. или через” 


6 (2/9) индекс ветвления е (Vp/Vp) нормирования оз относительно 
O 

нормирования v, (гл. УТ, $ 8, п 1) и. через jy или через } (3/9) 

степень вычетов [| (ύφ/υν) (loc. cit.); напомним, что дискретные 

нормирования DO, и Vy нормированы и что jy является степенью 


поля частных кольца В/ над полем частных кольца A/p. Πο- 
ложим n=r,(B), где В рассматривается как А-модуль. Следо- 
вательно, по определению n=[L: K] и для всякого pe P(A) 
число N равно также и рангу свободного Аз-модуля By для 
всякого Ÿ/p. Поэтому из теоремы 2 гл. VI, $ 8, n° 5, вытекает, 
- что для всякого реЕР(А) имеет место равенство 


в, er : 
à Cpl gy = 2 (9) 
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Учитывая, что D(A) и О (В) являются свободными 7й-модулями, 
можно определить возрастающий гомоморфизм упорядоченных 
групп N: D(B)— D(A) (обозначаемый также через Naya) с по- 
мощью формулы 


М (В) =Р,,-Р для PEP(B), где p=PNA (10) 


С другой стороны, был определен ($ 1, n° 10, предложение 14) 
возрастающий гомоморфизм упорядоченных групп #: D(A) > D (В) 
(обозначаемый также через ἶῃ/α) с помощью формулы 


i (ϱ) = à Cy для p & P(A). | (11) 


Ясно, что для любого семейства (d,) (соответственно (4,)) диви- 
зоров кольца А (соответственно кольца В) имеют место соотно- 
шения 


М (sup (40) = sup (N (а.)), М (inf (di) = inf (М (di), (12) 


i(sup (а,)) = зир (1 (а,)), (inf (d,)) = inf (а,)). (13) 

Формула (9) показывает, что 
_ Nei=n. (д). (14) 
Для любого a = А имеет место равенство ($ 1, nm 10, пред- 


ложение Pal 
i (div , (a)) = div, (a). (15) 


| Отсюда следует (с помощью соотношения (13)), что для лю- 
бого дробного идеала а кольца А имеет место равенство 


i (div, (α)) = div, (aB). (16) 
Известно (гл. V, $ 1, n° 9, следствие предложения 11), что 


для любого элемента b = В имеет место включение Nr (ὁ) Е À; 
кроме того (гл. VI, $ 8, n°5, формула (9)), справедливо равен- 


ство 
Vy (N к ()) . à О (ὁ), | (17) 


откуда | 
Ν (divs (b)) er diva (Nik (b)). (18) 


Формулы (15) и (18) показывают, что при переходе к фак- 
торгруппам гомоморфизмы N и i определяют гомоморфизмы, 
которые мы, допуская некоторую неаккуратность, будем снова 
обозначать теми же буквами: 


N:C(B)>C(A) и à C(A)>C(B). 


Следует заметить, что гомоморфизм i: С (А) >С (В) в общем 
случае не инъективен ($ 3, упражнение 7). 
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Напомним, что для любого В-модуля К через Rig обозна- 
чается А-модуль, полученный из À посредством ограничения 
скаляров Ha кольцо А (Algébre, chap. II, 3° ἐά., $ I, n° 13). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 18. (i) Для того чтобы модуль R был псевдону- 


‚левым, необходимо и достаточно, чтобы псевдонулевым был 


А-модуль КА. 

(ii) Для того чтобы R был В-модулем кручения конечного 
типа, необходимо и достаточно, чтобы Ray был А-модулем кру- 
чения конечного типа, и в этом случае | 


Xa (Ria) = М (Хв (0). (9) 


(iii) Для того чтобы Ю был В-модулем конечного типа, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы Кд был А-модулем конечного 
типа, и в этом случае 


сл (Вл) = М (сь (R)) + гв (В) C4 (В), (20) 
a (Ria) =n-r,(R) . (напомним, uTo n=r, (B)). (21) 


Поскольку В является А-модулем конечного типа, для того 
чтобы R был В-модулем конечного типа, необходимо` и доста- 
точно, чтобы Riv) был А-модулем конечного типа. Кроме Toro, 
если В — аннулятор модуля :R, то В] А=а является аннулято- 
ром модуля Ria; поскольку кольцо В целое над А, в нем He 
существует идеала, отличного от 0, Лежащего над идеалом 0 
кольца À (гл. У, $ 2, n° 1, следствие | предложения 1); следо- 
вательно, неравенства а = 0 и b= 0 эквивалентны. 

’ (i) B силу последнего замечания можно ограничиться слу- 
чаем, когда R является В-модулем кручения. Если В содержится 


_в некотором простом идеале Be P(B), то a содержится в идеале 


$ N À =, высота которого равна 1. Обратно, если я содержится 
в некотором простом идеале p = P(A), то существует простой 
идеал Ÿ кольца В, который содержит В и лежит над D (гл. V, 
$ 2, n° 1, следствие 2 теоремы 1). Утверждение (i) вытекает из 
этих замечаний и определения 2 n° 4. 

(ii) Для любого В-модуля конечного типа R, являющегося 
модулем кручения, положим φ(Ν)--χ. (К! 4); ‘ясно, что (для 
В-модулей кручения конечного типа) отображение ф удовле- 
творяет условиям 1) и 2) предложения 11 n° 5 (на основании (1)). 
Следовательно, существует такой гомоморфизм 0: О (В) > D (À), 
что Ф(Ю) =0 (хз (Ю)) для любого В-модуля кручения R конеч- 
ного типа. Гомоморфизм 6 определяется своими значениями на 
элементах вида Xp (В/В), где Be P(B), так как Xp (В/В) = $. 
Ho для любого простого идеала A-APp=PNA us P(A) имеет 
место соотношение Pd: следовательно, (B/$) =0. С другой 


стороны, если положить $ =А- р, то идеал т. δ будет 
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максимальным идеалом кольца S-!B es как он лежит над 


максимальным идеалом pS — 'А кольца 5$ 'А и ΚΟΠΡΠΟ δ΄. 1B це- 
Joe над $ À); следовательно, (BIP), = $``В/5$ "В есть поле, 
изоморфное полю частных кольца B/$, т. 6. полю вычетов 
нормирования Vy; его длина’ как А;,-модуля равна, следова- 
тельно, fy; этим доказано, что 0 =М (n°5, определение 4). 

(iii) Если Т — подмодуль кручения BR, то Ta является под- 
модулем кручения в Ria) и (К/Т) a = КмуТ LA; ДЛЯ доказатель- 
_ ства соотношения (21) можно, следовательно, ограничиться 
случаем, когда модуль R без кручения. Тогда R отождествляется 
с В-подмодулем в К(,) и содержит некоторый базис (e)ızıcm 
пространства Riz) над Г. Если (d,),<;<„ — базис поля L над К, 
образованный элементами из В, то be; составляют базис про- 
странства Rı,, над К, образованный элементами из В, откуда 
и следует (21). Пусть, с другой стороны, М — такой свободный 
В-подмодуль модуля R, что Ю/М является В-модулем кручения; 
поскольку Mi, является прямой суммой rg(R) экземпляров 
А-модулей, изоморфных В, то (предложение 16(i)) ο (Μα) = 
= гв (К) сд(В). Кроме того, сд((К/М) д) = — σα(Ν (χα (R/M))) 
в силу формулы (19). Ho, по определению гомоморфизма 
N: C(B)—C (A), имеет место равенство сд (М (d)) = М (св (а)) для 
всякого dED(B) и, поскольку св (X(R/M))= — св (В) по οπρε- 
делению, мы, наконец, получаем, что cal(R/M) д) = N (св (Ю)). 
Теперь достаточно применить предложение 16 (1), чтобы полу- 
чить (20). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 19. Пусть Ю — некоторый В-модуль конечного 
типа. Для того чтобы он был рефлексивен, необходимо и do- 
статочно, чтобы Ria) был рефлексивным А-модулем. 


Уже было замечено в процессе доказательства предложе- 
ния 18, что, для того чтобы R был В-модулем без кручения, 
необходимо и достаточно, чтобы Юл был А-модулем без Kpy- 
чения. Следовательно, можно предполагать, что À является 
решеткой в пространстве W =А ®в Г относительно кольца В. 
Воспользуемся следующей леммой: 


ЛЕММА 4. Пусть W — векторное пространство конечного ранга 
над полем Г, и пусть Ю — решетка в W относительно кольца В. 


Для любого идеала р имеет место соотношение (Кд), = N Юз. 
BI? 


Действительно, если $ =А-—}, то простые идеалы кольца 


oak . 
$ В порождаются простыми идеалами кольца В, He пересе- 
кающими $, т. е. идеалами δ; (1<1=< т), лежащими над ὑ, 
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si = 
и идеалом (0); это показывает, что $ В является полулокаль- 
ным кольцом, максимальными идеалами которого служат 


πι, = 8; (S7'B) для 1<i< т; кроме того, локальное кольцо 
к =] fe} 

{5 В), изоморфно кольцу By, (гл. П, $ 2, n°5, предложе- 
ние 11); следовательно, оно является кольцом дискретного нор- 


мирования. Кольцо $ 'В является поэтому дедекиндовым (8 2, 
n° 2, теорема Île) и, так как оно полулокально, кольцом глав- 
ных идеалов (8 2, n°2, предложение 1). Но модуль (Rıa), 


равен модулю $. ae ee как А,-модуль; в силу 
сказанного выше, $. R является свободной решеткой в W от- 


носительно кольца 57 Β, и потому можно применить η 2 
n° 9 и получить, что $ "В = NS Rdn; HO (SR), = Ку; это 


и доказывает лемму. 
Вернемся к доказательству предложения 19. В силу леммы 4 
N Re= П (м, и окончательный результат вытекает 
BE P (3) -. peP(A) : | 
из теоремы 2 n° 2. 


ΟΠΕΠΟΤΒΜΕ. Кольцо В является рефлексивным А-модулем. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. (1) Для того чтобы А-модуль конечного 
типа М был псевдонулевым, необходимо и достаточно, чтобы 
M®,8 был псевдонулевым В-модулем. 

(ii) Если М — некоторый А-модцль кручения конечного типа, 
то M®,B является ΤῈ кручения конечного типа и 
имеет место равенство 


Хв (М ® à B) =i (χα (M). (22) 
(iii) Если М — некоторый А-модуль конечного типа, то M @ 1, B 
является В-модулем конечного типа и 
ев (М @ AB) =i(e,(M)), | (23) 
гв (M®,B)=r,(M). _ (24) 
(i) Пусть Ж — простой идеал кольца В и }=?ЗПА. Тогда 
(M ® 4B),=M@, By (гл. II, $2, n°7, предложение 18), и, 
с другой стороны, М ® à Bp = (M 8 à Ay) © AyBg = My © А, Въ. Co- 
отношение My = 0 эквивалентно, следовательно, равенству 
(M®,8),=0 (гл. I, $ 4, n°4, лемма 4). Принимая. во внима- 
ние определение 2 n°4, для доказательства (i) достаточно при- 
менить это замечание к идеалу » = (0) и идеалам Ῥ ЕР (В). 
Для доказательства (ii) мы воспользуемся следующей лем мой: 


ЛЕММА 5. Пусть М, М.-— два А-модуля конечного типа и 
fi М, — M — некоторый инъективный гомоморфизм. Тогда ядро 
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гомоморфизма | ® 1в: М, ®дВ —> М. ®дВ является псевдонуле- 
вым модулем. 
Пусть p— простой идеал кольца А высоты <1. Имеем 


(М, ® 4B), = (Mi), @a,By @=Ь2) (τα. II, $2, n°7, предложе- 


ние 18) и (f @ 13), =/p ® 1в,. Предположение об инъективности 
гомоморфизма [ влечет за собой инъективность и гомомор- 
физма F, (гл. II, $2, n°4, теорема 1). С другой стороны, 
в силу выбора идеала P, кольцо А, является кольцом главных 
идеалов и By является Ау-модулем без кручения конечного 
типа, следовательно, свободным модулем. Отсюда мы заклю- 
чаем, что |, ® lg, является инъективным гомоморфизмом. Если 


Г = Кег (7 ® 1), το [ = Кег (({® 1),) (гл. II, $2, n° 4, теорема |). 
Следовательно, /y = 0, откуда вытекает, что a fortiori [в = (ἐν)ᾳ-Ξ0 
для $|p, что и завершает доказательство леммы (n° 4, опре- 


деление 2). 
Вернемся к доказательству утверждения (ii). Для любого 


‘А-модуля ’кручения конечного типа M положим œ(M) = 


=Хв (М ® лв); из (i) следует, что если М — псевдонулевой мо- 
дуль, @(M)=0. С другой стороны, рассмотрим точную после- 
довательность А-модулей кручения конечного типа 


0 — М, — M, — М. — 0. 


Из леммы 5 вытекает, что имеет место точная последователь- 
ность В-модулей 


0->/-> М, ®8,B>M8,B>M ®8,B>0, 


где модуль J псевдонулевой. Используя следствие предложе- 
ния 10 n°5, мы получаем, следовательно, что ф(М5) = p(M,) + 
+ (M3). Из предложения 11 вытекает поэтому, что существует 
такой гомоморфизм 0: О (А) —> О (В), что ф(М) = 0 (х4(М)) для 
любого А-модуля кручения конечного типа М. Чтобы доказать 
равенство 0 =1, достаточно показать, что P(A/py)=i(p) для ка- 
ждого pe P(A); но (4/}) ®,В=В/№В и для любого $E P (B) 
имеет место равенство (B/pB), = By/pBy; последний модуль 
равен 0, если PB не лежит над }; если же, напротив, В |}, то 
By/pBy является Вжмодулем длины e($/y) в силу определения 
индекса ветвления (гл. УТ, $ 8, n° 1). Следовательно, Xp (B/pB) = 


= Dd egy: B =} (b), чем и завершается доказательство утвер- 
PI? 


ждения (ii). 
Формула (24) получается немедленно, так как 
(М @ 1 B) © αἰ. =М АГ ме: (М @ 4 K) @ r L 


и ранг пространства (M ® 4 K) @ 4 L над L равен рангу простран- 
ства M®,K над К. Для доказательства формулы (23) рас- 
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смотрим свободный подмодуль À модуля М, такой, что Q = M/H 
является А-модулем кручения. Применяя, как и выше, лемму 5, 
мы получаем точную последовательность В-модулей 


0>I/I>H®,B>MB8.ıB>RRBıB->0, 


Tye модуль J псевдонулевой. Следовательно, из предложения 16 
(ii) и (ν) в n°7, а также из следствия | предложения 16 вы- 
текает, что 


_св(М® 4B) = Cg (Q Θα Β) = — св (ив (Q ®лВ)) = — cy (Xs (Q)) 


в силу утверждения (ii); но, по определению гомоморфизма 
i: C(A)—C(B), имеют место равенства 


св (i (χα (@))) = à (Ca (ид (0))) = — à (ca (Λη), 


что и завершает доказательство формулы (23). 


Замечания. 1) Если М -—рефлексивный А-модуль, TO 
M @,B не обязан быть рефлексивным (упражнение 6). Однако 
он будет рефлексивным, когда В является плоским А-модулем 
(n° 2, предложение 8). 

2) Пусть С — третье целозамкнутое нётерово кольцо, такое, 
что BCC и С является В-модулем конечного типа (и поэтому 
А-модулем конечного типа). Тогда имеют место формулы тран- 


3UTHBHOCTH 
Ncıa= Мв/А® Nc, ` (25) 


icıa = icıB° ἶΒ/Α, (26) 


которые вытекают немедленно из формул транзитивности для 
индекса ветвления и степени вычетов (гл. УТ, $ 8, n° 1, лемма 1). 


9. Теорема редукции 
Мы сохраняем обозначения и предположения n° 2—7. 


JIEMMA 6. Пусть Ю — коммиутативное кольцо, ὃ; (1 Lin) — 
различные простые идеалы из R. 

(i) Для 1<i<n пусть H, обозначает подмножество R/Y;, 
удовлетворяющее следующему условию: не существует такого 
элемента а; = R/p;, что a; + Н; содержит какой-нибудь ненулевой 
идеал из R/p;. Тогда существует такой элемент ASR, что для 
|1 <:< п канонический образ элемента а в кольце Ю]фр; не при- 
надлежит H,;. 

(ii) Если Card (H;) < Card (R/p;), το Н; удовлетворяет условию 
пункта (1. 
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(i) Будем рассуждать индукцией по п, учитывая, что случай. 
n=O тривиален. Пусть, следовательно, п 21. Совершив при 
необходимости перестановку индексов 7, мы можем считать, 
что идеал P, минимален среди }; и, следовательно, для 2<1< и: 
существует такой элемент с; = Ÿÿ;, что с; 6Εϑι. В силу предполо- 
жения индукции, существует такой элемент в == КЮ, что канони- 
ческий образ элемента 6 в кольце R/p; не принадлежит Н; для 
2<i<n. Для всякого хеВЮ положим а, = + XCoC3 ... Cy; 
поскольку с; =Ÿ;, очевидно, что а, == (то4 };) для 2SIi<n. 
Следовательно, достаточно доказать, что существует такой эле- 
мент хе А, что канонический образ элемента а, в R/p, не 
принадлежит H, Но множество канонических образов элемен- 
тов а, в кольце R/p,, когда x пробегает кольцо А, есть не что 
иное, как В-+с, где β- канонический образ элемента b и 
с — идеал кольца R/p,, порожденный каноническим образом эле- 
мента Co C3 ... Chs В силу выбора элементов с;, мы получаем, 
что (0, так как кольцо Ю/ целостное и предположение 
о множестве H, влечет за собой существование искомого эле- 
мента х. и: 

_ (ii) Поскольку кольцо R/p; целостное, любой ненулевой 
идеал в R/p; имеет такую же мощность, как и само кольцо Ю/\;, 
и то же самое справедливо для любого сдвига идеала на эле- 
мент кольца R/p;, откуда и следует утверждение. 


ТЕОРЕМА 6. Пусть М — некоторый А-модуль без кручения ко- 
нечного типа. Тогда существует такой свободный подмодуль L 
в М, что модуль МИ, изоморфен некоторому идеалу кольца А. 


Мы обозначим через п ранг модуля М (τ. е. ранг простран- 
ства V=M®,K над полем К), и будем рассматривать М как 
решетку в пространстве У относительно кольца А. Тогда для 
любого идеала p= P(A) модуль M, представляет собой решетку 
в пространстве У относительно кольца Ay (n° 1, пример 6) и, 
поскольку Ay является кольцом главных идеалов, My есть сво- 
бодный Ау-модуль ранга п. Положим 


М (5) = My/pMy. 


Обозначим через А (р?) поле частных кольца A/p (изоморфное 
полю вычетов кольца Ay); следовательно, М (р) = M @ 1 k (vb) 
является векторным пространством ранга # над полем À ($). 
Для любого хе=М обозначим через x(b) канонический образ 
элемента x в M (b). 


ΠΕΜΜΑ 7. Πυοτο.χ; (1<1< т) — линейно независимые эле- 


менты из М (над А или “ea re что одно и то же), и пусть L 
есть А-подмодуль в М, порожденный элементами х;. Тогда для 
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почти всех реЕР элементы х; (2) е M(y) линейно независимы 
над полем k(b); для того чтобы эти элементы были линейно 
независимы над k(~p) при всяком? = P, необходимо и доста- 
точно, чтобы модуль МИ. был без кручения. 


Пусть Xm4i +++, Xn — элементы модуля M, которые вместе 
с набором χι, ..., Xm образуют базис пространства И, и пусть 
N — свободный А-подмодуль в М, порожденный элементами X 
(1<i<n). Из теоремы 3 n° 3 следует, что № = Мь для почти 
всех PP; поскольку х, ($), ..., X,(P) образуют базис про- 
странства N(p) над полем А ($), из сказанного вытекает первое 
утверждение. | 

Если М/.— модуль без кручения, то таков же и (M/L), = 
= M,/Ly для любого pe P (n° 1, пример 6); так как Ay — кольцо 
главных идеалов, то модуль My/Ly свободен. Следовательно, 
My представляет собой прямую сумму Ly и некоторого свобод- 
ного А’-модуля Е; поэтому M(p) является ‘прямой суммой L (y) 
и векторного Ё(})-пространства E/pE и, в частности, L(P) вло- 
жено в М(р), но пространство L(P) имеет ранг m, и, так как 
оно порождено элементами x;(~p) (1<1< т), эти последние 
линейно независимы. 

Обратно, предположим, что X;(p) (1<1=< т) линейно неза- 
висимы над полем Rk(p) при любом peP. Тогда Ly является 
прямым слагаемым модуля My при любом » (гл. II, 8 3, n° 2, 
следствие | предложения 5), и потому Му/[ = (М/.), является 


модулем без кручения для каждого реР. Отсюда мы заклю- 
чаем, что РП Аз$ (M/L)= ©, в силу следствия предложения 5, 
гл. IV, $ 1, n° 2. Но так как модуль L рефлексивен, из пред- 
ложения 7 (1) n° 2 следует, что единственным простым идеалом, 
который может принадлежать множеству Ass(M/L), является 
идеал (0); следовательно, M/L — модуль без кручения. 


ЛЕММА 8. Предположим, что ранг п модуля М не меньше 2; 
тогда существует такой элемент х==0 модуля М, что М/Ах 
есть модуль без кричения. | 


Пусть } ~ 0 — произвольный элемент из М. В силу леммы 7, 
множество У простых идеалов DEP, для которых и(})= 0, 
конечно. Если У = @, то из леммы 7, примененной к.последо- 
вательности (х;), образованной одним элементом. у, - следует, 
что М/Ау является модулем без кручения. Предположим, таким 
образом, что У == 0, и положим S= N (A—»); ‘известно 

pey 5 Id | 
(n° 4, лемма 2), что $ 'А является полулокальным кольцом 
главных идеалов, максимальным и‘идвалами` которого ‘служат 
идеалы pS À, где peY, a ’‘собтвететвующие ‘локализации 
равны Ay. | Д одотояэн` нэфаоь АМ.) 
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Следовательно, 
ST'ANST'A=k(p), 
откуда 
SMS M = (ММ) ® 4$ A = 
= M @4((A/p)@ 4S A)=M @q- k(v) = M»). 


для любого peY. В силу предложения 6 гл. II, $ 1, n° 9, 


существует элемент 2/5 = 5 'М(2е М, $= $5), канонические 
образы которого в M(p) для ре все отличны от нуля. По 
определению множества $ справедливо, таким образом, соот- 
ношение 2(})5=0 при любом реЕУ. Кроме того, можно пред- 


полагать, что фи = линейно независимы над полем К. Дей- 
ствительно, в противном случае рассмотрим элемент EM, 
который линейно независим OT } (он существует, так как и > 2); 


возьмем, с другой стороны, элемент а == 0 из N) р (это пере- 
pey 

сечение не сводится к нулю, так как кольцо A целостное) и 
положим 2’=2- а[; ясно, что уи 2’ линейно независимы над 
полем К и что 2’(~p)=2(p) 40 для любого pe Y. 

Предполагая, таким образом, что у и г линейно незави- 
симы над К, обозначим через Z множество тех простых идеа- 
лов рЕР-У, для которых y(p) и 2 (0) линейно зависимы над 
полем К (}); из леммы 7 вытекает, что это множество конечно. 
Для любого PEZ можно, следовательно, записать г (γ)-Ξλ(ὺ) y(p) 
при Л (2) Е А (р). Ho Сага (A/p) >2 для всякого y ЕР, поэтому 
из леммы 6 следует, что существует такой элемент В ΕΞ À, что 
для всякого b = канонический образ элемента В в A/p отли- 
чен от À (р). Покажем, что тогда элемент х=г- ви является 
искомым. Достаточно (в силу леммы 7 для случая т= |) про- 
верить, что х(}) FO для каждого p= P. Но 

если › У, το х(}) == 0 по построению; 


если PEZ, то x(p)=pypy (р), где и, = 0 в силу выбора эле- 
мента D; следовательно, х (р) #0, так как и (y) == 0; 

если реЕР- (У), то y(p) и 2(р) линейно независимы, 
а потому X (P) AO. Ä 

Доказав эти леммы, обратимся к доказательству теоремы 6. 
Будем рассуждать индукцией по и, учитывая, что случай и < 1 
тривиален, так как тогда модуль М cam изоморфен некоторому 
идеалу в А. Предположим, следовательно, что п>2; в силу 
леммы 8, существует такой свободный подмодуль Lo ранга | 
в М, что модуль M/L, без кручения; следовательно, ранг мо- 
дуля М/ равен п —1. В силу предположения индукции, суще- 
ствует такой свободный подмодуль L, в M/L,„ что модуль 
(M/L,)/L; изоморфен некоторому идеалу А. Пусть L — прообраз 


о A ΚΙ 


10 МОДУЛИ НАД ЦЕЛОЗАМКНУТЫМИ HETEFOBbIMN КОЛЬЦАМИ 643 


модуля L,B модуле М; модуль L/L, изоморфен L, и, так как L, 
свободен, L изоморфен прямой сумме Г» ФГ. (Algébre, chap. II, 
3°éd., 8 1, n° 11, proposition 21), следовательно, поскольку M/L 
изоморфен (M/L,)/L,, теорема доказана. 


Замечание. Если модуль М рефлексивен, то модуль M/L 
рефлексивным быть не обязан (упражнение 9). 


10. Модули над дедекиндовыми кольцами 


Предположим теперь, что А — дедекиндово кольцо; уже изве- 
стно, что идеалы из DEP в этом случае максимальны и что 
ими исчерпывается множество ненулевых простых идеалов 
кольца А ($ 2, n° 1); группа D(A) отождествляется в этом 
случае с группой /(A) ненулевых дробных идеалов кольца À. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 21. Пусть À — дедекиндово кольцо. Тогда 
любой псевдонулевой модуль над А равен нулю, а любой псев- 
доинъективный (соответственно исевдосюрзективный, псевдобиек- 
тивный, псевдонулевой) гомоморфизм ЛД-модулей является UHBEK- 
тивным (соответственно сюръективным, биективным, нулевым). 


Первое утверждение уже было доказано (n° 4, пример 1); 
остальные утверждения получаются немедленно. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 22. Пусть À — дедекиндово кольцо и М — HeKo- 
торый А-модуль конечного типа. Тогда следующие свойства 
эквивалентны: 

а) модуль М есть модуль без кручения; 

6) модуль М рефлексивен; 

в) модуль М прэективен. 

Уже известно (даже без каких-либо ограничений на цело- 


стное кольцо A), что из 6) следует а) (n° 2, замечание |) и 
что из в) следует 6) (Algébre, chap. II, 3°éd., 8 2, n° 7, corrol- 


lai 4 de la proposition 14). Если М без кручения, то его можно 


отождествить с некоторой решеткой в пространстве У = М® К 
относительно кольца А; следовательно, модуль My является 
свободным А;у-модулем для любого максимального идеала PSP, 


ибо А, —кольцо главных идеалов. Окончательный результат 
вытекает из теоремы 16) гл. II, $ 5, n° 2. 


ΟΠΕΠΟΤΒΜΕ. Пусть М — некоторый А-модуль конечного типа 
u T —eeo подмодуль кручения. Тогда Т является прямым сла- 
гаемым модуля М. 


Действительно, поскольку модуль М/Т — без кручения, он 
проективен в силу предложения 22, и следствие вытекает, та- 
ким образом, из Algébre, chap. II, 3°éd., $2, n° 3, proposition 4. 


21* 
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ПРЕдложеЕНИЕ 23. Пусть А — дедекиндово кольцо и T — неко- 
торый А-модуль кручения конечного типа. Тогда существуют 
такие два конечных семейства (п) =, u (pi), — p где п; — целые 


числа 21 и \- элементы из Р, что Т изоморфен прямой 
сумме © (ar N. Кроме того, семейства (n;), =, и (Yi); 2, един- 


' je точностью до перестановки множества индексов. 


Это следует из теоремы 5 Π7 4, если принять во внимание 
тот факт, что любой псевдоизоморфизм здесь является изомор- 
(DH3MOM. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 24. Пусть А — дедекиндово кольцо и M -не- 
который А-модуль без кручения конечного типа ранга n > 1. 


Тогда существует такой идеал Ὁ 5:0 кольца A, что М изомор- 


u u — 1 
фен прямой сумме модулей А’ ἡ D. Кроме того, класс 
идеала Ὁ определен этим условием однозначно. 


Теорема 6 n°9 показывает, что существует такой свобод- 
ный подмодуль L в М, что модуль M/L изоморфен некоторому 
идеалу ας À. Если а=0, то положим d = À. 

В противном случае идеал а имеет ранг 1; следовательно, 


L= А" " и а является проективным модулем (предложение 22). 
Поэтому М изоморфен прямой сумме L и а (Algébre, chap. II, 
3° ἐά., $2, n° 2, proposition 4), чем доказывается первая часть 
предложения. Кроме того, из предложения 16 ( (1), (iv) и (v)) 
n° 7 вытекает, что с (М) =с (0), откуда и следует единственность 
класса идеала D 


Замечания. 1) Предложения 23, 24 и следствие предло- 
жения 22 полностью определяют структуру А-модулей конеч- 
ного типа. Предложение 24 показывает, что любой А-модуль 
без кручения конечного. типа определяется, с точностью до 
изоморфизма, своим рангом и классом одивизоров, который 
с ним связан. 

2) Можно показать, что над дедекиндовым кольцом любой 
проективный модуль не конечного типа обязательно свободен 
(упражнение 21) и что любой подмодуль проективного модуля 
проективен (упражнение 20). 


Упражнения 


1) Пусть À — целозамкнутое нётерово кольцо и У — векторное простран- 
ство конечного ранга над полем частных кольца А. Показать, что если 
(M;) — произвольное семейство рефлексивных решеток в пространстве Г, 


содержащих некоторую фиксированную решетку N, то решетка M= Г] м 
рефлексивна (рассмотреть сопряженные решетки М,). 


$ 
à: 
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*2) Пусть А — целозамкнутое нётерово кольцо и Е, Е— два А-модуля 
конечного типа. Предположим, что в E нет кручения, что модуль Hom, (Е, Ε) 
рефлексивен и что Ext), (Е, F)=0. Показать, что тогда Е — рефлексивный 
модуль. (Доказать сначала, что F не имеет кручения; если T=F"je, (Ε), 
то подсчитать двумя способами множество Ass (Hom, (2, T)), используя 
точную последовательность 


0-> Hom (Ё, Е) -> Нот (Е, Е**) -» Нощ (Е, Т) > 0 


и предложение 10, гл. ТУ, $ 1, n° 4.), 


3) Пусть А -— целозамкнутое нётерово кольцо, K —ero поле частных, 
М — рефлексивная решетка в векторном пространстве У конечного ранга 
над Ки L— свободная решетка в пространстве У, содержащая М. Показать, 
что-существует такая свободная решетка L, в У, что M=LfL,. (Рассмо- 
треть конечное множество Î простых идеалов Ÿ высоты | в кольце А, таких, 


что L, 5 My, и кольцо главных идеалов а где S=f}\(A-»); показать, 


pel 
что существует такая свободная решетка Lo в пространстве У, что 
M, = (Lo), для каждого BEL, и такой $ = 5, что М < s-!L,=L;). 


4) Пусть А — поле, А-- кольцо многочленов ἆ [Х, У]. 
а) Пусть (е1, eo) — канонический базис А-модуля 4?, и пусть E есть 


`А-подмодуль модуля À?, порожденный элементами (X —Y)e;, δι + Хе. и 


Θι + Уе.; пусть F — моногенный подмодуль в Е, порожденный элементом 
(X — Y)?e,. Показать, что А-модуль М = Е/Е не является прямой суммой 
своего подмодуля кручения и некоторого модуля без кручения. 

6) Показать, что А-модуль кручения А/АХУ не является прямой сум- 


К: .» п; 
мой моногенных подмодулей вида А/};', где Ὁ; — простые идеалы высоты 1. 


`5) Пусть А — целозамкнутое нётерово кольцо и М — некоторый А-модуль 
конечного типа. Показать, что если à, Б— два идеала из À, то А-модуль 
((aM) (6M) )/(anb) М является псевдонулевым; привести пример, когда 
этот модуль не нулевой. 

6) Пусть Ё-— поле, В-—кольцо многочленов k[X, У], А- подкольцо 
& |.1-..ΑΥ, PERS: 5 

a) Показать, что А является целозамкнутым нётеровым кольцом и что 
В представляет собой А-модуль конечного типа. 

6) Показать, что идеал yp = АХ? + АХУ кольца А является простым идеа- 
лом высоты | (и, следовательно, дивизориальным), но В-модуль »®,B 


имеет ненулевой подмодуль кручения и, следовательно, не является рефлек- 
сивным; идеал PB кольца В не является дивизориальным, каноническое 
отображение p®,B>ypB не является инъективным и идеал P не является 
плоским А-модулем. 

7) Пусть А- целозамкнутое нётерово кольцо, Е — некоторый А-модуль 
без кручения конечного типа и Е” — сопряженный ему модуль. 
| a) Показать, что канонический гомоморфизм Е* ©) Α Е->Епа a2) является 
псевдоизоморфизмом. 

6) Получить из а), что, для того чтобы E был проективным А-модулем, 
необходимо и достаточно, чтобы Е” $) ΑΕ был рефлексивным А-модулем. 
(Заметить, что если модуль ΕΘ де Рефлексивен, то канонический гомо- 
морфизм E*@ ,E—> End , (Ε) биективен.) 


{| *8) Пусть À — целозамкнутое нётерово кольцо и M1, М. — два А-мо- 
дуля конечного типа. 
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а) Показать, что А-модули Tor? (M, M), Ext), (M,, М.) являются псев- 
донулевыми при {22 (свести к случаю, когда А р— кольцо главных идеа- 
лов). 

6) Если М, — модуль без кручения, то показать, что Torf! (M,, M,) и 


Ext! (М, М.) являются псевдонулевыми модулями (тот же метод). 


в) Если М, является А-модулем кручения, то показать, что имеют место 
соотношения (в обозначениях n° δ) 


х (М, ® a Mo) — χ(Τοτῇ (M, Mo)) = г (M) x (Mi): 
х(Ношд (М, My)) — x (Ех (My M;))= — r (My) x (Mi), 
x (Hom 4 (My, M,)) — х (Ext) (Ma М,)) =r (Mo) x (Mi). 


г) Показать, что для любой пары А-модулей конечного типа M,, М» 
имеют место соотношения 


с (М, ® a Mo) — ο(Τοτ{ (ΜΙ, М.)) =r (Μη) c (М). + КМ.) с (Mi), 
с (Hom, (Му, М.)) — с (Ext (Μι, М.)) = г (M) с (Mo) —r (Mo) с (Mi). 


9) Пусть &—поле и А- кольцо многочленов А [Χ, У]. На А-модуле 
М = A? рассмотрим такую линейную форму /, при которой f (οι) =X, f (ου) =У 
((e:, е2) — канонический базис). Показать, что ядро L формы f является 
моногенным свободным А-модулем, но фактормодуль M/L (изоморфный 
некоторому идеалу из А) не рефлексивен. 

4 10) Пусть À — коммутативное кольцо. Для любого подмодуля R сво- 
бодного А-модуля конечного типа L= А" обозначим через с, (ΚΝ) идеал, 
порожденный элементами (x, x”), где x пробегает MORTE Ν и x* пробегает 

Е 
сопряженный модуль L*; положим С, (Ю) ==) [5 (Λ a где Im (A a — 
Κ 


канонический образ Ё-й внешней степени модуля RB модуле AL. Если 
ΑΙ ane R, — два подмодуля в L, το С, (Αἱ) ce, (R,) для всякого À. 

а) Пусть М — некоторый А-модуль конечного типа, модуль М изоморфен 
некоторому фактормодулю L/R, где [= А" при подходящем п. Показать, 


что последовательность идеалов (a ‚ в которой а, --ς R) для Е<п 
kl8>0 PR a ee 


Hu a, = À для R>n, не зависит от представления модуля M в виде L/R. 
(Рассмотреть сначала случай, когда модули L/R и L/R’ изоморфны, после 


этого заметить, что А”/Ю изоморфен А”*+”/(В- А") для любого h > 0.) 
Положим ὃ, (М) = a, для любого Κ >> 0; эти идеалы называются детерминант- 


ными идеалами, ассоциированными с модулем М. Имеет место соотно- 
шение de (М) < de +, (М) для любого k > 0. 
6) Если А-—кольцо главных идеалов и M=L/R, где L— свободный 


модуль конечного типа, то показать, что идеалы C,,, (К) (ce (Θ)Γ' совпа- 


дают с инвариантными множителями подмодуля R в модуле Г. 

в) Пусть г=у (М) — наименьшее число элементов в системах образую- 
щих модуля М, и пусть го — такое наименьшее целое число Ah, что dy (М) = А. 
Показать, что ro KT и привести пример, когда го <r (взять в качестве А 
дедекиндово кольцо). 

г) Если а- аннулятор модуля M, то показать, что № (М)са и 


а" Cie (М) для Е <г=у (М). 
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д) Предположим, что М является прямой суммой подмодулей 
М; (1<i<h); показать, что 


be (М) = D be, (М!) ... dr, (Mn), 
где сумма распространяется на всевозможные конечные последовательности 
h 


(ki); <:<в Удовлетворяющие условию > ki =k. 
е) Если N — подмодуль конечного типа в M, то dg(M/N) = dg (М) для 
всякого А > 0. Показать, что 


Е 


D; (№) de; (MIN) & dz (М). 
j=0 


x) Пусть К — поле, А — кольцо многочленов К [X, У, 2), nt — максималь- 
ный идеал АХ + AY + ΑΖ и 9-— идеал в А порожденный элементами X, У, 
YZ и Z?. Рассмотрим А-модуль М = А/4 и его подмодуль N = m/q. Показать, 
что do (М) =9, 5, (М) = А, D (N) = ша, 5, (№) = ui. 

11) Пусть А-—кольцо Крулля и M, М- две решетки конечного типа 
в векторном пространстве V конечного ранга п над полем частных кольца А. 
Для любого с ~ 0 из À, удовлетворяющего условию CN < M, рассмотрим 
детерминантные идеалы 5» (M/cN) (упражнение 10) и положим 


de (М, М) = div (be (M/cN)) — (п — k) div (ο). 


a) Показать, что дивизор de (N, М) не зависит от выбора элемента с 
co свойством с) cN CM; аь (М, М) называется детерминантным дивизором 
индекса À решетки N относительно решетки М. 

6) Имеет место соотношение dg (N, М) > ав+: (М, М) и аи (М, М) =0, 
Показать, что если положить 


е, (№, M)=d,_,(N, М)-а (№, М), 


n—k+1 
TO 
е, (М, M)<e,,,(N, M) 


для | < < п; дивизоры e, (N, М) называются инвариантными множителями 


решетки N относительно решетки М (свести к случаю, когда А — кольцо 
главных идеалов). 

в) Показать, что 4 (N, М) =х (М, N) (n°5). 

г) Когда М является решеткой в пространстве У, a N — решеткой 
в некотором подпространстве W в У ранга д < п, то инвариантными мно- 
жителями решетки N относительно решетки М называются инвариантные 
множители решетки N относительно МПИ. Показать, как можно обобщить 
упражнения 8—10 и упражнения 14—16 из Алгебры, гл. УП, $ 4 (предполагая, 
при необходимости, в некоторых случаях, что А нётерово и целозамкнуто). 

12) Пусть А — целозамкнутое нётерово кольцо и М, М-—два А-модуля 
без кручения конечного типа и одинакового ранга г, причем N < М; пусть 
7: N > М — каноническое вложение. 

k k Ё 


а) Показать, что для любого k отображение Aj: À М-> À M цсевдо- 
k 


инъективно, что Coker (A ἢ является А-модулем кручения и что 


χ (coker (A i) = | = | x (Coker (})). 
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6) Используя а), показать, что если М — некоторый А-модуль без кру- 
k 


чения конечного типа, TO подмодуль кручения модуля A М является псевдо- 
r—| 


| c(M), где М имеет ранг г; 


нулевым для любого ku c\AM =( 


i 
в частности, с (A τ = (М). 

13) Пусть А -- поле, А — кольцо многочленов k[X, У]. 

а) Пусть и! — максимальный идеал ΑΧ - АУ в A; показать, что суще- 
ствует псевдоизоморфизм из шв À, но не существует псевдоизоморфизма 
из Авш. 

6) Пусть иг’ — максимальный идеал A(X—1)+ AY в А; показать, что 
с (п) = ¢ (иг) = 0, HO не существует псевдоизоморфизма из и! в ИГ или из 
иг B Ni. 

в) Пусть p= AX, q = AY — простые идеалы высоты 1. В А-модуле L = A? 
рассмотрим подмодули M = pe; © ge, N = Ае, © рае. (e1, €2 — векторы из 
канонического ‘базиса модуля L). Показать, что М и М изоморфны и что 
существуют псевдоизоморфизм из L/M в L/N и псевдоизоморфизм из L/N 
в Г/М, Ho не существует псевдоизоморфизма из L в себя, при котором М 
переходит в № или N переходит в М (заметить, что псевдоизоморфизм из L 
в себя обязательно является автоморфизмом L, для чего воспользоваться 
предложением 10). 

4 14) Пусть А — прюферово кольцо ($ 2, упражнение 12) и М, N — две 
решетки конечного типа в векторном пространстве У конечного ранга п 
над полем частных кольца A, Для любого c ~ 0 из А, удовлетворяющего 
условию CN < М, рассмотрим детерминантные идеалы de (M/cN) (упражне- 
ние 10) и положим 


de (N, М) = οὐ "δι (M/cN). 


а) Показать, что идеал de (N, М) не зависит от выбора элемента, для 
которого cN < М; эти идеалы называются детерминантными идеалами ре- 
шетки N относительно решетки M. 

6) Имеют место соотношения dr (№, М) < dg+1(N, М) и bn (М, M)= A. 
Показать, что если положить €, (М, M)=b,_, (N, M) wen (N, M), 
TO целые идеалы €, (№, М) таковы, что e, (М, М) > ane (№ М) для |< Аи; 
идеалы конечного типа €, (№, М) называются инвариантными множителями. 
решетки N относительно решетки М (рассмотреть Ак-модули M, и Ν для 
каждого максимального идеала ш кольца А). | 

в) Когда М является решеткой в V, a N — решеткой в подпростран- 
стве № проетранства У ранга 9 < и, το инвариантными множителями Pe- 
шетки N относительно М называются инвариантные множители решетки № 
относительно MW. Показать, как можно обобщить упражнения 8—10 и 
упражнения 14—16 из Алгебры, гл. УП, $ 4. 

15) Пусть А— кольцо многочленов Z[X, У, Т, 0, И, W], пусть Ё -— сво- 
бодный А-модуль ΑἹ, пусть (e,) _, _,—ero канонический базис и М — под- 

1<i<4 


модуль в L, порожденный четырьмя векторами Xe,, Yeo, Tes + Vex, Иез + Wey. 
Показать, что 
d, (L/M) δα (L/M) £ (ὃ; (L/M) )? 


(сравнить с упражнением 146)). 
ᾳ 16) а) Пусть Ар-— прюферово кольцо и М — решетка конечного типа 
в векторном пространстве V ранга п над полем частных К кольца A. Пока- 
зать, что существуют базис (е;) ar пространства У и п дробных идеа- 
sisn 


лов 4, (ISIS п). такие, что модуль М равен прямой сумме модулей a,e,, 


ль ый 


PL a оо 
me gi 
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H по ий: есл и. — произвольный 6 В 
(Провести индукцию : u Gi) sic, роизвольны азис у, 


то рассмотреть дробный идеал конечного типа by, порожденный координа- 
тами при и: элементов модуля М; рассматривая А-модуль b IM, CBECTH 
к случаю, когда В, = A.) 

Вывести отсюда, что если Ш - векторное подпространство в V, 
то МПИ является прямым слагаемым в М. 

6) Предположим, что М есть подмодуль в A”, равный прямой сумме 
модулей de, где A, — идеалы (целые) конечного типа в Аи аноде 


канонический базис в А”. Показать, что существуют базис (и;) мо- 
71 <1<п 


дуля А” и идеалы 6; в А, такие, что М является прямой суммой моду- 
лей bu, и при этом D, делит b,,, для 1<1<п-—1. (Свести к случаю, 
когда n=23% A а. = À.) 

17) Пусть Е-— поле, Ар-— кольцо многочленов А [Х, У], L— свободный 
А-модуль А? и (е1, ἐν) — канонический базис в L. Пусть М — подмодуль в L, 
порожденный двумя векторами (X +1)e,+Yes, Ye; + Хе. Показать, что 
не существует псевдоизоморфизма из L в себя, ограничение которого на М 
оказалось бы псевдоизоморфизмом из М в некоторый подмодуль N вида 
au -+ Бо, где (и, υ) — некоторый базис А-модуля L и a, Б— два идеала в А, 
или ограничение которого на N было бы псевдоизоморфизмом из М в M. 
{Рассматривая детерминантные идеалы (упражнение 10) и замечая, что 
модуль М рефлексивен, можно ограничиться случаем, когда N — тоже реф- 
лексивный модуль, и тогда обязательно будут выполняться равенства 4 = À, 
b= AP, где P(X, У) =X (Х +1) —Y? — экстремальный элемент из A; показать, 
наконец, что для всякого базиса (и, Ὁ) модуля Г модуль МП Au не может 
ни содержать Аи, ни содержаться в АРи.) 

ᾳ 18) Пусть А — дедекиндово кольцо, К — его поле частных и М, М — 
две решетки в векторном пространстве У конечного ранга п над полем К. 
Пусть e, =e, (М, М) — инвариантные множители решетки N относительно ре- 


шетки М (упражнение 14). Показать, что существует такой базис (и,) 
151 < п 


пространства У, что модуль М равен прямой сумме (5 ἀγα, где а, — дроб- 
i 


ные идеалы, а N равен прямой сумме Me,a,u,. (Воспользоваться теорией 
i 


модулей конечного типа над кольцом главных идеалов (Алгебра, гл. УП, 
$ 4, n°2, теорема 1) и теоремой об аппроксимации в унимодулярной группе 
SL(n, А) ($2, n°4).) 

Распространить этот результат на случай, когда А является объедине- 
нием возрастающего фильтрующегося семейства подколец, являющихся де- 
декиндовыми кольцами (например, целое замыкание дедекиндова кольца 
в алгебраическом замыкании его поля частных). | 

19) Пусть А- дедекиндово кольцо и A, Ὁ -- два дробных идеала в А. 
Показать, что А-модули À + аб и a+b изоморфны. 

20) Пусть А — дедекиндово кольцо, Р — проективный А-модуль и N — не- 
который подмодуль в Р. Показать, что N проективен и является прямой 


_ суммой модулей, изоморфных идеалам кольца А. (Можно ограничиться слу- 


чаем, когда модуль Р свободен. Далее действовать так же, как в упраж- 
нении 16, используя трансфинитную индукцию, по аналогии с рассуждением 
в Aneeöpe, гл. УП, $ 3, теорема 1.) 

21) Пусть P — проективный модуль над дедекиндовым кольцом А. По- 
казать, что если Р не является модулем конечного типа, то он свободен. 
(В силу упражнения 20 можно записать Р как бесконечную прямую сумму 
@ (6, + εχ), где для каждого индекса À через b, и с, обозначены идеалы 


кольца А. Используя упражнение 19, получить, что P = L+Q, где L изо- 
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морфен А‘) (множество / бесконечно) и Q= G ад, где du — идеалы кольца А. 
ae] 


После этого применить упражнение 3 из Algébre, chap. II, 3° éd., $ 2). 
Ф 22) Пусть А — локальное кольцо, и — его максимальный идеал и Е — 
некоторый А-модуль конечного типа. | 


a) Если г=у (Е) — наименьшее число элементов в системе образующих 
модуля Е, то г есть также наименьшее целое число A, такое, что детерми- 
нантный идеал D/(E) равен A и наименьшее из таких целых чисел À, что: 
k+1 


Л E=0 (заметить, что г равно рангу пространства E/E над полем A/n). 
F 


6) Если положить e(E)=d,_,(E), то показать, что модуль Л Е uso- 
морфен модулю А/е (Е). Для того чтобы некоторый идеал а кольца А co- 
держал e (Е), необходимо и достаточно, чтобы Е/аЁ был свободным (А/а)-мо- 
дулем (свести к случаю а=0). 

в) Если е (Е) есть главный идеал Аа, то показать, что Е содержит пря- 
мое слагаемое, изоморфное модулю Α/ Αα (записать Е как фактормодуль. 
модуля А’ по некоторому подмодулю À и заметить, что в À имеется эле- 
мент вида Gy, где у — элемент некоторого базиса модуля À’). 

h+1 
г) Пусть 5, (Е) — аннулятор модуля ЛЕ для O<h<r—1. Показать, 


что следующие условия эквивалентны: 
a) Идеалы d, (Е) (OX <г-1) являются главными. 


В) Идеалы ὃ, (Е) (O<A<r-—1) являются главными. 


vy) Модуль Е является прямой суммой г модулей, изоморфных Α/Αλῃ, 
где An+ı делит A, для Ooshsr—|. 

Кроме того, когда эти условия выполнены, имеют место равенства 

7 
5, (Е) = Ал, для О<А<г-Ти 5, (Е) = АМА, А, для Ой <г-1. 
(Провести индукцию по г, используя в).) 

д) Предположим, кроме того, что кольцо А целостное. Показать, что, 
если )— такой простой идеал в А, что E/pE является свободным (4/p)-mo- 
дулем и Е, — свободным А,-модулем, то Е-- свободный А-модуль (исполь- 
зуя 6), показать, что y (Ey) =y(E) и что е (Ey) = (eE)). 

23) Пусть А- кольцо, Е — некоторый А-модуль конечного типа, г — наи- 

k+1 
меньшее из целых чисел А, для которых A E=0, u е (Е) — аннулятор мо- 
Г 
дуля ЛЕ. Показать, что для любого идеала aD е (Е) в А модуль E/aE над 
кольцом A/a является плоским (свести к случаю, когда А — локальное кольцо. 
и воспользоваться упражнением 226)). Вывести отсюда, что если т — ради- 
кал кольца А и если для всех максимальных идеалов Ш кольца А ранг 
векторного (Али)-пространства E/mE один и тот же, то E/tE является 
плоским (А/)-модулем. 

24) Пусть А-—целозамкнутое нётерово кольцо. Для того чтобы ре- 
шетка М (относительно кольца А) была рефлексивной, необходимо и до- 
статочно, чтобы она удовлетворяла следующему условию: для любой пары 


(а, 5) элементов из А, в которой а = 0, гомотетия умножения на D в кольце 
A/aA инъективна, гомотетия умножения на b в модуле М/аМ инъективна. 
(Для доказательства необходимости рассмотреть такие два элемента x, у 
из М, что ax+by=0 и показать, что для всякого }=Р(А) справедливо. 
включение y=aM,. Для доказательства достаточности условия восполь- 


зоваться критерием в) из теоремы 2 и заметить, используя предложение 8 
из $ 1, n° 4, что условие записывается в виде: 


Ass (М/а М) =: Ass (A/aA) 
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для всякого а==0 из À, и что для любой решетки модуля Е, содержа- 
щей М, существует такой элемент а 0 из А, что AM CaEC М.) 
25) Пусть A= G А„-нётерово кольцо, градуированное по положи- 


n 


тельным степеням. Показать, что если кольцо А факториально, то Ау фак- 
ториально и Ао-модули An рефлексивны. (Чтобы доказать, что Αρ факто- 
риально, воспользоваться критерием в) из теоремы | в $ 3, n°2; для дока- 
зательства рефлексивности модулей An воспользоваться упражнением 24.) 

26) Пусть А — нётерово кольцо и М — некоторый А-модуль конечно го 
типа. Для того чтобы симметрическая алгебра $ (М) была факториальным 
кольцом, необходимо и достаточно, чтобы А было факториальным кольцом 
и чтобы симметрические степени $” (М) были рефлексивными А-модулями. 
{Чтобы доказать достаточность условия, надо сначала заметить, что если 
Т=А- {0}, το S(M) можно отождествить с подкольцом в Γ-18 (М); пока- 
зать после этого, что любой экстремальный элемент р из А экстремален и 
в S(M), сводя это к доказательству того, что если р делит в $ (М) неко- 
торое произведение ху двух однородных элементов, то р делит и один 
из них; наконец, применить предложение 3 $ 3, n°4.) 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК 
К ГЛАВАМ 1-УП 


(N. В. Римские цифры, указанные в скобках, 
относятся к библиографии, помещенной в конце этого очерка.) 


Абстрактная коммутативная алгебра была создана недавно, 
но понять ее развитие можно, лишь рассматривая его как 
результат развития теории алгебраических чисел и алгебраи- 
ческой геометрии, благодаря которым она и возникла. 

Не особенно греша против истины, можно предположить, 
что знаменитое „доказательство“ неразрешимости уравнения 
ХР + уР =z? в целых числах X, у, 2, отличных от нуля, при про- 
стом нечетном р, якобы полученное Ферма, основано на раз- 


ложении 
(X+y)(x +6)... (x + ly)= 2? 


в кольце Z [5] (где &==1 — корень р-й степени из единицы) и pac- 
смотрении делимости в этом кольце в предположении, что оно 
является кольцом главных идеалов. В любом случае мы при- 
ходим к рассуждению, аналогичному тому, которое наметил 
Лагранж ((П), τ. II, стр. 531); с помощью различных вариантов 
| этого рассуждения (а именно замен переменных, понижающих 
степень уравнения) Эйлер ((I), т. I, стр. 488)!) и Гаусс ((III), 
t. II, р. 387) доказали теорему Ферма для р=3, а Гаусс (loc. 
cit.) и Дирихле ((IV), т. Г, стр. 42) — для р=5; Дирихле анало- 
гичным методом доказал неразрешимость уравнения x4+ yt = 214 
( (ТУ), т. I, стр. 190). Наконец, Куммер в своих первых исследо- 
ваниях в области теории чисел получил этим способом общее 
доказательство, содержащее, однако, ошибку (на которую ему 
указал Дирихле); несомненно, что именно эта ошибка привела 
Куммера к изучению арифметики циклотомических полей, 
в результате чего ему, наконец, удалось получить правильный 
вариант своего доказательства теоремы Ферма для простых 
чисел р< 100 (VII d). 


I) В своем доказательстве Эйлер действовал так, как если бы кольцо 
Z{V -3] было кольцом главных идеалов; это, однако, не так. Тем не менее 
рассуждения Эйлера будут корректными, если рассмотреть кондуктор кольца 
7[0] (о — кубический корень из единицы) Ha Z(V -3) (cp. Sommer, 


Introduction 4 la theorie des nombres algébriques (trad. A. Lévy), Paris 
(Hermann), 1911, стр. 190). 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК К ГЛ. I—VII 653 


С другой стороны, знаменитая работа Гаусса (1831 г.) 
о биквадратичных вычетах, выводы которой явились результа- 
том детального исследования делимости в кольце Zi] „целых 
гауссовых чисел“ ( (III), т. II, стр. 109), ясно продемонстрировала 
пользу, которую приносит классическим проблемам теории 
чисел распространение понятия делимости на алгебраические 
числа '); не удивительно поэтому, что между 1830 и 1850 гг. 
эта теория стала объектом исследования в многочисленных 
работах немецких математиков — сначала Якоби, Дирихле 
и Эйзенштейна, а затем, немного позднее, Куммера и его уче- 
ника и друга Кронекера. Нам нет нужды говорить здесь о тео- 
рии единиц, весьма частной для теории чисел с ее стремитель- 
ным развитием, укажем лишь, что Эйзенштейн выяснил структуру 
группы единиц в кубических полях, а Кронекер — в циклото- 
мических; это произошло незадолго до того, как Дирихле 
в 1846 г. ( (ГУ), т. Г, стр. 640) доказал общую теорему, до которой 
почти дошел Эрмит ( (VIII), T. I стр. 159). Гораздо более трудным 
оказался вопрос (центральный для всей теории) о разложении 
на простые множители. После того как Лагранж привел при- 
меры чисел вида x?+ Dy? (x, y, D — целые числа), которые 
обладают делителями, не представимыми в виде и? + Dn? ((П), 
τ. II, стр. 465), стало в сущности ясно, что не следует ожидать, 


что в общем случае кольца ZV =D являются кольцами глав- 
ных идеалов, и за смелыми утверждениями Эйлера последо- 
вали гораздо более осторожные. Так, например, когда Дирихле 
доказывал, что соотношение р? -- 54? = r° (р, 4, r — целые числа) 


эквивалентно соотношению p+q V5 =(x+y V5 Ÿ с целыми 
х, у, он ограничился лишь указанием на то, что „аналогичные 
теоремы верны для многих других простых чисел (а не только 
для 5)“ ( (ТУ), τ. I, стр. 31). Правда, в диссертации Гаусса (1831 г.) 
и работе Эйзенштейна о кубических вычетах (VI a) мы находим 
попытку развить арифметику для кольца главных идеалов Ζ [1] 
и 7 [6] (©=(—1+ 13 )/2— кубический корень из единицы) в пол- 
ной аналогии с теорией целых рациональных чисел; в связи 
с этими примерами весьма явной становится тесная связь 


между арифметикой квадратичных полей и теорией бинарных 
квадратичных форм, развитой Гауссом. Однако для общей 


1) Исследования Гаусса по делению лемнискаты и эллиптическим функциям, 
связанным с этой кривой, при его жизни не ‘были опубликованы, но отно- 
сятся они примерно к 1800 г.; эти исследования должны были уже тогда 
привести его к размышлениям об арифметических свойствах кольца Ζ [1], 
так как операция деления на числа из него играла важную роль в теории 
Гаусса. См. по этому поводу Якоби ((V), т. VI, стр. 275); вычисления, свя- 
занные с этими вопросами, можно, кроме того, найти в работах Гаусса 
( (111), т. II, стр. 411, см. также (ИГ) τ. Х., стр. 33 и след.). 
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картины не хватало „словаря“, который позволил бы излагать 
теорию квадратичных полей с помощью простой переформули- 
ровки теории Гаусса '). 

В действительности проблема была решена сначала не для 
квадратичных, а для циклотомических полей (по причинам, 
которые станут ясны лишь позднее (ср. стр. 659)). С 1837 τ. 
Куммер, который в начале своего пути был аналитиком, обра- 
щается к арифметике циклотомических полей; исследования 
этого предмета заняли у него 25 лет. Подобно своим пред- 
шественникам, Куммер изучал делимость в кольце Ζ[ξ], где 
с — корень р-й степени из единицы, отличный от единицы (ρ-- 
простое нечетное число); он скоро заметил, что в этих рас- 
смотрениях тоже встречаются кольца, которые не являются 
кольцами главных идеалов и для которых никак не удается 
продвинуться в развитии законов арифметики (УПа). Только 
в 1845 г., после восьми лет кропотливой работы, Куммеру 
удалось, наконец, пролить свет на эти вопросы благодаря опре- 
делению „идеальных чисел“ ((VIIc) и (VIIId)). 

То, что сделал Куммер, на современном языке приводит 
к определению нормирований поля @ (0): они находятся BO 
взаимно однозначном соответствии с куммеровыми „идеальными 
числами“, а „показатель“, с которым такой множитель входит 
В „разложение“ числа хе Z[é], есть не что иное, как значение 
на числе х соответствующего нормирования. Поскольку эле- 
менты, сопряженные с X, также принадлежат Ζ[ζ] и так как 
их произведение N (x) („норма“ элемента х?)) является целым 
рациональным числом, то „идеальные простые множители“, 


1) Читатель может найти точное описание указанного соответствия 
между квадратичными формами и квадратичными полями в книге Зоммера, 
loc. сИ., стр. 205 — 229. 

2) Понятие нормы алгебраического числа восходит к Лагранжу: пусть 
a (1 <i< Ἡ) — корни некоторого многочлена степени п. Лагранж рассмат- 
ривал „норменную форму“ 


п 
Е er) > Il (хо + вх, + «αὶ tee 


i=] 


OT переменных Xj, которая, несомненно, была подсказана ему его собствен- 
ными исследованиями в области решения уравнений, а также „резольвен- 
тами Лагранжа“ ( (11), т. УП, стр. 170). Следует подчеркнуть, что именно 
свойство мультипликативности нормы привело Лагранжа к его тождеству 
в бинарных квадратичных формах, с помощью которого Гаусс ввел „ком- 


позицию“ на этих формах ( (11), т. II, стр. 522). С другой стороны, когда 
где-то в окрестности 1830 г. возникла теория алгебраических чисел, новые 
задачи стали возникать в связи с решением уравнений N (Xo,..., Xn—1) =A 
(в частности, при À = | так находились единицы) или с изучением „нормен- 
ных форм“ (называемых также „разложимыми формами“); и даже в недав- 
них работах свойства этих частных диофантовых уравнений находят при- 
менение, особенно в теории }-адических чисел (Сколем, Шаботи). 
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которые нам надлежит определить, должны быть „делите- 
лями“ рациональных простых чисел; поэтому, чтобы дать их 
определение, достаточно сказать, что „идеальные простые мно- 
жители“ суть „идеальные простые делители“ простых чисел 
ЕЙ. Для случая д = p Куммер в сущности уже доказал (VIIa), 
что главный идеал (1 —&) прост и что его (р — 1)-я степень совпа- 
дает с главным идеалом (р); этот случай, таким образом, 
к новой проблеме не приводит. Для g  p идея, которой, πο- 
видимому, руководствовался Куммер, заключалась в TOM, 
чтобы заменить циклотомическое уравнение Ф, (2) =0 сравне- 
нием Ф, (и) = 0(то44), т. е. разложить циклотомический MHO- 


гочлен Ф,(Х) над полем Е, на неприводимые множители и 


связать с каждым неприводимым множителем этого многочлена 
„идеальный простой множитель“. Вот простой случай (точно 
описанный в заметке (VIIb), где Куммер приводит свои резуль- 
таты без доказательства): g=1(mod р); если д = тр + 1 и если 
уе Е, -- первообразный корень (9 —1)-Й степени из 1, то 
в кольце F,[X] имеет место равенство | 

р-—1 


®, (x)= Ц фу”), 


так как y?"=1. Сопоставив каждому множителю Х-у“” 
„идеальный простой множитель“ 9, числа 4, Куммер говорит, 
что элемент хе [5], минимальным многочленом которого над 
полем © является P, делится на 9», если в поле Е, выполняется 


равенство Р(у"”) =0. Короче говоря, если пользоваться совре- 
менным языком, Куммер записывает факторкольцо Ζ[|ζ]/2 [5] 


как прямую сумму полей, изоморфных F,. Для 4 = 1 (mod р) не- 
приводимые множители многочлена Ф,(Х) в кольце F,[X] уже 


не являются многочленами первой степени, и поэтому вместо Х 
в многочлен Р(Х) следует подставлять уже „мнимые корни 
Галуа“ множителей многочлена Ф, в кольце F,[X]. Куммер 


обошел эту трудность, совершив переход, как мы говорим 
сегодня, к Noto разложения К числа 4; если |-— такое наи- 


меньшее целое число, что 4’ ==1 (то4 р), и если положить 

—l=ef, то поле К окажется не чем иным, как подполем 
в 9(0), состоящим из элементов, инвариантных относительно 
подгруппы порядка f группы Галуа (циклической группы по- 
рядка p—|) расширения Q(t) поля Q; иначе говоря, это TO 
единственное подполе в Q(z), которое имеет степень е над Q. 
Благодаря „Исследованиям“ Гаусса было хорошо известно, что 
это поле порождено „периодами“: 


rt бы + “ΕΕ + Cage 


656 ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК К ГЛ. I—VII 


(0<k<e-—l, t,=t%, где с - первообразный корень сравне- 
ния 22! == | (mod р)), которые составляют нормальный базис. 
Основываясь на формулах Гаусса, Куммер доказал, что если 
R (X) — минимальный многочлен (унитарный и с целыми рацио- 
нальными коэффициентами) какого-нибудь из „периодов“ M, то 
над полем Е. многочлен R(X) тоже разлагается на различные 
множители X —u; (1<]<е) первой степени и на этот раз 
каждому из элементов U, сопоставляется „идеальной простой 


множитель“ ἢ,. Чтобы определить „делимость на ΜΝ Куммер 


Y 
записывает произвольное число x & Z[Z] в виде x = У C*y,, где 
k=0 


каждое у, =К само записывается единственным образом как 
многочлен степени <е-—1 от „периода“ n с целыми рацио- 
нальными коэффициентами. Куммер говорит, что х делится 
на 9; тогда и только тогда, когда при замене n на и; в каждом 


из у, полученные элементы из ЕР, все обращаются в нуль. 
Однако требовалось определить еще „показатель“ множителя J; 
в элементе х. Для этого Куммер ввел то, что мы сегодня 
называем униформизирующей для Я, т. €. такой элемент 0; Е К, 


что М (0;) =0(modg), М (p,) == 0(mod g), и при этом р; делится 
на 91, (в указанном выше смысле) и ни на какой другой 
идеальный множитель числа Gg, отличный OT {;. Существование 
такого элемента о; было по существу доказано годом раньше 


Кронекером в его диссертации ((IXa), стр. 23); итак, положив 
ppl (ο))/0» Куммер определяет показатель множителя Ч, вх как 


h h+1 
число A, для которого xp} = 0 (mod η"), но xp’ +1 & 0 (mod 4* +1); 
конечно, он начал с доказательства эквивалентности соотно- 


шения хр, ==0 (10449) делимости x на 9, в прежнем смысле. 


После этих определений распространение на случай кольца Z [5] 
обычных законов делимости для „идеальных чисел“ не пред- 
ставляло серьезной трудности; и в своей первой работе (VIIc) 
Куммер, воспользовавшись „методом выдвижных ящиков“ Ди- 
рихле, смог даже доказать, что „классов“ „идеальных множи- 
телей“ конечное число 1). 

Мы не станем останавливаться на истории дальнейших 
исследований Куммера о циклотомических полях, которые отно- 


сились к определению числа классов и применению к доказа- 


1) Впрочем, здесь Куммер лишь воспользовался рассуждениями Кроне- 
кера из его диссертации, касающимися классов решений уравнений вида 
N (хо, Χι, ..., Xn-ı)=a ((IXa), стр. 25). С другой стороны, Куммер много раз 
намекал на результаты относительно уравнений такого типа, полученные 
Дирихле (для произвольного поля алгебраических чисел), однако эти 
результаты не были ни опубликованы, ни найдены среди записок Дирихле. 
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тельству теоремы Ферма в отдельных случаях. Упомянем лишь 
Ὁ том способе, которым в 1859 г. он распространил свой метод 
для получения (по крайней мере частично) „идеальных ‘простых 
чисел“ в „куммеровом поле“ © (5, u), где и — некоторый корень 
неприводимого многочлена P(X)= РВ и а = Z[{] (УПе). 
„Любопытно, что Куммер изучал эту задачу, рассматривая 
поле © (5, u) как циклическое расширение поля Q(t), взятого 
в качестве „основного поля“ '): он исходил из „идеального про- 
стого числа“ ἢ кольца [8], о котором предполагалось, что 
OHO не делит ни р, ни а, и на этот раз предметом его рас- 
смотрения (употребляя современные термины) был многочлен 


P(X)=X”—ü над полем вычетов Е нормирования поля Q (6), 
соответствующего Я (через & обозначается канонический образ 
элемента a в поле К). Поскольку © (5) является полем корней 


р-й степени из единицы, многочлен Р или неприводим над À, 
или является произведением множителей первой степени. 
В первом случае Куммер говорит, что Я является простым 
в кольце 2[5, u]; во втором он вводит элементы №; (1<1<р) 
кольца [5], образы которых в À являются корнями много- 


члена P, и каждому индексу i сопоставляет идеальный простой 
множитель 1, элемента 41; далее, положив №; (X)= 11 X - w;), 


Куммер для произвольного многочлена | с коэффициентами 
в 7[5] говорит, что число }(μ) содержит т раз идеальный мно- 
житель 1;, если 
f (wi) 1/7 (wi) =0(mod q”), 
HO 
(wi) ИГ" (wi) πε 0 (mod q”*"). 


В итоге OH получил таким способом нормирования поля © (6, и), 
неразветвленные над О. Этого было достаточно для тех прило- 
жений, которые входили в круг его интересов. 


* 
* * 


Так случилось, что в изучении полей специального вида, 
к которым Куммера привели его первоначальные исследования 
по теореме Ферма, ему встретился ряд благоприятных обстоя- 


I) В своей работе о квадратичных формах с коэффициентами в кольце 
целых гауссовых чисел ((ТУ), т. Г, стр. 533—618) Дирихле в нескольких местах 
обращался к рассмотрению относительной нормы поля Q(V D, i) над ero 
квадратичным подполем © (Ур). Эйзенштейн, изучая корни 8-й степени 
из единицы, также рассматривал поле, порожденное этими корнями, как 
квадратичное расширение поля © (1) и использовал относительную норму 
для этого подполя ((VIb), стр. 253). Однако работа Куммера является первым 
примером углубленного изучения арифметических свойств „относительного 
поля“. 
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тельств, существенно облегчивших ему работу. Распростране- 
ние на общий случай результатов Куммера было сопряжено 
с несомненными трудностями и потребовало годы напряжен- 
ного труда. 

В течение сорока лет после открытия Куммера. история 
теории алгебраических чисел, в которой главные роли принад- 
лежали Кронекеру и Дедекинду, напоминает историю соперниче- 
ства Ньютона и Лейбница за 180 лет до этого в связи с изо- 
бретением исчисления бесконечно малых (к счастью, их 
отношения не носили столь язвительного характера). Ученик, 
а затем и сотрудник Куммера в Берлине Кронекер (диссертация 
которого, как мы видели, составила существенную часть теории 
Куммера) вплотную заинтересовался „идеальными числами“, 
намереваясь использовать их в собственных исследованиях. 
Сегодня мы восхищаемся удивительной проницательностью этого 
математика, когда смотрим на его исследования: начиная 
с 1853 τ. ( ХЬ), стр. 10), Кронекер сформулировал общую Teo- 
рему о структуре абелевых расширений поля © и, что, возможно, 
еще более замечательно, в последующие годы основал теорию 
комплексного умножения, а также создал первые ростки тео- 
рии полей классов ((IXc) и (IXd)). Его письмо к Дирихле от 
1857 τ. ((IX), т. У, стр. 418—421) показывает, что уже в это 
время он владел обобщением теории Куммера. Это подтвер- 
ждал и сам Куммер в одной из своих работ ((VIIc)), р. 57). 
Кронекер несколько раз намекал на эту теорию в своих рабо- 
тах между 1860 и 1880 rr.®. 

Однако, хотя в то время математики немецкой школы 
теории чисел знали о существовании этих работ Кронекера, 
сам он, по-видимому, не стремился ознакомить с сущностью 
своих методов кого-либо вне ограниченного круга друзей и 
учеников. Когда же он, наконец, решил опубликовать эти ре- 
зультаты (в работе 1881 г. о дискриминанте (Хе) и, особенно, 
в своем большом трактате „Festschrift“ 1882 г. (IX f)). Дедекинд 
не мог сдержать удивления ((X), т. III, стр. 427), поскольку 
по доходившим до него слухам он ожидал совсем другого 
((X), т. III, стр. 287). Кронекер, впрочем, не обладал тем да- 
ром красноречия и четкости, который был у Дедекинда. Не 
удивительно поэтому, что в основном методы Дедекинда, 
публиковавшиеся с 1871 г., легли в основу теории алгебраи- 
ческих чисел. Как бы ни был интересен метод „присоедине- 
ния переменных“, предложенный Кронекером, в той мере, 
в какой это относится к теории чисел, он предстает перед 
нами лишь как вариант аналогичного метода Дедекинда 


1) O6 эволюции идей Кронекера в этой области см. очень интересное 
введение к его работе 1881 г. о дискриминанте ((IX ee), стр. 195). 
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(ср. гл. УП, $ 1, упражнение 31) и, как мы увидим ниже, вся 
важность для истории коммутативной алгебры идеи Кро- 
некера проявилась при развитии другого ее направления, 
ориентированного на алгебраическую геометрию. 

По некоторым причинам, которые могли стать ясными лишь 
много лет спустя, любая предварительная попытка подойти 
к общей теории начиналась с уяснения понятия целого алгебраи- 
ческого числа. Это понятие возникло примерно в 1845 — 1850 rr., 
хотя довольно трудно точно указать дату его появления. Пред- 
ставляется весьма правдоподобным, что именно идея о системе, 
замкнутой относительно сложения и умножения (или, точнее, 
Ὁ том объекте, который мы называем теперь Й-алгеброй Ko- 
нечного ранга), более или менее сознательно привела к общему 
определению целых алгебраических чисел: ведь к этому опре- 
делению приходят неизбежно, когда на Z-anreöpy вида Ζ [0] 
накладывают требование, чтобы она была конечного ранга, по 
аналогии со случаем кольца Z[C], порожденного некоторым 
корнем из единицы, которое находилось в центре внимания 
математиков, занимавшихся в ту пооу арифметикой. Как бы 
то ни было, когда Дирихле ((IV), т. I, стр. 640), Эрмит ((VIII), 
т. I, стр. 115 и 146) и Эйзенштейн ((\УГ с), стр. 236) независимо 
друг от друга ввели понятие целого алгебраического числа, 
они, по-видимому, не считали, что речь идет о новой идее и 
что ее полезно подробно исследовать. Лишь Эйзенштейн дока- 
зал в сущности (loc. cit.), что сумма и произведение двух целых 
алгебраических чисел являются целыми алгебраическими чис- 
лами; впрочем, он не претендовал на оригинальность этого 
результата. 

Гораздо более тонким оказался вопрос об определении 
колец, в которых можно было бы надеяться на обобщение 
теории Куммера. Сам Куммер в своей первой заметке (VIIb) 
с полной уверенностью утверждал, что его методом можно за- 
ново построить теорию бинарных квадратичных форм Гаусса, 


рассматривая кольца 71 Ур] (D — целое число); Куммер ни- 
когда не развил эту идею и, по-видимому, ни OH, ни кто-либо 
другой до Дедекинда не заметил, что однозначное разложение 


на „идеальные“ простые множители в кольцах Z|VD | невоз- 
можно, когда О==| (mod 4) (хотя пример кубических корней 
из единицы показывал, что кольцо Z [oe], рассматриваемое co 


времен Гаусса, отлично от Z|V -3|) D, До Дедекинда и Kpo- 


—— 


1) Несмотря на то что Кронекер обращался к изучению арифметики 
колец Ζ[γ--5] (00) в связи со своими работами по комплексному умно- 
жению, он ничего не опубликовал по рассматриваемому вопросу, и впервые 


явное описание целых чисел произвольного квадратичного поля Q(V D) было 
дано Дедекиндом в 1871 г. ((Хс), стр. 105—106). 


ТЕРЬ OPES ASE 
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некера изучались лишь кольца вида Ζ [9] или, иногда, некоторые 
кольца частного типа, имевшие вид 1[6, 9]9. Что касается 
Кронекера, то, возможно, на мысль рассмотреть кольцо всех 
целых чисел алгебраического расширения его впервые натолк- 
нуло изучение полей алгебраических функций, где это кольцо 
вводится естественным образом как множество функций, „ко- 
нечных на конечном расстоянии“; во всяком случае, он на- 
стаивал на таком описании „целых элементов“ в этих полях 
в своей работе 1881 г. о дискриминанте (Хе) (работа была 
написана и представлена Берлинской академии в 1862 r.). 
Дедекинд не оставил никаких указаний, что послужило источ- 
ником его идей по этому вопросу, но, начиная с первых его 
публикаций о числовых полях в 1871 г., кольцо всех целых 
элементов такого поля играет основную роль в его теории. 
Именно Дедекинд прояснил связь между таким кольцом и его 
подкольцами, имеющими то же самое поле частных, введя поня- 
тия кондуктора (Х с). 

Но это была не единственная трудность. Для того чтобы обоб- 
щить идеи Куммера, надо было сначала освободиться от перехода 
к полю разложения, который, естественно, не мог иметь аналогии 
в случае неабелева расширения. Впрочем, трюк с полем 
разложения мог бы на первый взгляд показаться весьма уди- 
вительным и искусственным, так как если исходить из непри- 
водимого многочлена Ф,(Х) из Z[X], напрашивается вопрос, 
почему Куммер не развил до конца логические следствия своих 
идей и воздержался от применения теории „мнимых корней 
Галуа“, хорошо известной в его время. Наиболее ясно препят- 
ствие предстает в свете неудачной попытки обобщения теории 
Куммера, предпринятой в 1865 г. Селлингом, учеником Деде- 
кинда: для заданного неприводимого многочлена РеЙ[Х} 
Селлинг разлагал на неприводимые множители соответствую- 


щий многочлен P(X) в кольце F,[X]: корни этого последнего 


многочлена принадлежат, следовательно, некоторому конеч- 
ному расширению Е, поля F,; однако Селлинг, для того чтобы 


определить, следуя Куммеру, показатель „идеального простого 
множителя“ числа 4 в целом числе поля корней многочлена P (X), 
без всяких колебаний говорил о сравнениях по модулю неко- 
торой степени числа дв поле Е, ((XI), стр. 26), а немного позднее, 
когда он пытался выяснить вопрос о ветвлении, он „присое- 
динил“ к полю Е, „мнимые корни“ некоторого уравнения вида 


#2 q ((XI), стр. 34). Ясно, что эти вольности (которые оправды- 


1) Выше был рассмотрен пример кольца Ζ [5, и], введенного Куммером 
(УПе). До этого Эйзенштейн обращался к детальному исследованию под- 
кольца, порожденного двумя элементами кольца целых алгебраических чисел 
в поле корней 21-й степени из единицы (УТЬ), 
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ваются при замене поля F, на д-адическое поле) в то время 


могли привести только к бессмыслице. К счастью, в 1857 г. 
Дедекинд (Ха) вновь рассмотрел под’ названием „теории высших 
сравнений“ теорию конечных полей, но в другой форме !): он 
интерпретировал элементы этих полей как „остатки“ много- 
членов из Z[X] по „двойному модулю“, образованному линей- 
ными комбинациями с коэффициентами из Z[X] некоторого 
простого числа р и некоторого неприводимого унитарного MHOTO- 
члена PE Z[X] (это, несомненно, послужило ему, так же как 
и Кронекеру, толчком к развитию общего понятия модуля, 
к которому Дедекинд и Кронекер пришли независимо друг от 
друга немного позднее). [lo его собственному свидетельству 
((Xd), стр. 218), Дедекинд приступил к разработке проблемы 
„идеальных множителей“ простого числа р в поле О (=), где 
РеЕД[Х| — минимальный многочлен числа & (по крайней мере 


В „неразветвленном“ случае, т. е. когда в F,[X] многочлен Р, 


соответствующий многочлену P, не имеет кратных корней), 
следующим образом: в кольце Z[X] записывается равенство 


P=P,P,... P, +p: G; 


где Р; — различные неприводимые многочлены в F,[X]; можно. 

предполагать, что G не делится (в кольце Z[X]) ни на один. 

многочлен Р;, и для любого i положить W; = ПР, Тогда. 
[56 


1 
если / = Z[X], To, по определению Дедекинда, [ (=) содержит À 
раз „идеальный множитель“ P, числа р, соответствующий MHOTO- 
члену P;, если 


fWi =0 (modd р», Р) 
И 
fWit! 40 (modd p**', Р). 


Близость к методу, который применил Куммер к „KyMMepo- 
вым полям“, здесь совершенно очевидна и равным образом 
легко можно возвратиться этим способом к исходному опреде-- 
лению Куммера для циклотомических полей (см., например, 
работу Е. И. Золотарева (XIV), который независимо от Деде- 
кинда, но несколько позже развил эти идеи). Ἢ 

Однако ни Дедекинду, ни Кронекеру, который, по-видимому, 
тоже предпринимал аналогичные попытки, не удалось про- 
двинуться дальше по этому пути из-за трудностей, которые 


1) Известно, что некоторые результаты этой теории, опубликованные 
сначала Галуа, были получены (на языке сравнений) Гауссом около 1800 г. 
После смерти Гаусса Дедекинд взял на себя ‘заботу о публикации ero 
трудов и среди бумаг, оставленных Гауссом, нашел, в частности, работу 
о конечных полях ((Ш), т. Il, стр. 212—240). 


662 ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК К ГЛ. I—VII 


доставляло ветвление ( (Xd), стр. 218 и (IXf), стр. 325). Если кольцо 
целых чисел А рассматриваемого числового поля К допускает 
базис (над 1), образованный степенями одного и того же числа 6, 
то не представляет труда обобщить предыдущий метод на про- 
стые числа, разветвленные в Z [0] (на это указывал Е. И. Золота- 
рев (loc. cit.)). Однако существуют поля К, в кольце А целых эле- 
ментов которых нет базиса указанного типа, и Дедекинд в конце 
концов обнаружил, что бывают случаи, когда некоторые простые 
числа р („экстраординарные множители дискриминанта“ поля К) 
обладают тем свойством, что для любого 9 = А применение 
предыдущего метода к минимальному многочлену числа θ над 9 
приводит к сопоставлению числу р кратных идеальных множи- 
телей, тогда как на самом деле р He разветвлено в ΑἹ). Де- 
декинд признавал, что эта неожиданная трудность его надолго 
задержала, он преодолел ее, создав вполне завершенную теорию 
модулей и идеалов; эти результаты он мастерски изложил (и 
притом пользуясь весьма современным стилем, чего нельзя 
сказать о его современниках) в работе, без сомнения являю- 
щейся его шедевром: это знаменитое „ХТ добавление“ к книге 
Дирихле по теории чисел (Xf). Известны три последовательных 
варианта этого труда, однако уже первый из них (опублико- 
ванный как „Х добавление“ ко второму изданию книги Дирихле 
в 1871 г. (IV bis) содержал сущность дедекиндова метода, и 
практически благодаря единственному рывку теория алгебраи- 
ческих чисел совершила переход от первых попыток и не- 
уверенных шагов к вполне зрелой дисциплине, уже обла- 
дающей основным своим аппаратом. С самого начала кольцо 
всех целых элементов числового поля было поставлено на 
центральное место в теории; Дедекинд доказал существование 
базиса этого кольца над Z и получил отсюда определение 
дискриминанта поля — дискриминантом был назван квад- 
рат определителя, образованного элементами базиса кольца 
целых алгебраических чисел и их сопряженными. Однако 
в „XI добавлении“ Дедекинд дал описание разветвленных 
простых чисел (как простых множителей дискриминанта) только 
для квадратичных полей ( (ХЬЮ, стр. 202), несмотря на то что 
имел общую теорему ужев 1871 г. *). Центральным результатом 


1) Кронекер упоминал, что он обнаружил то же явление в некотором 
подполе поля корней 13-й степени из единицы, которое, впрочем, он де- 
тально не исследовал ( (IXf), стр. 384). Пример экстраординарного множителя 
дискриминанта, предложенный Дедекиндом, подробно рассматривается 
в книге Hasse H., Zahlentheorie, Berlin, Acad. Verlag, 1949, стр. 333. Позд- 
нее Хассе дал пример поля К, в котором дискриминант не имеет экстраорди- 
нарных множителей, HO для которого нет такого элемента 0 = А, что А = 
= Z [0] (loc. cit., 335). 

2) Он опубликовал доказательство этой теоремы только в своей ра- 


боте 1882 г. о дифференте (Хе). 
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этого труда является теорема существования и единственности 
разложения идеалов на простые множители, для которой Де- 
декинд развивает элементарную теорию „модулей“; на самом 
же деле в ,XI добавлении“ он употребляет этот термин для 
7-подмодуля числового поля, но понятия, которые там вве- 
дены, и доказанные там результаты изложены таким образом, 
что могут быть непосредственно применены к модулям самой 
общей природы !). Между прочим, следует отметить, что в 1871 г. 
было введено понятие „кондуктора“, игравшее важную роль (как 
и „условие обрыва возрастающих цепей“) в первом доказатель- 
стве теоремы OO однозначном разложении. В двух последую- 
щих изданиях Дедекинд дал два других доказательства этой 
теоремы, которую справедливо рассматривал как краеугольный 
камень своей теории. Здесь надо подчеркнуть, что именно 
в третьем доказательстве появились дробные идеалы (уже вве- 
денные Куммером в 1859 г. для циклотомических полей) и 
указан тот факт, что они образуют группу; в дальнейшем мы 
вернемся ко второму доказательству (стр. 670). 

Все эти результаты (с точностью до терминологии), несом- 
ненно, были известны Кронекеру около 1860 г. как частные 
случаи его более общих концепций, о которых мы поговорим 
ниже (в то время как Дедекинд признавал, что преодолел по- 
следние трудности своей теории только в 1869—1870 гг. 
( (Хе), стр. 351) ?); что касается числового поля, то следует, в част- 
ности, подчеркнуть, что в то время Кронекер уже знал, что 
вся эта теория применима без существенных ‘изменений к слу- 
чаю, когда выбрано некоторое „основное поле“ À, которое само 
является числовым полем (отличным от @); к такой точке зре- 
ния естественным образом приводит теория комплексного умно- 
жения. Кронекеру было также известно, что для некоторых 
полей К существуют такие их алгебраические расширения KR, 
которые над k He разветвлены ( (ХТ), стр. 269); при А = Q этого 
быть не может (это следует из оценок снизу Эрмита и Мин- 
KOBCKOTO для дискриминанта). Дедекинд, по-видимому, никогда 
не становился на эту точку зрения (хотя он указывал на ее 
возможность в своей работе 1882 г. о дифференте), и первое 
систематическое изложение теории „относительных полей“ было 
дано Гильбертом (XVI 4). 


I) В своей работе 1882 τ. об алгебраических кривых (совместной с Be- 
бером) (X bis) он использовал аналогичным образом теорию модулей над 
кольцом Ο [1]. 

2) Кронекеру, однако, не удалось получить его методами полного опи- 
сания разветвленных идеалов в случае числового поля. Тем не менее он 
получил это описание для полей алгебраических ‘функций от одной пере- 
менной и, кроме того, доказал, что в этом случае отсутствуют „экстраор- 
динарные множители“ дискриминанта (Хе). 
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Наконец, в 1882 г. (Хе) Дедекинд завершил свою теорию, 
введя понятие дифференты, которое дало ему новое определе- 
ние дискриминанта и позволило явно выразить показатели 
идеальных простых множителей в его разложении. Приблизи- 
тельно в это же время Дедекинд заинтересовался теми особен- 
HOCTAMH, которые возникают при рассмотрении расширений Га- 
луа; он ввел понятия группы разложения и группы инерции 
(в работе (Χο), которая была опубликована лишь в 1894 г.) 
и даже дал (в записках, не опубликованных при его жизни 
((X), т. II, стр. 410—411)) набросок теории групп ветвления, 
которую (независимо от него) несколько позднее развил Гиль- 
берт ((XVI с) и (ХУГа)). 

Таким образом, к 1895 г. теория алгебраических чисел за- 
вершила первый этап своего развития. Методы, созданные 
в течение этого периода формирования, позволили почти не- 
медленно перейти к следующему этапу — общей теории полей 
классов (или, что то же самое, теории абелевых расширений 
числовых полей), которая ᾿ продолжает развиваться и в наши 
дни и которой мы здесь не касаемся. С точки зрения коммута- 
тивной алгебры можно сказать, что к этому времени теория 
дедекиндовых колец была практически завершена, за исклю- 
чением аксиоматического их описения, а также исследования 
структуры модулей конечного типа над этими кольцами (кото- 
рая для случая числового поля была по существу выяснена 
лишь Штейницем в 1912 г. (XX b)!). 

ἃς * * 

Дальнейший прогресс коммутативной алгебры происходил 
в связи с довольно широким кругом проблем, возникших в ал- 
тебраической геометрии (которая, впрочем, непосредственно 
влияла на теорию чисел и до начала „абстрактного“ ее pa3- 
вития в современную эпоху). 

Мы не будем здесь подробно рассматривать историю алге- 
браической геометрии, та ее часть, которая развивалась 
после смерти Римана, не имеет прямого отношения к нашей 
теме. Нам достаточно напомнить, что алгебраическая гео- 
метрия ставила себе целью главным образом изучение алге- 
браических кривых на комплексной проективной плоскости, 
действуя чаще всего методами проективной геометрии (исполь- 
зуя координаты или обходясь без них). Параллельно в трудах 
Абеля, Якоби, Вейерштрасса и Римана развивалась теория 
„алгебраических функций“ от одной комплексной переменной 
и их интегралов; очевидно, что эти ученые сознавали наличие 


1) Начало изучению модулей над кольцом целых алгебраических чисел 
было уже положено Дедекиндом (Xh), 
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связи между этой теорией и геометрией плоских алгебраиче- 
ских кривых и умели при случае „применить анализ к гео- 
метрии“, но методы, использовавшиеся для изучения алгебра- 
ических функций, по природе своей были в основном „транс- 
цендентными“, даже до Римана '); в работах последнего этот 
характер исследования еще более усилился в связи с введс- 
нием „римановых поверхностей“ и рассмотрением аналитиче- 
ских функций, определенных на них. Почти сразу после смерти 
Римана Рох и, особенно, Клебш нашли возможность вывести 
из глубоких результатов, которые были получены трансцендент- 
ными методами Римана, многочисленные и яркие приложения 
к проективной геометрии кривых, что, естественно, побу- 
дило геометров того времени дать этим результатам чисто 
„геометрические“ доказательства. Такая программа, неполно- 
стью выполненная Клебшем и Горданом, была завершена Брил- 
лем и М. Нётером несколькими годами позже (XIII) с по- 
мощью изучения систем переменных точек на заданной кривой 
и вспомогательных кривых („адъюнктов“), проходящих через 
такие системы точек. Но даже современникам Римана каза- 
лось, что у его трансцендентных методов шаткие основы (особенно 
это относилось к использованию им топологических понятий 
и „принципа Дирихле“); и хотя Брилль и Нётер были акку- 
ратней большинства „синтетических“ геометров тех времен 
(см. дальше стр. 667), их геометро-аналитические рассуждения 
все же не безупречны. Именно для того, чтобы дать теории 
плоских алгебраических кривых солидное основание, Дедекинд 
и Вебер опубликовали в 1882 г. большую работу по этой 
теме (Xbis): „Предлагаемые исследования, — писали они, — 
имеют целью заложить фундамент теории алгебраических 
функций одной переменной — одного из важнейших творе- 
ний Римана — одновременно в простой, строгой и совершенно: 
общей форме. В предшествующих работах на эту тему, как 
правило, налагались ограничения на особенности рассматривае- 


I) Нужно, однако, заметить, что Вейерштрасс в своих исследованиях 
по абелевым функциям (которые восходят к 1857 г., но были изложены 
в его лекциях Лишь около 1865 г., а опубликованы только в Полном собра- 
нии сочинений ((ХУП), т. IV)) дал в противовес Риману чисто алгебраиче- 
ское определение рода кривой как такого наименьшего целого числа р, для 
которого на кривой существуют рациональные функции, имеющие полюсы 
в произвольно заданных p+1 точках. Интересно обратить внимание на 
следующее: пытаясь найти элементы, которые заменили бы ему функции, 
имеющие только один полюс на кривой, Вейерштрасс в конце концов исполь- 
зовал для этой цели трансцендентные функции, однако еще до этого он 
побуждал KpoHekepa, по свидетельству последнего ((IXe), стр. 197), распро- 
странить на алгебраические функции от одной переменной результаты, 
которые он к этому времени получил для числовых полей, где „идеальные 
простые множители“ по существу играют ту роль, которая была жела- 
тельна Вейерштрассу). 
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мых функций и так называемые исключительные случаи упо- 
минались мимоходом как предельные или вовсе оставлялись 
без внимания. Кроме того, использовалось несколько фундамен- 
тальных теорем о непрерывности или аналитичности, „очевид- 
ность“ которых основывалась на геометрической интуиции той 
или иной природы“ ((X bis) стр. 181) 1). 

Основная идея этой работы заключалась в том, чтобы по- 
строить теорию алгебраических функций одной переменной по 
аналогии с теорией алгебраических чисел в том виде, в каком 
ее только что развил Дедекинд. Для этого им пришлось перейти 
на „аффинную“ точку зрения (в противоположность их совре- 
менникам, всегда рассматривавшим алгебраические кривые уже 
вложенными в комплексное проективное пространство), следо- 
вательно, они исходили из конечного алгебраического расши- 
рения К поля С(Х) рациональных дробей и кольца А „целых 
алгебраических функций“ поля К, т. е. тех элементов поля К, 
которые являются целыми над кольцом многочленов С[Х]. 
Их основной результат, установленный без какого бы то ни было 
обращения к топологии ?), заключается в следующем: кольцо A 
дедекиндово и с соответствующими изменениями к нему могут 
быть приложены все результаты „XI добавления“ (и даже более 
простым образом, как это заметили Дедекинд и Вебер, не 
видевшие еще ясно причины этого ((Χ), т. 1, стр. 268)). Затем 
они доказали, что их теоремы в действительности биррационально 
инвариантны (другими словами, зависят только от поля К), и, 
в частности, не зависят от выбора „бесконечно удаленной пря- 
мой“, выделенной вначале. Без сомнения, еще более интересным 
для нас является то, что, желая определить точки „римановой 
поверхности“, соответствующей полю К (и, в частности, „беско- 
нечно удаленные“ точки, которые не соответствуют идеалам коль- 
ца А), они пришли к понятию точки поля К: Дедекинд и Вебер 
оказались перед лицом ситуации, с которой вновь столкнулся 


1) Известно, что, несмотря на усилия Дедекинда, Вебера и Кронекера, 
нетребовательность в понимании того, что такое корректное доказательство, 
которая ощущалась уже в немецкой школе алгебраической геометрии 1870— 
1380 гг., становилась все более заметной в работах французских и особенно 
итальянских геометров двух последующих поколений, которые, следуя немец- 
ким геометрам и развивая их методы, приступили к теории алгебраических 
поверхностей; алгебраисты несколько раз поднимали по этому поводу „скан- 
дал“ (особенно, начиная с 1920 г). Однако эти „нестрогие“ методы в неко- 
торой степени оправдывались блестящими результатами, достигнутыми с их 
помощью, тогда как ортодоксальные последователи Дедекинда вплоть до 
1940 года проявляли неспособность сформулировать с достаточной гибко- 
стью и силой алгебраические понятия, которые позволили бы дать коррект- 
ные доказательства полученным результатам. 

2) Они отмечали, что благодаря этому факту все их результаты оста- 
нутся верными, если заменить поле С на поле всех алгебраических чисел 
((Х), т. 1, стр. 240). 
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И. М. Гельфанд в 1940 г. при основании теории нормированных 
алгебр, и заключавшейся в том, что рассматривалось множе- 
ство К некоторых элементов, не заданных заранее в виде 
функций, которые, тем не менее, желательно было рассматри- 
вать как таковые. Чтобы получить множество определения этих 
гипотетических функций, они первыми воспользовались следую- 
щей идеей (которую вновь применил Гельфанд и которая стала 
банальной благодаря использованию в современной математике 
на каждом шагу): сопоставить произвольной точке х некоторого 
множества Е и некоторому множеству % отображений из Е 
в какое-то множество G отображение [f—>/ (x) из Я в G; иначе 
говоря, наперекор классической традиции рассмотреть в выра- 
жении f(x) символ | как переменную, а х- как фиксирован- 
ную величину. Исходя из понятия точки им было нетрудно опре- 
делить „положительные дивизоры“ („многоугольники“ в их 
терминологии), которые содержали идеалы кольца А в качестве 
частного случая и соответствовали „системам точек“ Брилля 
и М. Нётера. Но хотя главные дивизоры и дивизоры дифферен- 
циалов были записаны ими как „частные“ положительных ди- 
визоров, общего определения дивизоров они не дали; только 
Гензель и Ландсберг в 1902 τ. ввели по аналогии с дробными 
идеалами это понятие, всегда приводившее в замешательство 
приверженцев чисто „геометрических“ методов (несмотря на то 
что последние были вынуждены все-таки определить дивизоры 
под названием „виртуальных систем“, но были смущены тем, 
что не могли дать им „конкретную“ интерпретацию). 

В том же 1882 г. появилась большая работа Кронекера, 
готовившаяся более 20 лет (ХР. Намного более претенциоз- 
ное, чем работа Дедекинда — Вебера, это произведение, к не- 
счастью, было и более расплывчатым и неясным. Его цен- 
тральной темой (на современном языке) было изучение 
идеалов некоторого целостного кольца, являющегося конеч- 
ной алгеброй над одним из колец многочленов C[X,, ..., Xz] 
или Z[X,,..., X,]; Кронекер ограничился а priori теми из 
указанных идеалов, которые имеют конечный тип [то, что 
таковыми являются все эти идеалы, было доказано Гильбертом 
только несколькими годами позднее (для идеалов кольца 
C[X,,..., X,]) в процессе его работы по теории инвариантов 
(ХУГа)|. Что касается колец :CIX,, +, Хи Z1X,,..:, Хы 
то естественным образом возникала мысль связать с каждым 
идеалом в одном из них „алгебраическое многообразие“, обра- 
зованное общими нулями всех многочленов, входящих в дан- 
ный идеал; изучение геометрии в размерностях 2 и 3, прово- 
дившееся на протяжении XIX века, интуитивно приводило 
к идее о том, что любое многообразие представляет собой 
объединение конечного числа „неприводимых“ многообразий, 
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„размерности“ которых не обязаны быть одинаковыми. По-ви- 
димому, доказательство этого факта входило в планы Κρο- 
некера, хоть явно об этом он нигде и не говорил, а в его 
работе нельзя найти никакого определения ни „неприводимого 
многообразия“, ни размерности. В действительности же он 
ограничился кратким указанием на то, каким образом с по- 
мощью общего метода исключения!) исходя из произволь- 
ной системы образующих данного идеала определяется конечное 
число алгебраических многообразий, для каждого из которых 
в подходящей системе координат некоторые координаты произ- 
вольны, а другие являются „их алгебраическими функциями“ ἡ). 
Но если при этом Кронекер действительно стремился к полу- 
чению разложения на неприводимые многообразия, то прихо- 
дится признать, что он достиг его только в элементарном 
случае главного идеала, где он, в сущности, доказал, обобщая 
классическую лемму Гаусса о кольце Z[X] ((IID, т. 1, стр. 34), 
что кольца C[X,,..., X,] и Ζ[Χι,..., Х,| являются факто- 
риальными кольцами, в общем же случае мы можем лишь 
задать вопрос о том, было ли у Кронекера понятие простого 
идеала (то, что он называл „простой системой модулей“ (Prim- 
modulsystem), является идеалом, неразложимым в произведе- 
ние двух других ((IXf), р. 336); это тем более удивительно, 
что определение Дедекинда, данное в 1871 τ., было совершенно 
общим!). 

Следует, однако, сказать, что метод исключения Кронекера 
при подходящем применении все-таки приводит к разложению 
алгебраического многообразия на неприводимые компоненты: 
это совершенно четко было установлено Ласкером в нача- 
ле его большой работы 1905 г. о полиномиальных идеалах 
(XIX); он. корректно определил неприводимое многообразие 


1) Этот метод заключается в следующем. Можно предполагать, что 
после линейного преобразования координат образующие F; (1< ir) дан- 
ного идеала представляют собой многочлены, в которых старший член 


т: 
по À, имеет вид с;Х| ’, где с; — некоторая ненулевая константа. Можно 


‘также предположить, что многочлены F; не имеют общего множителя. За- 
тем для 2г переменных ир 9; (1<1<г) рассматриваются многочлены 

Г r 

Ἔκ u;F; u > v;F;, записанные как многочлены OT Xj, строится их резуль- 
i=l i=] 
тант Сильвестра, представляющий собой многочлен от U; H Ὁ; с коэффи- 
циентами из С [Х.,..., Xn] (соответственно Z[X2,..., Хи] ); при приравни- 
вании к нулю коэффициентов этого результанта получается система уравне- 
ний, решения (хо,..., Xn) которой являются в точности проекциями реше- 
ний (Χι,..., Xn) системы F;(x;, Xe, ..., Xn)=0 (1<i<r). Эту процедуру 
можно продолжить далее индукцией по п. 

?) Число произвольных координат в этом случае Кронекер называл раз- 

‚мерностью („Stufe“). 
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es 


(в С”) как такое алгебраическое многообразие И, на котором 
произведение двух многочленов лишь тогда всюду равно нулю, 
когда всюду на V равен нулю один из них; Ласкер ввел также 
определение размерности, не зависящее от выбора осей. В ин- 
тересных исторических рассмотрениях, которые он поместил 
в своей работе, указывалось, с другой стороны, что автор свя- 
зывает свои исследования не только с чисто алгебраической 
линией Кронекера и Дедекинда, но также и с проблемами, 
возникающими в связи с геометрическими методами Клебша 
и М. Нётера и особенно со знаменитой теоремой, доказанной 
Нётером в 1873 году (XII). Речь, по существу, шла, как мы бы 
сегодня сказали, об определении идеала а многочленов кольца 
CIX,,..., X,], обращающихся в нуль в точках заданного в С” 
множества М, причем чаще всего М было „алгебраическим 
многообразием“ общих нулей конечного числа многочленов ᾖ;, 
и долгое время считали (разумеется, без обоснований), что по 
крайней мере при п=2 и N=3 идеал а порождается просто 
многочленами j;!). Нётер показал, что уже для n=2 и двух 
многочленов [1, fo это положение, вообще говоря, неверно; OH 
привел достаточные условия для того, чтобы идеал A поро- 
ждался многочленами | и fy. Десятью годами позже Нетто 
доказал, что без каких-либо предположений относительно 
многочленов |, и Ja некоторая степень идеала À содержится 
в идеале, порожденном многочленами |, и fo (ХУ); эту теорему 
обобщил Гильберт в 1893 году своей знаменитой „теоремой 
о нулях“ (XVIb). Несомненно, что именно этот результат по- 
будил Ласкера ввести в своей работе общее понятие примар- 
ного идеала?) в кольцах C[X,,..., X,] u Ζ[Χι,..., À,] (после 
того, как в этих кольцах было введено понятие простого идеала, 
представлявшее собой перефразировку определения Дедекинда) 
и доказать 3) существование примарного разложения для 


1) См. замечания М. Нётера в начале его работы (XIII). Интересно 
отметить по этому поводу, что Кэли около 1860 года предположил, что 
для любой алгебраической кривой двоякой кривизны в Οὗ имеется конечное 
число многочленов, порождающих идеал многочленов в С [Х, У, Z], обра- 
щающихся в нуль на данной кривой (иначе говоря, это был частный случай 
теоремы Гильберта о конечности базиса (XVIa). 

2) Примеры примарных идеалов, не равных степени простого идеала, 
встречались еще Дедекинду „в порядках“, т. е. кольцах алгебраических 
чисел, для которых данное числовое поле является полем частных ((X), 
т. Ш, стр. 306). Кронекер также привел в качестве примера идеала, „нераз- 
ложимого“ в произведение двух других нетривиальных, идеал в Z[X], 
порожденный элементами р? и X?2+ p, где р — простое число (этот идеал 
примарен относительно простого идеала, порожденного элементами Хи р 
{ (IXf), стр. 341). 

Ὁ) Ласкер проводил индукцию по максимальной размерности A непри- 
BOAHMbIX компонент многообразия У нулей рассматриваемого идеала 4. 
Говоря в современных терминах, он рассматривал сначала простые идеалы 
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любого идеала в этих кольцах '). О вопросах единственности 
этого разложения речь тогда, по-видимому, не шла. Мэколей 
был первым, кто несколько позднее (XXI) ввел различие между 
„погруженными“ и „непогруженными“ примарными идеалами 
и показал, что вторые определяются единственным образом, 
а первые — нет. Наконец, следует отметить, что Ласкер также 
распространил свои результаты на кольцо целых рядов, схо- 
дящихся в окрестности некоторой точки, опираясь на „подго- 
товительную теорему“ Вейерштрасса. В этой части работы 
Ласкера указанное кольцо без сомнения впервые рассматри- 
вается с чисто алгебраической точки зрения, и методы, в этой 
связи развитые, должны были оказать сильное влияние на 
Крулля, когда в 1938 г. он создал общую теорию локальных 
колец (ср. (XXIXd), стр. 204 и xp.). 

* à * 

Идеи, которые привели к современной коммутативной ал- 
гебре, начали оформляться около 1910 г. Если общее понятие 
поля использовалось уже с начала ХХ века, то общее понятие 
кольца было определено впервые в работе Френкеля 1914 г. 
(XXIII). К этому времени уже имелись в качестве примеров 
колец не только целостные кольца теории чисел и алгебраической 
геометрии, но также и кольца рядов (формальных или сходящихся) 
и, наконец, алгебры (не обязательно коммутативные) над каким- 
либо полем. Однако роль катализатора в формировании как 
теории колец, так и теории полей сыграла, по-видимому, теория 
р-адических чисел Гензеля, на которую Френкель, а также Штей- 
ниц (ХХа) специально указывали как на отправной пункт своих 
исследований. 


р: (1 <2=< г), содержащие à и соответствующие неприводимым компонентам 
многообразия У максимальной размерности A. Каждому jj он сопоставил 
насыщение 4; идеала à относительно }); (ср. гл. IV, $ 2, n° 3, предложе- 
ние 5), затем он рассматривал кондуктор D; =4@:9; идеала 9; в 4, брал 


B > bj элемент с, не принадлежащий ни одному из });, и показывал, что, 
1 
с одной стороны, @ является пересечением идеалов 9; и идеала а -+ (с) = Wd, 
а с другой стороны, что неприводимые компоненты многообразия нулей У” 
идеала A’ имеют размерность < À — |, что и позволило провести индукцию. 
1) Интересно отметить, что второе доказательство Дедекинда теоремы 
06 однозначном разложении начиналось с доказательства существования 
хотя бы одного редуцированного примарного разложения, и в одном из 
разделов, не вошедших в ΧΙ добавление, Дедекинд явно отмечает, что эта 
часть доказательства проходит не только для кольца А всех пелых эле- 
ментов числового поля К, но также и для всех „порядков“ в К ((X), т. Ш, 
стр. 303). Лишь после этого, установив, что кольцо А „вполне целозамкнуто“ 
(с точностью до терминологии), он доказывал, используя указанный факт, что 
примарные идеалы из предыдущего разложения являются на самом деле 
степенями простых идеалов (X, т. Ш, стр. 307). 
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= 


Первая публикация Гензеля на эту тему относится к 1897 г.; 
он исходил в ней из выявленной Дедекиндом и Вебером ана- 
логии между точками римановой поверхности поля алгебраи- 
ческих функций К и простыми идеалами числового поля К; 
Гензель задался целью перенести в теорию чисел „разложе- 
ния Пюизё“ (ставшие классическими с середины XIX века), 
которые позволяют выразить каждый элемент х = К в окрест- 
ности произвольной точки римановой поверхности поля К в виде 
сходящегося ряда степеней „униформизирующей“ в рассматри- 
ваемой точке (ряда, имеющего лишь конечное число членов 
с отрицательными показателями). Гензель показал, что если 
pP — простой идеал поля R, лежащий над некоторым простым 
числом р, то каждому элементу ΧΕΞ также можно сопоста- 
вить „р-адический ряд“ вида Уса, р! (или Dap’, когда р pas- 

Lt 1 


ветвлено над р), где a; берутся в заданной системе предста- 
вителей поля вычетов идеала Ÿ; но величайшая оригиналь- 
ность Гензеля заключалась в идее рассматривать такие „раз- 
ложения“ даже тогда, когда они не соответствуют никакому 
элементу из Е, по аналогии с разложениями в целый ряд транс- 
цендентных функций на римановой поверхности (XVIIIa). 

Все оставшиеся годы работы Гензель занимался постепен- 
ным усовершенствованием своего нового исчисления; и если 
его попытки могут показаться нам робкими или неуклюжими, 
то не следует забывать о том, что, по крайней мере вначале, 
OH еще не был вооружен ни топологическим, ни алгебраиче- 
ским аппаратом современной математики, которые ему облег- 
чили бы его задачу. В своих первых публикациях он почти 
не обращался к топологическим понятиям, и в итоге кольцо 
целых }-адических чисел (р — простой идеал кольца А целых 
элементов числового поля Rk) было для него, употребляя совре- 
менные термины, проективным пределом колец 4/" при бес- 
конечно возрастающем N в чисто алгебраическом смысле; для 
того, чтобы установить свойства этого кольца и его поля част- 
ных, Гензель должен был на каждом шагу пользоваться с боль- 
шим или меньшим трудом рассуждениями, приспособленными 
специально для данного случая (например, при доказательстве 
того, что }-адические числа образуют целостное кольцо). Мысль 
ввести в }-адическое поле топологические понятия появилась 
у Гензеля, вероятно, около 1905г. (XVIIId); и лишь в 1907 г., 
после полного завершения книги, где он в свете своих идей 
переизлагает теорию алгебраических чисел (ХУПИ), Гензель 
пришел к определению и основным свойствам }-адических абсо- 
лютных значений (XVIIIe)), исходя из которых он смог раз- 
вить по аналогии с теорией Коши целый „»-адический анализ“ 
который с большим успехом был применен в теории чисел (осо- 


= 


an 
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бенно благодаря использованию }-адических экспонент и лога- 
рифмов) и значительность которого не переставала возрастать. 
с годами. 

С самого начала Гензель хорошо видел те упрощения, ко- 
торые привносила его теория в классические изложения: она 
позволяла „локализовывать“ проблемы и переходить в такое. 
поле, где не только свойства делимости тривиальны, HO где и 
изучение многочленов, „редукция“ которых по то4р не имеет 
кратных корней, сводится к изучению многочленов над конеч- 
ным полем; этот последний переход оказался возможным бла- 
годаря лемме Гензеля, установленной им в 1902 г. (XVIIIc). 
С 1897 г. он дал несколько ярких примеров (ХУПТЬ) таких 
упрощений, особенно в вопросах, касающихся дискриминанта 
(в частности, короткое доказательство критерия существования 
„экстраординарных делителей“, установленного им же не- 
сколькими годами раньше). Но, по-видимому, в течение долгого 
времени р-адические числа вызывали у математиков большое 
недоверие—позиция, несомненно, распространенная при столкно- 
вении со слишком „абстрактными“ идеями, тем более, что их 
автор (как это часто бывает в математике среди поборников 
новых теорий) своим чрезмерным энтузиазмом отчасти этому 
способствовал: неудовлетворенный плодотворным применением 
его теории к алгебраическим числам и восхищенный подобно 
всем его современникам доказательством трансцендентности чи- 
селеил, Гензель, введенный, возможно, в заблуждение эпитетом 
„трансцендентный“, применяемым одновременно и к числам и 
функциям, пришел из-за этого к мысли о том, что существует 
связь между его }-адическими числами и трансцендентными 
вещественными числами, и ему показалось, что он, основы- 
ваясь на этой идее, получил простое доказательство транс- 
цендентности числа е и даже числа e* ((XVIIId), стр. 556) '). 

Вскоре после 1910 г. ситуация изменилась с появлением 
нового поколения, на которое оказали влияние топологические 
идеи Фреше и Ф. Рисса, алгебраические идеи Штейница и 
первые завоевания „абстрактной математики“; оно сумело сде- 
лать понятными и поставить на должное место работы Гензеля. 
Начиная с 1913г. Кюршак (XXII) дал общее определение поня- 
тия абсолютного значения, осознал важность ультраметриче- 


1) Это стремление любой ценой провести аналогию между р-адическими 
рядами и рядами Тэйлора приводило Гензеля к постановке странных про- 
блем: например, он доказал, что любое целое р-адическое число может быть 


oo 
записано в виде ряда D a,p*, где рациональные числа Ag выбраны так, что 
k=0 
этот ряд сходится не только в Ωρ, но и в R (He под влиянием ли воспо- 
минания о рядах Тэйлора, сходящихся одновременно в нескольких местах?) 
(XVIlle uf). 
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ских абсолютных значений (примером которых является 
р-адическое абсолютное значение), доказал (скопировав до- 
казательство со случая вещественных чисел) существование 
пополнения поля относительно абсолютного значения и — это 
главное — дал общее доказательство возможности продолжения 
абсолютного значения на произвольное алгебраическое расши- 
рение данного поля. Однако Кюршак не заметил, что ультра- 
метрический характер абсолютного значения обнаруживается 
уже в случае простого поля; это было замечено Островским, 
которому принадлежит также определение всех абсолютных 
значений поля © и фундаментальная теорема, характеризую- 
щая поля с неультраметрическим абсолютным значением как 
подполя поля С (ХХГУ). В промежутке между 1920 и 1985 τ. 
эта теория завершилась детальным исследованием абсолют- 
ных значений (не только дискретных), содержащим среди 
прочего изучение различных обстоятельств, возникающих при 
переходе к алгебраическому или трансцендентному расшире- 
нию (Островский, Дойринг, Ф. К. Шмидт); с другой стороны, 
в 1931 г. Крулль ввел и изучил общее понятие нормирова- 
ния (XXIXb), которое нашло значительное применение в после- 
дующие годы у Зарисского и его школы алгебраической гео- 
метрии '). Нам следует здесь также упомянуть, хоть это и He 
входит в нашу тему, более глубокие исследования структуры 
полных нормированных полей и полных локальных колец, KOTO- 
рые относятся к той же эпохе (Хассе — Шмидт, Butt, Тейх- 
мюллер, И. Коэн). 


* 
* * 


Упомянутая выше (стр. 670) работа Френкеля рассматри- 
вала лишь один очень частный тип колец (артиновы кольца 
с единственным простым идеалом, который к тому же пред- 
полагался главным). Если не считать трактата Штейница 
о полях (XXa), то первыми важными работами в области изу- 
чения общих коммутативных колец были две большие статьи 
9. Нётер по теории идеалов: первая 1921 г. (XXVa), посвящен- 
ная примарному разложению и содержащая в наиболее общем, 
полном и усовершенствованном виде результаты Ласкера и Мэ- 
колея, вторая 1927 г., в которой дано аксиоматическое описание 
дедекиндовых колец (XXVb). Подобно тому как это было 
у Штейница в случае полей, мы видим в этих работах, каким 
образом совсем небольшое число абстрактных идей — понятие 
неприводимого идеала, условия обрыва цепей и идея целоза- 
мкнутого кольца (две последние, как мы видели, были уже 


у 1) Пример нормирования высоты 2 был случайно найден Юнгом 
в 1925 году (XXVII). 


1/31 Н. Вурбаки 
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у Дедекинда) — может привести K общим результатам, которые 
в известных ранее случаях казались сугубо вычислительными. 

Названными работами Э. Нётер, совместно с несколько 
более поздними исследованиями Артина— Ван дер Вардена 
по дивизориальным идеалам (XXXI) и Крулля, связавшего эти 
идеалы с существенными нормированиями (XXIXb), завершается 
долгое изучение разложения идеалов, начавшееся еще в прошлом 
веке |); именно в этот период и было положено начало совре- 
менной коммутативной алгебре. 

Бесчисленные работы по коммутативной алгебре, выходившие 
в свет позднее, удобней всего сгруппировать вокруг нескольких 
основных направлений. 

А) Локальные кольца и топологии. Несмотря на то что 
общая идея локализации содержалась в зародыше уже в пер- 
вых работах по теории чисел и алгебраической геометрии, ее 
выделение происходило очень медленно. Общее понятие кольца 
частных было дано лишь в 1926г. Греллем, учеником 
Э. Нётер, да и то лишь для целостных колец (XXVIII), ero 
распространение на кольца’ более общего типа было осуще- 
ствлено только в 1944г. К. Шевалле для нётеровых колец 
ив 1948 г. А. И. Узковым для общего случая. Вплоть до 1940 г. 
практически лишь Крулль и его школа использовали в общих 
рассуждениях рассмотрение локальных колец Ay целостного 
кольца А; эти кольца в явном виде появились в 'алгебраической 
геометрии “лишь с работами Шевалле и Зарисского, начиная 

1940 г.2). 

Начало общему изучению собственно локальных колец 
было положено в 1938 г. большой работой Крулля (ХХХ). 
Наиболее важные результаты этой работы касались теории 
размерности и регулярных колец, о которых мы здесь говорить 
не будем. Но в этой же работе впервые появилось пополнение 
произвольного нётерова локального кольца, а также, еще в не- 
совершенной форме, градуированное кольцо, ассоциированное 
с локальным кольцом ὃ); последний объект был определен только 


1) После определения дивизориальных идеалов довольно много исследо- 
ваний (Прюфер, Крулль, Лоренцен и др.) было посвящено идеалам, 
устойчивым относительно других операций a>’, удовлетворяющих аксио- 
матически заданным условиям, которые аналогичны свойствам операции 
а->А: (А: а), приводящей к дивизориальным идеалам, результаты. полученные 
на этом пути, до сих пор не нашли приложения ни в алгебраической гео- 
метрии, ни в теории чисел. 

2) В работах Гензеля и ero учеников по теории чисел локаль- 
ным кольцам A, постоянно предпочитали их пополнения; несомненно, что 


причиной тому служила возможность применения к последним леммы Гензеля. 
3) Если ш-— максимальный идеал рассматриваемого нётерова локаль- 
ного кольца Аи (a), <; <,‚-— минимальная система образующих идеала i, 


то для каждого x40 в А Крулль следующим образом определил „на- 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК К ГЛ. I—VII _ 675 


в 1948 г. II. Самюэлем (XXXVI) и, независимо oT Hero, Лере 
и А. Картаном в исследованиях по алгебраической топологии. 
В упомянутой работе Крулль вовсе не использует топологиче- 
ского языка; однако примерно в 1928 г. (XXIX a) он дока- 
зал, что в нётеровом кольце А пересечение степеней любого 
идеала À представляет собой множество таких ΧΕΞΑ, что 
x(1—a)=0 при некотором ава; отсюда легко получалось, 
что для любого идеала m из А щ-адическая топология кольца A 
индуцирует на произвольном идеале а щ-адическую топологию; 
в работе 1938 г. Крулль дополнил этот результат, ‘доказав, 
что в нётеровом локальном кольце любой идеал замкнут. Позд- 
нее эти теоремы были распространены Шевалле на нётеровы 
полулокальные кольца, а затем Зарисским на кольца, носящие 
его имя (XXXIIIb). К Шевалле восходит также введение „JIH- 
нейной компактности“ в топологических кольцах, а также опре- 
деление структуры полных полулокальных колец (XXXII b). 
DB) Переход от локального случая к глобальному. После 
Вейерштрасса вошло в привычку сопоставлять аналитической 
функции одной переменной (и, в частности, алгебраической 
функции) множество ее „разложений“ во всех точках римановой. 
поверхности, в которых она определена. Во введении к своей 
книге по теории чисел ((ХУПГ\), стр. У) Гензель аналогичным 
образом сопоставил каждому элементу поля À алгебраических 
чисел множество тех элементов, которые ему соответствуют 
в пополнениях поля К по всем абсолютным значениям Ha k |). 
Можно сказать, именно эта процедура в современной Ком- 
мутативной алгебре заменила разложение идеала в произве- 
дение простых (которое в известном смысле можно рассматри- 
вать как продолжение исходной точки зрения Куммера). 
Замечание Гензеля неявно указывало на вложение поля À B Npo- 
изведение всех его пополнений; явным же образом это сделал 
Шевалле в 1936 г. своей теории „иделей“ (ХХХ Па), в которой 


——— 


чальные формы“ элемента X: если j — такое наибольшее целое число, что 


хе и, то начальными формами элемента X являются все однородные 
многочлены Ρ(Χι, ..., X,) степени | с коэффициентами в поле вычетов 


в = Али, удовлетворяющие условию x = Ρ(αι,..., αγ) (modu/*!), Каждому 
идеалу A кольца А Крулль сопоставил градуированный идеал кольца 
k[X,,..., Х,|, порожденный начальными формами всех элементов из A 
(„ведущий идеал“); эти два понятия играли у него роль ассоциированного 
градуированного кольца. 

I) В качестве неультраметрических ‘абсолютных значений на расши- 
рении К ‘степени и поля Q Гензель брал функции x—>|x™ | (где x при 
1<7< и — сопряженные с x элементы), которые широко использовались 
со времен Дирихле; Островский несколько позднее показал, что этими 
функциями исчерпываются все неультраметрические абсолютные значения 
на 


rl? 


676 = ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК К ГЛ. I—VII 


были усовершенствованы аналогичные идеи, ранее высказывав- 
шиеся Прюфером и фон Нейманом (последние ограничивались 
вложением поля À в произведении его }-адических пополнений |)). 
И хотя это и выходит за пределы наших планов, нам важно упо- 
мянуть здесь о TOM, что благодаря топологии, введенной на‘ 
группе иделей, к теории чисел оказалось возможным весьма 
эффективно применить всю технику локально-компактных групп 
(включая меру Хаара). 

Что касается более общей ситуации, то теорема Крулля 
(XXIXb), описывающая целозамкнутые кольца как пересечение 
колец нормирования (это вновь приводит к вложению рассмат- 
риваемого кольца в произведение колец нормирования), зачастую 
облегчает изучение этих колец, хотя этот метод по-настоя- 
щему удобен лишь для существенных нормирований ко- 
лец Крулля. У Крулля, впрочем, часто можно найти приме- 
ры (довольно элементарные) (XXIXe) применения метода „пере- 
хода от локального случая к глобальному“, состоящего в дока- 
зательстве некоторого свойства какого-либо целостного кольца А 
посредством сведения к проверке его для „локализаций“ Αν 
кольца А по всем его простым идеалам ?); совсем недавно 
Серр заметил, что этот метод применим к произвольным 
коммутативным кольцам A; он применим также к А-мо- 
дулям и их гомоморфизмам и в большинстве случаев доста- 
точно осуществлять „локализацию“ лишь по максимальным 
идеалам кольца А (гл. II, 8 3, теорема 1); эта точка зрения 
тесно примыкает к идеям теории „спектров“ и пучков над 
этими спектрами (см. ниже стр. 678). 

В) Целые элементы и целое замыкание. Мы видели, что 
понятие целого алгебраического числа, введенное сначала для 
числовых полей, уже Кронекером и Дедекиндом было перене- 
сено на поле алгебраических функций, хоть в этом случае оно 
представлялось довольно искусственным (не соответствующим 


1) В связи с этим замечанием Гензеля вошло в привычку называть (допу- 
ская непоследовательность в терминологии) неультраметрические абсолют- 
ные значения числового поля Rk „бесконечными точками“ этого поля по ана- 
логии с тем, как Дедекинд и Вебер определяли „бесконечно удаленные точки“ 
римановой поверхности аффинной кривой (ср. стр. 666). 

2) Когда говорят о „переходе от локального случая к глобальному“, то 
часто имеют в виду гораздо более сложные вопросы, связанные с теорией 
полей классов, наиболее известные примеры которых помещены в рабо- 
тах Хассе ((XXVIa)-u (XXVIb)) по квадратичным формам над полем алге- 
браических чисел А; среди прочего там показывается, что для разрешимос- 
ти уравнения (Xi, ..., Xn) =a в k" (|-— квадратичная форма и а=*), 
необходимо и достаточно, чтобы это уравнение имело решение во всех 
пополнениях поля А. По свидетельству Хассе, идею теорем такого типа ему 
подсказал его учитель Гензель (XXVIc). Распространение „принципа Хассе“ 
на группы, отличные от ортогональной, является одной из задач совре- 
менной теории „аделей“ алгебраических групп. 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК К ГЛ. I-VII 677 


никакому проективному понятию). Однако работа Э. Нётер 1927 г. 
и последовавшие за ней работы Крулля (начиная с 1931 г.) вы- 
явили тот интерес, который представляют эти понятия для изу- 
чения более общих колец '). Круллю, в частности, принадлежат 
теоремы о подъеме простых идеалов в целых алгебрах (XXIXc), 
а также обобщение теории групп разложения и инерции Де- 
декинда — Гильберта (ХХХ ХЬ). Что касается 9. Нётер, то ей 
принадлежит общая формулировка леммы о нормализации ©) 
(откуда, в частности, следует теорема Гильберта о нулях), 
а также первый общий критерий (переформулировка классиче- 
ских рассуждений Кронекера и Дедекинда), позволяющий утвер- 
ждать, что целое замыкание целостного кольца является конеч- 
ным над этим кольцом. 

Наконец, необходимо указать, что одна из причин, в силу 
которых понятие целозамкнутости кольца оказалось столь важ- 
ным в настоящее время, связана с исследованиями Зарисского 
по теории алгебраических многообразий. Зарисский обнаружил, ~ 
что „нормальные“ многообразия (T. €. такие многообразия, 
локальные кольца которых целозамкнуты) отличаются весьма 
приятными свойствами и в первую очередь тем, что они не 
имеют „особенностей в коразмерности 1“; впоследствии было 
замечено, что аналогичные явления имеют место и в „анали- 
тических пространствах“. Поэтому „нормализация“ (т. е. опе- 
рация, состоящая в том, что для локальных колец некоторого 
многообразия берутся их целые замыкания) стала мощным 
орудием в арсенале современной алгебраической геометрии. 

Г) Изучение модулей и влияние гомологической алгебры. 
Одной из ярких черт, присущих алгебраическим работам 
9. Нётер и Крулля, является тенденция к „линеаризации“, 
продолжающая аналогичное направление, намеченное в теории 
полей Дедекиндом и Штейницем; другими словами, идеалы 
прежде всего рассматриваются как модули, и к ним поэтому 
применимы все конструкции линейной алгебры (взятие фак- 
тормодуля, произведения, позднее — тензорного произведения, 
а также образование модуля гомоморфизмов), которые, вообще 
говоря, приводят к модулям, не являющимся идеалами. Было 
очень скоро замечено, что во многих вопросах (где речь к тому. 


1) Крулль и 9. Нётер ограничивались целостными кольцами, но расши-. 
рение их методов на общий случай не представляет труда; наиболее инте- 
ресной в этом направлении является работа И. Коэна и Зейденберга, рас- 
пространяющая. теоремы Крулля о подъеме и точно указывающая границы, 
в которых они справедливы (XXXV). Следует отметить, что Э. Нётер явно. | 
указывала на возможность таких обобщений в своей работе 1927 г. 
((XXVb), стр. 30). | | 

2?) Частный случай был сформулирован еще Гильбертом в 1893 г. 
((XVIb), стр. 316). 


22 H. Бурбаки 
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же идет не обязательно о коммутативных кольцах) не имеет 
смысла ограничиваться изучением лишь идеалов некоторого 
кольца А, а, напротив, следует формулировать наиболее общие 
теоремы для А-модулей (подчиненных в случае необходимости 
некоторым условиям конечности). 

Вмешательство гомологической алгебры лишь усилило ука- 
занную тенденцию, так как эта ветвь алгебры занимается 
исключительно линейными по своей природе вопросами. Мы 
не собираемся здесь рассматривать ее историю; однако инте- 
ресно отметить, что многие фундаментальные понятия гомоло- 
гической алгебры (такие, как понятие проективного модуля и 
функтора Тог) возникли в связи с углубленным изучением по- 
ведения модулей над дедекиндовым кольцом относительно 
тензорного произведения; это исследование было проведено 
А. Картаном в 1948 г. 

И наоборот, можно было предвидеть, что новые классы мо- 
дулей, естественным образом введенные в гомологической ал- 
гебре как „универсальные аннуляторы“ функторов Ext (проек- 
тивные и инъективные модули) и функторов Tor (плоские 
модули), прольют новый свет на коммутативную алгебру. Слу- 
чилось, однако, так, что наибольшее применение нашли модули 
проекгивные, а также плоские; важность этих последних свя- 
зана прежде всего со следующим замечанием, впервые сде- 
ланным Серром (XXXVIIIb): локализация и пополнение есте- 
ственным образом приводят к плоским модулям, что „объяс- 
няет“ гораздо более удовлетворительным образом уже известные 
свойства этих двух операций II значительно облегчает их иссле- 
дование. Нужно сказать (мы увидим это в последующих гла-. 
вах), что приложения гомологической алгебры этим далеко еще 
не ограничиваются и что она играет все более и более важ- 
ную роль в алгебраической геометрии. 

Д) Понятие спектра. Оно является самым поздним среди 
новых понятий коммутативной алгебры и имеет сложную исто- 
рию. Спектральная теорема Гильберта ввела упорядоченные 
множества ортогональных проекторов гильбертова простран- 
ства, образующие булеву алгебру (или, скорее, булеву ре 
шетку ')), находящуюся во взаимно однозначном соответствии 
с некоторой булевой решеткой классов измеримых (по подхо- 
дящей мере) подмножеств пространства В. Несомненно, что эти 
более ранние работы об операторах в гильбертовом простран- 


1) Булева решетка представляет собой решеточно-упорядоченное множе- 
ство E, обладающее наименьшим элементом @& и наибольшим элементом ©, 
где каждая из операций sup и inf дистрибутивна относительно другой и 
где для каждого a Е существует, и притом единственный, элемент a EE, 
такой, что inf (а, а’) =а u sup (а, а’) =о (cp. Theorie des Ensemble, chap. Ш, 
2° éd., $ I, exercice 17). 
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стве привели в 1935 г. Стоуна к общему исследованию бу- 
левых решеток, и в частности к поиску их „представлений“ 
подмножествами некоторого множества (или классами подмно- 
жеств по некоторому отношению эквивалентности). Он заметил, 
что булева решетка становится коммутативным кольцом (впро- 
чем, весьма частного типа), когда в ней определяют умноже- 
ние формулой ху = Ш (х, y), а сложение — формулой x+y= 
=sup(inf(x, y’), ini (x’, g)). В частности, если исходить из буле- 
вой решетки $ (Х) всех подмножеств конечного множества X, 
легко заметить, что элементы из Х находятся в естественном 
взаимно однозначном соответствии с максимальными идеалами 
соответствующего „булева“ кольца; и Стоун получил свою 
общую теорему о представлении булевой решетки, рассматри- 
вая множество максимальных идеалов соответствующего кольца 
и сопоставляя каждому элементу булевой решетки множество 
максимальных идеалов, его содержащих (ХХХа). 

С другой стороны, классическим примером булевой ре- 
шетки служит множество подмножеств топологического про- 
странства, являющихся одновременно открытыми и замкнутыми. 
Во второй евоей работе (XXX Ὁ) Стоун показал, что в действи- 
тельности любая булева решетка изоморфна булевой решетке 
такого вида. Для этого, конечно, пришлось определить тополо- 
гию на множестве максимальных идеалов „булева“ кольца; 
сделать это очень просто, приняв в качестве замкнутых мно- 
жеств множество максимальных идеалов, содержащих идеал A, 
где а пробегает множество всех идеалов. 

Мы не говорим здесь о влиянии этих идей на Функциональ- 
ный анализ, где они сыграли важную роль при рождении теории 
нормированных алгебр, развитой И. М. Гельфандом и его шко- 
ποῦ. Но в 1945 г. Джекобсон заметил (XXXIV), что процесс`опре- 
деления топологии, предложенный Стоуном, может быть на 
самом деле приложен к любому кольцу А (коммутативному 
или нет), если только в качестве множества рассматриваемых 
идеалов брать не совокупность максимальных, а множество 
„примитивных“ двусторонних идеалов (т. €. таких двусторонних 
идеалов В, что A/b является примитивным кольцом); в комму- 
тативном кольце при этом подходе вновь получаются макси- 
мальные идеалы. Со своей стороны Зарисский в 1944 г. 
(ХХХУ а) воспользовался аналогичным методом для определе- 
ния топологии на множестве точек поля алгебраических функ- 
ций. Однако эти топологии оставались для большинства алгеб- 
раистов просто курьезом, ибо, как правило, они не отделимы, 
и вызывали довольно понятное чувство отвращения работать 
со столь необычными объектами. Это недоверие было развеяно 
лишь в 1952 г., когда А. Вейль показал, что любое алгеб- 
раическое многообразие может быть естественным образом на- 


μα" 
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делено топологией типа топологии Зарисского и что эта топо- 
логия позволяет определить, в полной аналогии со случаем 
дифференцируемых или аналитических многообразий, понятие 
расслоенного пространства (XXXVII); вскоре после этого у Серра 
появилась идея распространить на эти многообразия, ука- 
занным выше образом топологизированные, теорию когерентных 
пучков, благодаря чему в случае „абстрактных“ многообразий 
топология Зарисского играет ту же роль, что и обычная топо- 
логия в случае основного поля С, особенно если речь идет 
о применении методов Алгебраической топологии ((XXXVIII a) 
и (XXXVIIIb)). 

С тех пор стало вполне естественным использовать этот 
геометрический язык в коммутативной алгебре. Вскоре было 
замечено, что рассмотрения максимальных идеалов, как правило, 
недостаточно для получения удобных формулировок!) и что 
понятием, отвечающим нужным требованиям, является понятие 
множества простых идеалов кольца, топологизированного тем 
же способом. С введением понятия спектра в наши дни по- 
явился словарь, позволяющий выразить любую теорему ком- 
мутативной алгебры на геометрическом языке, очень близком 
к языку алгебраической геометрии эпохи Вейля -— Зарисского; 
это, впрочем, тотчас привело к значительному расширению 
рамок алгебраической геометрии, так что коммутативная алгебра 
с этой точки зрения представляет собой лишь самую элемен- 
тарную часть алгебраической геометрии (XXXIX). 


_1) Неудобство в использовании „максимального спектра“ проистекает из 
следующего обстоятельства: если g: А->В —гомоморфизм колец и И — макси- 
мальный идеал в В, το φτ! (и) не обязательно максимальный идеал в A, 
тогда как для простого идеала pP в В идеал φ-! (}) прост в А. Поэтому 
в общем случае гомоморфизму ф нельзя естественным образом сопоставить 
отображение множества максимальных идеалов кольца В в множество 
максимальных идеалов кольца А. 


(Ὁ 
(II) 


(III) 
{IV) 


{IVbis) 
(V) 


(VI) 


(VII) 


(VIII) 


(IX) 
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СХЕМА ЗАВИСИМОСТИ ПОНЯТИЙ 


Полулокальное кольцо 


„Локальное кольцо 


Целозамкнутое кольцо <======== Кольцо нормирования 


Вполне à _ Кольцо нормирования 
nn 
целозамкнутое кольцо высоты 1 


Кольцо Крулля | 
| 


Целостное 
кольцо 


„Дедекиндово 


кольцо KOAbUO 


#emeposo 
кольцо 


НС ВИК нь Нея CM 


| 
! 
Факториальное | 
| 


Кольцо главных Кольцо дискретного 
идеалов LESC нормирования 


В случае нётеровых колец эта таблица сводится к следующей: 


Целозамкнутое кольцо Полулокальное кольцо 
Дедекиндово Факториальное 
кольцо кольцо Локальное кольцо 
IL 


Кольцо главных ce. Кольцо дискретного 
идеалов нормирования 


ТАБЛИЦА УСТОЙЧИВОСТИ СВОЙСТЬ. I 


В этой и следующей таблице каждая строка соответствует некоторому 
свойству, которым может обладать кольцо, а каждый столбец — кольцу, по- 
лученному из кольца А (ÿ означает простой идеал в А, $ — мультиплика- 
тивную систему в À, не содержащую 0, и A’ — целое замыкание кольца А 
в некотором расширении L конечной степени поля частных К кольца А). 
Предполагается, что кольцо À обладает свойством, которое указано в строке; 
слово «ДА» (соответственно «НЕТ», «?»), стоящее на пересечении этой 
строки и какого-либо столбца, означает, что любое кольцо, построенное 
из À способом, указанным в столбце, обладает (соответственно не обладает, 
не установлено, обладает ли) свойством, указанным в строке. 

Ссылки относятся к этой книге или к Алгебре, где доказаны упоминае- 
мые результаты, а также к двум следующим работам, когда речь идет 
о результатах, не упоминающихся ни в данном тексте, ни в упражнениях: 
(1) Grothendiek A. Eléments de géométrie algébrique, chap. IV, Publ. 

Inst. Hotes Etudes Scient., n° 20 et 24, 1964. 

(2) Nagata M. Local rings, Interscience, New York, 1962. 


| Alp ER AIX] ALIX] | А’ 
А-—кольцо глав- ДА ДА НЕТ НЕТ НЕТ 
ных идеалов Алгебра, Алгебра, 
гл. VII, гл. УП, 
$ ” упр. 1 $ 5 
упр. 12 
À — дедекин- ДА ДА НЕТ НЕТ ДА 
ΠΟΒΟ кольцо Алгебра, τ... Vila ΝΗ; 6% 
гл. УП, § i, =. следствие 2, 
_ упр. | упр. 9 предл. 6 
А-—факториаль- НЕТ ДА ДА НЕТ HET 
ное кольцо гл. \, $ 1, гл. УП, $ 3, гл. УП, § 3,lru. УП, $3) Алгебра, 
упр. 9 предл. 3 теор. 2 упр: 9 Ir ΝΗ, Sky 
упр. 12 
À — нётерово HET ДА ДА ДА ? 
целозамкнутое Ira. V, 8 I, гл. V, $ 1, | гл. V, $ 1, | гл. \, $ 11(AA, если L 
ΚΟΠΡΠΟ упр. 9 | следствие {| следствие 1| предл. 14 сепара- 
из предл. 13 | из предл. 13 бельно, 
га. "μὰ, 
следствие 
из предл. 18) 
А— поле или ДА ДА НЕТ НЕТ НЕТ 
кольцо дискрет- Ira. VI, $ 3| гл. VI, $ 3,| Алгебра, Ira. УП, $ || гл. У, $ 92, 
ного нормиро- n° 6 n° 6 гл. VII, 8 1, упр. 9 упр. 6 
вания упр. 1 
À — поле ИЛИ ДА ДА НЕТ НЕТ НЕТ 
кольцо норми- | гл. УТ, $ 4| гл. VI, $ 4,| Алгебра, |гл. УП, $ 1 гл. У, $2, 
рования высо- предл. 1 |гл. УП, $ 1 упр. 9 упр. 6 


ты | 


упр. 1 


ТАБЛИЦА УСТОЙЧИВОСТИ СВОЙСТВ. 1 687 


Продолжение 
| Alp | BE | А [Х] ALIX] | ar 
À — кольцо нор- ДА ДА НЕТ НЕТ НЕТ 
мирования гл. УГ, $ 1/| гл. VI, $1,| Алгебра, |гл. УП, 51,| гл. У, § 2, 
теорема || теорема 1 |гл. УП, $1,| упр. 9 упр. 6 
упр. 1 
А — полное ДА ДА НЕТ НЕТ НЕТ 
кольцо норми-|гл. VI, $5,| гл. УГ, $ 7,| Алгебра, |гл. УП, $ 1, гл. У, $2, 
рования предл. 1 предл. 3 Ira. УП, $ 1,| упр. 9 упр. 6 
упр. 1 
А — кольцо НЕТ ДА ДА ДА ДА 
К рулля гл. У, $ 1гл. УП, $ I,J гл. УП, $ гл. УП, $ 1,) гл. УП, § 1, 


упр. 9 предл. 6 предл. 13 упр. 9 предл. 12 


ТАБЛИЦА УСТОЙЧИВОСТИ СВОЙСТВ. П 


В этой таблице через а обозначается идеал кольца, отличный OT À, ue- 
рез $-— мультипликативная система в А и через А’— целое замыкание 
кольца À, когда последнее является целостным кольцом. 


Α/α 
À — локаль- ДА 
ное кольцо 
À — полное ? 
локальное ДА, если 
кольцо A --нётерово 
(va. а 
предл. 6) 
А — полуло- ДА 
кальное 
кольцо 
А — полуло- ? 
кальное пол-| ДА, если 


ное кольцо |А-—нётерово 


(гл... $ 3, 
предл. 6) 
À —нётерово ДА 
ΚΟΠΡΠΟ Алгебра, 


гл. VIII, $ 2 из предл. 10 


предл. 6 


A [X] | ΑΓΧ]] | 


ΣΤᾺ А’ 
НЕТ НЕТ ДА НЕТ 
ru 1-6 Алгебра, τη, Ὁ S-2 
предл. 11 гл. IV, $5, упр. 20 
предл. 4 
НЕТ HET ДА ? 
τα, 1.59 τα; HIS 2 ДА, если 
предл. 11 предл. 6 Н- iene 
1) 
ΗΕΤ НЕТ ДА ? 
τα, Се Aneeöpa, ДА, если 
упр. 23в) гл. IV, $5,| А-нётерово,, 
предл. 4 τα. У. Ὁ 2. 
упр. 7 
НЕТ НЕТ ДА 
τα IV S32, τ ΥΣ 
упр. 238) предл. 6 
ДА ДА ДА НЕТ 
следствие 2) гл. ЦЕ ira. Hl, 53, ra, У, 81, 
след- |следствие 6 упр. 21 
ствие | | из теоремы ДА, если 
из тео- A — полное 
ремы 2 и локальное (1} 
A’ в любом 
случае 
является 
КОЛЬЦОМ 


Крулля (2) 


ТАБЛИЦА УСТОЙЧИВОСТИ СВОЙСТВ ПРИ ПОПОЛНЕНИИ 


а) Пусть А—кольцо и ш-— некоторый идеал в нем, отличный от Ca- 
мого А. Наделим А ш-адической топологией и обозначим через А отделимое 


пополнение данного кольца. 


А отделимо 

А нётерово 

А локальное 

А полулокальное 


А —кольцо Зарисского 


Lo 


А 
ДА 
ДА (гл. III, $ 3, предл. 8) 
ДА (гл. Ш, $ 2, предл. 19) 
ДА (гл. III, $ 2, следствие из 
предл. 19) 
ДА (гл. Ш, $ 3, предл. 8) 


6) Предположим теперь, что кольцо А локально и нётерово и что ит — его 


максимальный идеал. 


А целостное 
А целозамкнуто 


А —кольцо дискрет- 
ного нормирования 


А редуцированное 


А 
НЕТ (гл. ΠΙ, $ 3, упр. 156) 
НЕТ (2) 
ДА для исключительных колец (1) 
ДА (гл. УГ $ 5, предл. 5) 


НЕТ (2) 
ДА для исключительных колец (1). 


УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


Цифры, указанные в ссылках, последовательно обозначают номер главы, 
номер параграфа, номер пункта (или, в отдельных случаях, номер упражне- 
ния) и номер страницы. 


1; (Е — множество), U-V, UV (U, У — аддитив- 11 


ные подгруппы), A0 (а — идеал) — соглашения, 
предшествующие гл. | 


το 
© 
> 
© 


A[s~'], a/s (А — кольцо, $ — подмножество в A, II 2 1 76 и 77 
S — произведение элементов из 5) 

i> ία ΘΕ 

SIA Αν (S — мультипликативная система, } — npoc- II 2 | 79 и80 
той идеал) 

М КЕМ m/s, τ (М — некоторый А-модуль, $ — ΠΟΠ 18.2 2 81 


множество в A, me M, $ — произведение эле- 
ментов из 5) 


s-Im, M, (M — некоторый А-модуль, $ — мульти- 1:9 2 81 
пликативная система в А, р} — простой идеал 


В 

She u, (и — гомоморфизм А — модулей) ΜΕΤᾺ 9 84 

г (а) (а — идеал) | Hog 6 96 

V (M), V(f) (M — подмножество кольца A, fe А) II 4 3 140 
Spec (A) П 4 3 141 
X;(f © A, X = Spec (A) ) П 4 δ... Ai 
< (У) (У — подмножество в Spec (A) ) П 4 3 141 
@h (А — гомоморфизм колец) П 4 3 144 
Зирр (M) (М — некоторый А-модуль) П 4 4 148 
As, My, и; (A— кольцо, М — некоторый А-модуль IL 5 1 157 

и — некоторый А-гомоморфизм, [е À) 

ΓΡ. (Р) (P — проективный модуль) Ц 5 3 161 
го (P) (Р — проективный модуль) П 5 9 102 
P(A), εἰ (М) (4--κοπρπο, М — проективный A-mo- II 5 4 - ‘166 


дуль ранга 1) 
6, ϱ (4) Il 5 7 170 


det (и), Xu (и — эндоморфизм проективного модуля П 5 упр. 9 173 
ранга п 


УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


RE Ks 


ad, mM? М9 (A—rpanyupopaHHoe кольцо, 
M — градуированный А-модуль) 

Ay, Ме) (А — градуированное кольцо, }) — простой 
гралуированный идеал из А, М — градуирован- 
ный А-модуль) 

grn (@), gr (С) (С — фильтрованная группа) 

gr (h) (hk — гомоморфизм, согласованный с фильтра- 
ЦИЯМИ) 

Zn (п — целое число > |) 

Ζ 

Α{Χι.... Хр} (A— линейно  топологизированное 
кольцо) | 

(61, ..., bp) (Г — ограниченный формальный ряд) 

fog, M, М, (X), Те, Г, (Х), X, In (f, g — системы фор- 
мальных рядов, © — система без свободного 
члена) 

f(x) (f — система формальных рядов, X — система 
топологически нильпотентных элементов) 

mt (м — идеал) 

Ass, (M), Ass (М) (M — некоторый А-модуль) 

Ass; (M) 

АЯ (A — алгебра, Я действует на À) 

92 (y’), 92, AZ (р’), ΑΖ (Я — группа, действующая 
на кольце A’, γ΄ — простой идеал в A’) 

29’). 9’, д (v’), АТ ($ — группа, действующая на 
кольце A’, γ΄ — простой идеал в A’) 

К? (y), κά, КТ (y’), КТ (К — поле частных целозам- 
ΚΗΥΤΟΓΟ кольца А, γ΄ — простой идеал в целом 
замыкании кольца А в некотором расширении 
типа poss поля К) 

УР (где р = (ри, рт), а р; — целые числа ::0 

и (4), κ XA), U (A) sy à — локальное кольцо) — согла- 
шения, предшествующие гл. 

К, © 

+ со 

Гл’ ЧА 

a(M) (М — мажорное множество) 

h(G) (С — совершенно упорядоченная группа) 

Я „(v — нормирование) 

ε(υ΄/υ), e(A7/A), e(L/K) 

ἱ(υ΄/υ, ГАА), F(L/K) 

e(G, H) (@ — совершенно упорядоченная группа, 
Н — подгруппа конечного индекса в С 

e (v’/v) (v — нормирование, 9’ — продолжение Ὁ) 

mod (x), mod, (x) (К — недискретное локально KOM- 
пактное поле, x = К) 

г (С) (рациональный ранг коммутативной группы) 

d(K’/K), s(v’/v), τ(υ΄/υ) (о — нормирование на К, 
ζ΄ — продолжение Ὁ на некоторое трансцендент- 
ное расширение К” поля К) 


Ш 


Ш 


Ш 
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I(A), D(A) (А — область целостности) 

a <b, div (а), div (x) (а, Ὁ — дробные идеалы, x — эле- 

_ мент поля частных) 

@ (а — дробный идеал) 

dı x do (di, do --- дивизоры) 

Б:а (а, Ὁ — дробные идеалы) 

J (A) (А — область целостности) 

P(A) (A— кольцо Крулля) 

p™ (р — дивизориальный простой идеал) 

v, (р — простой идеал высоты | в кольце Крулля) 

Е (A), С (А) (А — кольцо Крулля) 

е (3/2) (χε: P(A), B SE P(B), А, В — кольца Крулля, 
Ας Β, ВПА= 

i (гомоморфизм из D(A) в D(B) или из С(А) 

ee -B OCB) 

i (гомоморфизм из C (A) в С(В)) 

A, Ao, A(K) (кольца ограниченных аделей) 

905, 2 (A) (А — область целостности) 

М* (решетка, двойственная решетке М) 

1, (Т), Х(Т) (T — некоторый А-модуль кручения, 

| Ὁ — простой идеал высоты |) 

F(A), T(A), εἰ (М) 

Хх (М, М” (М, М’ — решетки) 

с (4) (4 — дивизор) 

с (М), r (M), y(M) (M — решетка) 

BY, ел» Ги» РОВ) (А, В — кольца Крулля, при- 
чем В является конечной А-алгеброй, }} = P(A), 
Be P(B), ЗПА=у) 


Near {BA 


— 


537 
538 


_ 538 


538 
538 
542 
544 
548 
555 
555 
556 


558 


558 
574 


589 
612 
624 


625 
627 
628 
632 
633 


634 


и 538 


и 575 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Цифры, указанные вслед за терминами, означают соответственно номер 
тлавы, параграфа, пункта (или упражнения) и страницы. 


Абсолютно плоское кольцо 

Абсолютное значение 

— — ультраметрическое 

Адель ограниченный 

— — главный 

Алгебра Адзумайя 

— конечного типа 

— целая над кольцом 

Алгебраически зависимые элементы 

— замкнутое поле в алгебре 

— независимые элементы 

— свободное семейство 

— связанное семейство 

Алгебраический тороидальный сопряженный модуль 
Алгебраическое замыкание поля (в алгебре) 
— целое число 

Аппроксимация абсолютных значений 
Артина -— Pucca лемма 

Ассоциированная с градуировкой фильтрация 


Ассоциированное с градуированным кольцом Ффиль- 


трованное кольцо 
Ассоциированные кольца, точки и нормирования 


Ассоциированный с градуированным модулем филь- 


трованный модуль 
— — модулем простой идеал 


Безу кольцо 


Ветвления индекс 

Взаимно простые идеалы 
Вложенный простой идеал 
Возрастающая фильтрация 
Вполне целозамкнутое кольцо 
Высота нормирования 

— упорядоченной группы 
Вычетов поле 

— ранг 

— степень 


Гаусса лемма 
Гауссовы целые числа 
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Гельфанда — Мазура теорема 
Гензелево кольцо 

Гензеля теорема 

— условия 

Главный дивизор кольца 

— ограниченный адель 
Гомоморфизм локальный 

— псевдобиективный 

— псевдоинъективный 

— псевдонулевой 

— Псевдосюръективный 

— согласованный с фильтрациями 


Градуированная группа, ассоциированная с фильтро- 


ванной группой 


Градуированное кольцо, ассоциированное с филь- 


трованным кольцом 
Градуированный идеал существенный 


— модуль, ассоциированный с фильтрованным MO- 


дулем 
Группа, действующая на кольце 
— значений нормирования 
— инерции 
— классов обратимых модулей 
— операторов локально конечная 
— порядков 
— разложения 
— упорядоченная высоты ft 
— фильтрованная 


Дедекиндово кольцо 

Детерминант эндоморфизма проективного модуля 

Детерминантный дивизор 

— идеал 

Джекобсона кольцо 

Диаграмма змеевидная 

— коммутативная 

Дивизор детерминантный 

— кольца 

— — главный 

— конечного типа 

Дивизориальный дробный идеал 

Дивизоры эквивалентные 

Дискретная фильтрация 

Дискретное нормирование 

Доминирующее над локальным кольцом 
локальное кольцо 

Дробный идеал т 

— — дивизориальный 


Евклидово упорядоченное поле 


Зарисского кольцо 

— основная теорема 

— топология 

Змеевидная диаграмма 
Значение абсолютное 


D рюъьрььор-ьььо 


DD 
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HK WON See a ны à O1 NO 


Ο» = > COW 


> 
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Идеал градуированный существенный 
— детерминантный 

— дробный 

— лежащий над идеалом 

--- неразветвленный 


— нормирования 
— обратимый дробный 

— определения топологии 

— примарный 

— простой 

— — высоты < | 

— — минимальный 

— точки 

— целый 

Идеала корень 

— радикал 

Идеально отделимый модуль 
Идеалы взаимно простые 
Изолированная подгруппа 
Инвариантные множители решетки 
Индекс ветвления 

— начальный подгруппы упорядоченной группы 
Индуцированная фильтрация 
Инерции группа 

— кольцо 

— поле 

Исчерпывающая фильтрация 


Канонический гомоморфизм группы разложения 
простого идвала $’ кольца A’ в группу автомор- 
физмов кольца А’/у’ 

Каноническое разложение нормирования 

— разложение точки 

Класс дивизоров, связанный. с модулем 

Классов дивизоров моноид 

Когерентное кольцо (слева, справа) 

Когерентный модуль 

Кольца локальные родственные 

— нормирования независимые 

Кольцо абсолютно плоское 

— Безу 

— вполне целозамкнутое 

— гензелево 

— дедекиндово 

— Джекобсона 

Зарисского 

инерции 

когерентное (слева, справа) 

Крулля 

линейно топологизированное 

локальное 

неразветвленное 

нормирования 

нормирования поля 

паранормированное 

полулокальное 
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Кольцо прюферово 

— псевдоглавное 

— псевдопрюферово 

— разложения 

— регулярно ‘целозамкнутое 
— редуцированное 

— точки 

— факториальное 

— фильтрованное 

— целозамкнутое 

— — конечного характера 
— целонётерово 

— частных 

— — полное 
Коммутативная диаграмма 
Компонента неприводимая 
Кондуктор 

Кондуктор подкольца 
Конечная в элементе точка 
— свободная резольвента 
Конечно представимый модуль 
Конечного типа алгебра 

— — дивизор 

Корень идеала 

Коши тождество 

Критерий неприводимости Эйзенштейна 
Крулля кольцо 

Крулля — Акидзуки теорема 
Крулля теорема 


Ласкеров модуль 
Лемма Артина — Рисса 
Лемма Гаусса 

— о нормализации 
Линейная топология 


Локальное кольцо, доминирующее над другим ло- 


‘кальным кольцом 
Локально конечная группа операторов 
Локальные кольца родственные 
Линейно топологизированное кольцо 
— топологизированный модуль 
Локальное кольцо 


— — некоторого кольца в простом идеале 


— — простого идеала 
Локальный гомоморфизм 


Мажорное подмножество 
Минимальный простой идеал 
Многоугольник Ньютона 
Многочлен отмеченный 
Множество мультипликативное 
— неприводимое 

Модуль идеально отделимый 
— когерентный 

— конечно представимый 
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Модуль ласкеров 

— линейно топологизированный 

— плоский 

— — относительно модуля М (-М-плоский модуль) 
-- псевдокогерентный 

— псевдонулевой 

— строго плоский 

— частных 

— ЧИСТЫЙ 

Модуля кручения содержание 

— носитель 

Моноид классов дивизоров 

Морфизм не всюду определенного закона композиции 
Мультипликативная система 

— насыщенная 

Мультипликативное множество 

Ш-адическая топология 

— фильтрация 

— М-хорошая фильтрация 


Насыщение подмодуля 

Насыщенная мультипликативная система 

Насыщенный подмодуль 

Начальный индекс ветвления нормирования 

— — подгруппы упорядоченной группы 

Невырожденный подмодуль 

Независимые кольца нормирования 

— нормирования 

Непрерывное отображение, ассоциированное с гомо- 
морфизмом колец 

Неприводимая компонента 

Неприводимое множество 

— пространство 

Неразветвленное кольцо 

— нормирование 

Неразветвленный идеал 


Несобственное нормирование . 

Нётерово пространство 

Нильрадикал 

Нормирование 

— дискретное 

— неразветвленное 

— несобственное 

— существенное 

— элемента (==порядок элемента относительно нор- 
мирования) 

Нормирования кольцо 

— начальный индекс ветвления 


° — Независимые 


— высота 
— эквивалентные 

Нормированное дискретное нормирование 
Носитель модуля 

Нуль идеала 

Ньютона многоугольник 

И-адические целые числа 
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Обратимый дробный идеал 

‚— подмодуль 

„Общая точка 

Ограниченный адель 

Основная теорема Зарисского 
Островского теорема 

Отделимая фильтрация 

Отмеченный многочлен 

“Относительный инвариант двух решеток 


Пара колец, обладающая свойством линейного рас- 
ширения 

Паранормированное кольцо 

Плоский модуль 

Подготовительная теорема 

Подгруппа изолированная 

Подмодуль насыщенный 

-— невырожденный 

— обратимый 

-— }-примарный 

— сильно ласкеров 

— — примарный 

Поле алгебраически замкнутое в алгебре 

— вычетов 

— — нормирования 

— — точки 

— инерции 

— значений точки 

_— проективное 

— разложения 

— упорядоченное евклидово 

Полная система продолжений нормирования 

Полное кольцо частных 

— разложение простого идеала 

Полулокальное кольцо 

Порядка функция 

Порядок ряда редуцированный 

‚— элемента относительно нормирования (—HOPMH 
рование элемента) 

Почти нильпотентный эндоморфизм 

Представление длины n (==И-представление) 

Примарное разложение 

-— -- редуцированное 

Примарный идеал 

Принцип нётеровой индукции 

Проективное поле 

Проективный модуль ранга п 

Произведение фильтраций 

Простой вполне распадающийся идеал 

— идеал 

— — ассоциированный с модулем 

— — вложенный 

— — высоты < | 

— — минимальный 

— спектр кольца 

Пространство неприводимое 

— нётерово 
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Прюферово кольцо 
Псевдобезу-кольцо 
Псевдобиективный гомоморфизм 
Псевдоглавное кольцо 
Псевдоизоморфизм 
Псевдоинъективный гомоморфизм 
Псевдокогерентный модуль 
Псевдонулевой гомоморфизм 

— модуль 

Псевдопрюферово кольцо 
Псевдосюръективный гомоморфизм 
)-примарный. идеал 

— подмодуль 


Радикал идеала 


Разложение идеала на простые множители в деде- 


киндовом кольце 
— примарное 
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